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DEL PROLOGO DE LA PRIMERA 
EDICION 


El presente libro fue escrito como uu manual para los estu- 
diantes de Fisica. 

El temario de la Física matemática está estrechamente ligado 
con el estudio de diferentes procesos físicos. ntre éstos podemos 
citar los fenómenos que se estudian en la Hidrodinámica, en la 
teoría de la elasticidad, cn la electrodinámica, etc. Los problemas 
matemáticos que surgen aquí contienen muchos elementos comu- 
nes, y formau el objeto de la Física matemática. 

Ul método de investigación que caracteriza u esta rama de la 
ciencia es matemático cn su esencia. Sin embargo, el planteamicn- 
lo de los problemas de la Física matemática tiene sus caracteres 
específicos, por estar estrechamente ligado con el estudio de los 
problemas físicos. Ási, por ejemplo, Jas ctapas inicial y final de 
un proceso poseen un carácter cualitativamente distinto, y exi- 
gen la aplicación de métodos malemáticos diferentes. 

El temario de la Física matemática cs extraordinariamente 
amplio. En el presente libro se estudian los problemas de la Fi- 
sica malemálica quese reducen a ecuaciones en derivadas parciales. 

Hemos querido someter la clocción y la exposición del mate- 
rial an la característica de los procesos físicos típicos; en corres- 
pondencia con esto, la distribución dol material corresponde a 
los Lipos fundamentales de ccuaciones. 

El estudio de cada tipo de ecuaciones comienza por los pro- 
blemas físicos más sencillos que se reducen a ecuaciones del tipo 
considerado. Una atención especial so concede al planteamiento 
matemático de los problemas, a la exposición rigurosa du la reso- 
lución de los problemas más sencillos y a la interpretación física 
de los resultados obtenidos. Cada capítulo contiene ejercicior, 
cuyo fin fundamental es desarrollar hábitos técnicos de resolución 
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de problemas de esta disciplina. Ciertos ejercicios tienen de por 
sí interés físico. Al final de cada capítulo hay apéndices, en los 
cuales se dan ejemplos de aplicación de los métodos expuestos 
en el texto básico a la resolución de diferentes problemas de la 
física y la técnica, y también se citan ejemplos que se salen del 
marco de los problemas considerados en el texto básico. La elec- 
ción de dichos ejemplos, sin lugar a dudas, puede variar grande- 
mente. 

El libro contiene sólo una parte del material que entra en el 
curso de log métodos de la Física matemática. En el libro no se 
han incluido la teoría de las ecuaciones integrales y los métodos 
variacionales, 


A. T£jonov, A. Samarsky 


CAPITULO I 
CLASIFICACIÓN 
DE LAS ECUACIONES 
DIFERENCIALES 
EN DERIVADAS PARCIALES 


Muchos problemas de la física matemática se reducen a ecua- 
ciones diferenciales en derivadas parciales. Las ecuaciones dife- 
renciales de segundo orden se encuentran con particular frecuen- 
cia. En el presente capítulo estudiaremos la clasificación de 
estas ecuaciones. 


$ 1. CLASIFICACION DE LAS ECUACIONES 
EN DERIVADAS PARCIALES DE SEGUNDO ORDEN 


1. Ecuaciones diferenciales con dos variables independientes. 
Daremos las definiciones necesarias. 

Se llama ecuación cn derivadas parciales de segundo orden 
con dos variables independientes z e y a una relación entre la 
fuución incógnita u (x, y) y sus derivadas parciales hasta do se- 
gundo orden inclusive!): 

P lx, Y, u, Ue Uy, Use, Uy» Uy) = O. 
Análogamente se escribe la ecuación para un núsnero mayor de 
variables independientes. 

La ecuación se llama lineal con respecto a las derivadas de or- 
den mayor, si ésta tiene la forma 

Grille Y 20; 214: y + C27Uy y q4- E, (x, Y, U, Ux, Uy) =0, (1) 
donde 4,;. %12, 422 SON funciones de z e y. 


1) Utilizaremos las siguientes notaciones para las derivadas: 
du du tn 


du 
UL A? 3 ay > Uxx = 573 > eu ay Uyy = 5,30 eto. 


21013 
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Si los cocficientes 4,,, 412, za dependen no sólo de x e y, sino 
que son, al igual que F,, funciones de 7, y, U, U,, U,, Ontonces 
tal ccuación se denomina cuasilirral. 

La ecuación se llama lineal, si es lineal tanto respecto a las 
derivadas de orden mayor lxs, Uxy, Uyy, como a la función u y a 
sus dorivadas primeras U,, uy: 

dl zz Y 2419 xy + Gz2yy Y UU: + deu +eu + f=0, (2) 
siendo 41, Qi, zz, Dy, bi, e, Í funciones sólo de zx e y. Si los 
coeficientes de la ecuación (2) no dependen de zx e y, ésta es una 
ecuación lineal con coeficientes constantes. La ecuación se llama 
homogénea, si f(x, y) = 0. 

Mediante la transformación de las variables 

E=p(r y) n= Y4(1z, y) 
que admita transformación inversa, se obticne una nucva ecua- 
ción, equivalente a la inicial. Es natural plantearse la pregunta: 
¿cómo oscoger E y n. de modo fue la ecuación on estas variables 


tenga la forma más sencilla? 
En coste punto daremos la respuesta a dicha pregunta para las 


ecuaciones lincales con respocto a las derivadas de mayor grado 
del tipo (1), con dos variables independientes xz e y: 

Qiylzx + 2a12Uxy Y Garllyy + F(%, Y, Us Us, Uy) = 0. 
Transformando las derivadas a las nuevas variables, obtenemos: 


Uy = Urkx + UnTixs 
Uy =UEy + UmMp+ , 
Urx == UE + 2Urn Em + Unnlx + Ur E xr + UT xx» (3) 
Uxy = tz Ex Ey + Uzn (Ey + E, Na) + UN Ny, + UrExy + Unxy» 
Uyy = Ue Ey + 2229 54H E Unnly + UEyy + Undlyy: 
Sustiluyendo los valores de las derivadas dados por (3) en la ecua- 
ción (1), tendremos: 
Eurtgz + 24 y2llgn + Agony + F=0, (4) 
donde 
Ay = 4 E + 2a12E,É, = anto, 
Q12= 418.9: + G12 (ExNy + NrEy) + Ca£yNy, 


dz = GM + 21 0, + Cai, 
y la función F no depende de Ins derivadas segundas. Obsérvese 
que si la ecuación inicial es lineal, o sea, si 
F (2, y, Us Ux, Uy) = biUz + bu, + cu + f, 
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entonces F tiene la forma 


F (8, Y, U, Uz, Un) == Pig + Pen + yu + 6, 
es decir, la ecuación permanece lineal!), 
Escojamos las variables E y n de modo que el coeficiente ay, 
sea igual a cero. Consideremos la ecuación en derivadas parciales 
de primer orden 


01123 + 20122,2y + te25y = 0. (5) 


Soa z = (x, y) alguna solución particular de dicha ecuación. 
Si hacemos E = q (zx, y), el coeficiente 2,1, evidentemente, será 
igual a cero. De csle modo, el problema citado más arriba sobre 
la elección de las nuevas variables independientes está ligado a la 
resolución de la ecuación (5). 

Demostremos los lemas siguientes, 


1. Si z = q (z, y) es una solución particular de la ecuación 


aus + 24122: y + AyZ, = 0, 


la relación q (zx, y) = C es una inlegral general de la ecuación 
diferencial ordinaria 


aydy? — 2a,sdx dy + azada* = 0. (6) 


2. Si q (x, y) =C es una integral general de la ecuación 
diferencial ordinaria 


endy? — 20,2 dx dy + azoda? = 0, 


la función z == q (zx, y) satisface a la ecunción (5). 
Demostremos e] primer lema. Como la Íunción z == q (z, y) 
satisface a la ecuación (5), la igualdad 


2 
411 (2) — 2452 (- 2) + 42 =0 (7) 


es una identidad, puesto que se satisface para todas las x e y en 
la región en la cual eslá dada la solución. Jn relación q (x, y) = 
= C es una integral general de la ecuación (6), si la función y, 
determinada de Ja relación implícita q (7, y) = C, salisfnce a la 
ecuación (6). Sea 


*) Obsérvese que si la transformación de variubles os lineal, entonces 


F = F, puesto que las derivadas segundas de E y y cn las fórmulas (3) son 


ns a cero, y F no tiene sumandos complementarios de la transformación 
e las derivadas segundas. 


2e 
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dicha función; entonces 


dy E (x, y) 
dx Ey (E, Y) Jy=Stx, C) 


donda los paréntosis y cl subindice y = f (x, C) indican que cu 
el segundo miembro de la igualdad (3) la variable y no es inde- 
pendiente, sino que su valor es igual a f (z, C). De aquí so «des- 
prende que y =fÍ (zx, C) satisface a la ecuación (6), puestu que 


2 
d 
Gar (2) -.S 2012 5 + dy = 


2 
) ; ( 2) | | 
== a —= — 2a — e. 1127] =-2 0. 
| ol Py ES P, a y=Jfix, C) 


debido a que la expresión entre corchetes es igual a coro para todos 
los valores de x e y, y no sólo para y = f (x, C). 

Demostremos el segundo lema. Sea q (zx, y) = C una integral 
general de la ecuación (6). Demostremos que 


a q% + 2012PxPy + a =0 (7) 
para cualquier punto (2, y). Sea (zo, Yo) cierto punto dado. Si 
demostramos que cn éste se satisface la igualdad (7'), de aquí 
se seguirá, en virtud de ser (xo, yo) arbitrario, que la igualdad (7') 
es una identidad, y que la función q (x, y) es una solución de la 
ocuación (7). Tracemos por el punto (xp. Yo) una curva integral 
de la ecuación (6), haciendo q (25, Yo) = Cy y considerando la 
curva y = / (x, Co). Es evidente que yo = f (Xy, Co). Para todos 
los puntos de esta curva, tendremos: 


dyY' d 
ar (3) — 201 3, + 02= 


EY P 
—=lu,(—*) —2 (- 3 | 0 
[2 Es) de Py ns y==H(x, Co) 


Haciendo x = zo en la última igualdad, se obtiene: 


api (Lor Yo) + 2412Px (Zo, Yu) Py (Zo, Yo) + aq; (Zo. Yo) =0, 
que es lo que queríamos demostrar!). 


(8) 


1) La relación establecida entro las ecuaciones (5) y (6) es equivalente 
al conocido nexu (véase Stepánov, Curso de Ecuaciones Diferenciales, 1937, 
pág. 287; Smirnov, Curso de Matemáticas ron fac tomo J1, 1948, pág. 78) 
entro una ccuación lineal en derivadas parciales de primer orden y un sistema 
de ecuaciones diferonciales ordinarias. Esto punrdo comprobarse desarrollando 
el primer miembro de la ecuación (5) en forma de producto de dos oxpresioncs 
diferenciales líneales. 

(Vénse también L. Elsgoltz, Ecuaciones Diferenciales y Cálculo Variacional, 
Ed. MIR, 1969, págs. 248—251.) (N. de la Red.) 
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La ecuación (6) se llama ecuación característica para la etua- 
ción (1), y sus integrales, características. 

Haciendo E = q (x, y), donde q (2, y) = const es una intu- 
gral general de la ecuación (6), el coeficiente de usa se reduce a 
cero. Si y (z, y) = const es otra integral goneral de la ecuación (6), 
independiente de q (x, y), haciendo n = y (x, y) se anulará tam- 
bién el coeficiente de Un. 

La ecuación (6) se divide en dos ecuaciones: 


SETTá ETE ESO 
dy aj + V aia — Q11022 


or 9 

dr 21 (2) 
dy_ Aj — y aj — MU (10) 
dx Qs 


El signo de la expresión subradical determina el tipo de la ecua- 
ción 

AU yz “+ 2039 :y + Gaqlyy + F = 0. (1) 
Esta ecuación se llamará en el punto M ocuación de tipo 


htperbólico, si en el punto M al,—a, 22 > 0, 
elíptico, si en el punto M al¿—4,¡%a <0O, 
parabólico, si en el punto M al, — 441472 = 0). 


No es difícil convencerse de la validez de Ja relación 


Sí — 4 = (aña — 4y¡472) D*, D= E-Ny ca MxEy, 


de la cual se deduce la invuriancia del tipo de la ecuación bajo 
una transformación de las variables, pnosto que cl determinante 
funcional (jacobiano) D de la transformación de vuriables es 
diferente de cero. En distintos puntos de la región do determina- 
ción la ccuación puede pertenecer a tipos diferentes. 

Consideremos unu región G, en todos los puntos de la cual la 
ecuación tiene un mismo tipo. Por cada punto de la región G 
pasan dos características; además, para Jas ccuaciones de tipo 
hiperbólico las características son reales y distintas, para las 
ecuaciones de tipo elíptico, complejas y diferentes, y para Jas 
de tipo parabólico ambas características son reales y coinciden. 

Estudiemos cada caso por separado. 

1. Para la ecuación de tipo hiperbólico cs aj, — 4,1432 > U 
y los segundos miembros de las ecuaciones (9) y (10) son reales y 
diferentes. Sus integrales gencrales q (7, y) =C y Y (z. y) =C 


ñ 1) Esta terminología se ha adoptado de la teoría de las curvas «de segundo 
orden. 
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determinan familiag reales de características. Haciendo 

E=q(r, 1.1 =p (2. y), (11) 
reducimos la ecuación (4), después de dividir entre el coeficiente 
de Um, » Ja forma 


Uly =— D (E, n, u, Ug, Un), 
siendo 


o=- £. 


24, 


Esta es la amada forma canónica de las ecuaciones de tipo hiper- 
bólico?). A menudo se ntiliza la segunda forma canónica. 
Hagamos 


cs decir, 


donde a y f son nuevas variables. Entonces 


1 1 1 
Ur = 3 (Uy, + Up), y, = 3 (U, —Ug), Ugn = 7 (Un — Upp). 


Como resullado, la ecuación (4) toma la forma 
laa — Ugp = O, (O, = 40). 


1) Para que sea posible lu introducción de las nuevas variables E y y 
mediante las funciones q y y, hoy que demostrar la independencia de estas 
funciones; una condición sulicienta de esto es que cl determinante funcinnal 
poniente sea distinto de cero. Supongamos que el determinante fun- 
ciona 


Fr Vx 
Pu y 
se anula cn cierto punto AM. Entonces tiene lugar la proporcionalidad de las 
filas, es decir, 


Lx — La 
Ty Yy' 


lo cual us, sin embargo, imposible, puesto que 


Lx u27+ Vah — 811402 


y 
Py 431 
A PEIAÁAá]á]> 
Ye _t— Val 2,12 
Vr 811 


(42 — 11423 > 0) 


(aquí consideramos que a; +0, Jo cual no limita la generalidad). Con 
esto queda establecida la independencia de las funciones q y y. 


$ 1 CLASIFICACIÓN DE LAS ECUACIONES 23 


2. Para las ecuaciones de tipo parabólico, aj, — 211434 = 0, 
las ecuaciones (9) y (10) coinciden, y obtenemos una integral 
general de la ecuación (6): p (z, y) = const. Hagamos en oste caso 


E= (xr y) y n= 1, y), 
siendo y (z, y) una función cualquiera, independiento de q. Bajo 
esta elección de las variablos, ol coeficiente aj, será 


dy = aut: + 24126,E, + aby = (y Ar Ex + Y AyaEy)” =0, 
puesto que aj = Y ajsY az; de aquí se siguo que 


812 = 411É.9x: + 212 (EN, + E19.) + Ca EyMy = 
= (Vas Ex + Vasty) (Va: + Vaeny) =0. 


Luego de dividir la ecuación (4) entre o) cocficienle de unn, $e 
obtione la forma canónica para la ecuación de tipo parabólico: 


P 
nn = O (5, YT, Z, Ue, Un) (o- =5). 


Si ug no figura en el segundo miembro, ésta será unn ecuación 
diferencial ordinaria, que depende de É en calidad de parámetro, 
3. Para la ecuación de tipo elíplico es ad, — 011422 0, 
y los segundos miembros de Jas ecuaciones (9) y (10) son comple- 
jos. Mea 
(ix p)=C 
una integral compleja de la ecuación (9). Entonces 


p* (x, y) = Co Ñ 


donde q* es la función conjugada con q, será una integral goneral 
de la ecuación conjugafla (10). Pascrnos a variables complejas, 
haciendo 

¿=Q (1, N.n = 0? (z, y). 


Entonces la ecuación de tipo elíplico $0 reduce a la misma forma 
que la hiperbólica. 

Para no tratar con varinblegs complejas, introduzcamos nue- 
vas variables a y f, iguales a 


2 ” 21 


de modo que 


E=0a+ 4,9 = a — if. 
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In este caso, 


ant + 2a128xE, + ant, = 
= (aa + 2412 ¿Ay + A) == (a Bz + 2412P.8B, + amy) + 
+ 21 (4,14:8x + 412 (2:By + 24 x) + 2220%yBy) = 0. 
es decir, 
41 =(Un y aj =0. 
La ecuación (4), después de dividir entre el coeficiente de az, 
toma la forma!) 


Una $- Ugg = 0 (a, B, u, Un, Up) (0-2). 
Qo2 


De esta manera, según el signo de la expresión aj, — 211422, 
tienen lugar las siguientes formas canónicas de la ecuación (1): 
Aia — Qid22 > 0 (tipo hiperbólico) uz: — Uyy =D, o bien 

Ury = D, 
Aia — Gata < O (tipo elíptico) Uxz + Uyy = O, 
at, — QyjsQz2 = 0 (tipo purabólico) xa = D. 


2. Clasificación de las ecuaciones de segundo orden con varias 
varlables independientes. Consideremos la ecuación lineal con 
coeficientes reales 


PY 2, 01 Uzjx) + 2 bu, +4ou+f= 0 (a¡,¡=4j), (12) 


donde a, b, ec, f son funciones de 2Zj, %z, - . ., fp. Introduzcamos 
nuevas variables independientes Er, haciendo 


Ea = Ea (21, Z2 +... En) (4=1, 2, ..., n). 
Entonces 


n 
Ue = y UE O ir, 
Ah==1 


n n n 
Usa] ez 2 Ur Am + 2 Un (End px ys 


1) Tal transformación os licita sólo on cl caso en que los coeficientes 
do la ecuación (1) sean funciones analiticas. Efectivamente, si al, — aj4432 <= 
< 0, los segundos miembros de lay ecuaciones (9) y (10) son complejos y, 

or consiguiente, la función y debe tener valores coruplejos. Sólo se puede 

ablar de las solucvionos do estas ecuaciones en el caso en que los cocficientes 
aia (x, y) estén determinados para valorcs complejos de y. Al reducir una 
ecuación de tipo elíptico a 8u forma canónica, nos limitaremos al cago en que 
los coeficientes son analíticos. 


$ 1. CLASIVICACIÓN DE LAS FECUACIONMS 25 


siendo 


Sustituyendo las expresiones para las derivadas en la ecuación 
inicial, se obtiene: 


n n rn 
py 2 a, + 2 by 165, + cu +f=0, 


siendo 


n rn 
la = A PA EUZMD 


ba = 2 bir + >) pz Qi; (5x)x,x," 


Consideremos la forma cuadrática 


” n 
ww] or,0 13 
2 »> uyy (13) 


cuyos coeficientes son iguales a los coeficientes a; de la ecuación 
inicial en cierto punto Mo (zx?, ..., 2%). Efectuando sobre las 
variables y la transformación incal 


n 
Y 
= a ; 
Yi ¿2 ¿ala 


se obtiene, para la formu cuadrática, la nueva expresión 


n n 
> y ax Mao, 
hara 
donde 


n rn 
a = ALTA Rito 
di 2 Y Jl 
De este modo, los coeficientes de la parte principal de la ecuación 
varían en forma análoga a los coeficientes de una forma cuadrá- 
tica bajo una transformación lincal. 
Como es sabido, escogiendo una transformación lineal adecuada 
se puede reducir la matriz (af) de la forma cuadrática a su lorma 
diagonal, on la cual 


[a.,[=1, 6 bien 0; 
a,=0 (ij i=1, 2,..., a). 
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De acuerda con la ley de inercia, el número do cooficientes positi- 
vos, negativos y nulos 4%, en la expresión canónica de la forma 
cuadrática cs invariante con respecto a una transformación lineal. 

Jlamemos a la ecuación (12) en el punto M4, ecuación de Lipo 
elíptico, si todos los n coeficientes «f; son de un mismo signo; de 
tipo hiperbólico (o hiperbólico normal), si n — 1 coeficientes dl, 
poscen ce) mismo signo, y un coeficiento, el signo opuesto; de tipo 
ultrahiperbólico, si entre los af; hay m cocficiontes de un signo y 
n — m del signo opuesto (m, 1n — m>> 1); de tipo parabólico, 
si por lo menos uno de Jos cueficientes ai; es igual a coro. 

Escogicndo nuevas variables independientes ¿, de forma quo 
en cl punlo Af, sea 

Ai = a = Zin, 
Zi 


dondo af, son log coeficientes de Ja transformación que reduce 
la forma cuadrática (13) a su forma canónica (por ejemplo, ha- 


ciendo Eh = > a? 2,), obtenemos que en el punto 4, la ecunción 
se reduce, según el tipo, n una de las formas canónicas siguientes: 


Uex Free Eo FUrnrn HO=0 (tipo elíptico), 


Uz e, = Y Ugo] FO (tipo hiperbólico), 
m2 
2 Unir, = mA Uvm, + D (m>1. n—m>lÍ) 
(tipo ultrahiperbólico), 
Y (El) +0=0 (m>>0) (tipo parabólico). 
(at 


No nos deteudremos aquí a hacer una división más detallada de 
las ecuaciones de tipo parabólico en ecuaciones elíptico-parahóli- 
cas, hiperbólico-parabólicas, ote. 

De esta manera, si la ecuación (12) pertenece a cierto tipo en 
un punto M, se la puede reducir, en este punto, a la forma canó- 
nica correspondiente. 

Consideremos con más detalle el problema sobre si se puede 
reducir una ecuación a su forma canónica en cierto entorno del 
punto MM, si en todos los puntos de dicho entorno la ccuación per- 
tenece a un mismo tipo. 

Para reducir una ecuación en cierta región a su forma canó- 
nica habría que someter las funciones E; (%1, La, + - .,» %n) (¿= 
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= 1,2,..., n)alas relaciones diferenciales da, = O, para k + 1. 


o na: » rn n— 1 
E) número de estas condiciones, igual a nn , SUpera a rn —el 


número de funciones £ a determinar— paran > 3, Para n = 3 
los elementos no diagonales de la matriz (4,1) se podrían, en genc- 
ral, reducir a cero, pero entonces los elementos diagonales pueden 
resullar distintos. 

Por consiguiente, para n > 3 la ecuación no se puede reducir 
a la forma canónica en un entorno dol punto M. Para n = 2, se 
puede anular el único coeficiente no diagonal y satisfacer a la 
condición de igualdad de los dos coeficientes diagonales, lo cual, 
precisamonte, fue hocho en cl p. 1. 

Si los coeficientes de la ecuación (12) son constantes, al redu- 
cir (12) a su forma canónica en un punto M, obtenemos una ecua- 
ción reducida a la forma canónica en toda la región de definición 
de la ecuación. 


3. Formas canónicas de las ccuaciones lineales con coeficientes 
constantes. En cel caso do dos variables independientes, la ecuación 
lineal de segundo orden con coeficientos constantes tiene la forma 


CrUlax + 24324 xy T 4224 y y + by Lx + DaUy A cu f (x, y) =0. (14) 
A ésta le corresponde una ecuación característica con cocficientos 
constantes. Por esto, Jas características serán las lineas rectas 
V 2 2/3 
Uy + V 012 — 4,1022 Ay — V dí — 411%o2 
AAA ZE HO, Y == E 4 CC 


Ayy Gi 


Modiante la transformación correspondiente de variables, la ecua- 
ción (14) se reduce a una de las formas canónicas: 

Uzz + Unn + dy; -l- ban + cu + $ = 0 (tipo clíptico), (15) 
Un + byuz + bzu, + cu 4-f =0, 


o bien (tipo hiperbólico), (16) 
Ugg — Unn + d1U5-+ dquy +ceu +f=0 
83 + byuz + baun + cu + f=0 (tipo parabólico). (17) 


Para simplificaciones ulteriores, intruduzcamos en lugar de u 
una nueva función vu: 


AE+HUN 


u=e D, 


donde A y y son constantes por ahora indcterminadus. Entonces 


uy =e* "Mo + 4D), 


Uy=e UV o, + po), 
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== (0 4 240 + 000), 
lg = E (va, +20 + 05 + 4100), 
Un = pe (Pon + 240, + p%0). 
Sustituyendo las expresiones para las derivadas en la ccuaciór 
(15) y simplificando luego por e+en, ge obtiene: 
Ve + Unp + (01 + 24) 0 + (62 + 24) Un + 
+H(A? + p2 + by4 + ba + ce) + f =0 


Iscojamos los parámetros A y p de forma que dos coeficientes, 


por ejemplo, los de las derivadas primeras, se anulen (2 = — Z: 
p=— z). Como resultado, se obtiene: 


Des E Enn + ye + f, =0, 


siendo y una constanle que se expresa a partir de c, b, y ba, f1 = 
= fe (M+uw, Efectuando operaciones análogas también para los 
casos (16) y (17), obtenemos las siguientes formas canónicas para 
las ecuaciones con cocficientes constantes: 


Vgg + 05 + yu+f =0 (tipo elíptico), 


Den + 04 0, 

o bien (tipo hiperbólico). 
Ve — Uy e Yo + f, = 0 

Dg + bay 4f= (tipo parabólico). 


Como fue indicado en el p. 2, la ecuación con coeficientes constan- 
tes en el caso de varias variables independientes 


rn n n 
2) 2 Aix 3 > biz, + cu 4- f=0 
jm] fo 4 ¡=1 


se reduce, mediante una transformación lineal de las variables, 
a su forma canónica simultáneamente para todos los puntos de su 
región de definición. Introduciendo en lugar de la función «u la 
función yv 


U= perro PAra + .. + 


y escogiendo las 4; de forma adecuada, podemos simplificar más 
la ecuación, lo que nos da formas canónicas similares al caso 
n =d. 


$5 1. CLASIFICACION DE LAS ECUACIONIS 
EJERCICIOS DEL CAPITULO | 


f. Hallar las regiones en que la ecuación 
gx + YU yy =0 


es hiporbólica, elíptica M parabólica, y reducirla a su forma canónica 
en la región en que cs hiperbólica. 


2. Reducir a su forja Canónica las ecuaciones: 


2) Usx + ZYU yy =0. 

b) YJUtxx— ZU yy + x + Yyuy 20. 

0) PXUgx + 2eX VU gy 4: eYu y =0. 

d) Uxx + (141)? uy =0. 

0) ZUyry +2 V ry Ux y + YU yy — Ux =0. 

£) (2— Y) Uex + (2y —y 4 — 74 Y) Uzy =0. 

£) Y Uzz —%uy y +4 ux— 0, 

h) sen? yu yz — uy y + du — hu ==0, 

1) Uxx + 2Ugy + 48 yyy + 2ux + 3uy =0. 

3. Reducir a su forma canónica y simplificar Jo más que se 
pueda la ecuación 

Qlxx + 22 xy Fabyy+ buz+ cuy -pu= 0. 


4. Introduciendo la función v=uePFuv y escogiendo de forma 
apropiada los parámetros A y p, simplificar las siguientes ecuacio- 
nes con cocficientos constantes: 


a) zz —- Uy y + Qu + Puy -|- pu =0. 
1 

b) Uxy = “í uy -|= au -- pux. 
1 

€) xx — y Uyy =04x +- Pu, E ya. 


d) Uxy =%uz-- Puy. 


CAPITULO II 


ECUACIONES DE TIPO 
HIPERBOLICO 


Las ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden de 
tipo hiperbólico se encuentran con mayor frecuencia en log pro- 
blemas físicos relacionados con procesos oscilatorios. La ecua- 
ción más simple de tipo hiperbólico 


es llamada comúnmente ecuación de las oscilaciones de una cuerda. 
Icn el presente capítulo, así como también en los siguientes, nos 
limitaremos al estudio de la clase de las ecuaciones lineales. 


$ 1. PROBLEMAS SIMPLES QUE SE REDUCEN 
A ECUACIONES DE TIPO HIPERBOLICO. PLANTEAMIENTO 
DE LOS PROBLEMAS DE CONTORNO 


1. Ecuación de las oscilaciones transversales pequeñas de una 
cuerda. Cada punto de una cuerda de longitud 1 puede ser caracle- 
rizado por el valor de su abscisa zx. La descripción del proceso de 
oscilación de una cuerda puede efectuarse dando la posición de 
los puntos de la cuerda en distintos momentos de tiempo. Para 
determinar la posición de la cuerda en el momento de tiempo f£, 
es suficiente dar las componentes del vector del desplazamiento 
(us E t), us (z, €), 7 (x, ()) del punto z en el momento £. 

ngideraremos el problema más sencillo sobre las oscilaciones 
de una cuerda. Supondremos que los desplazamientos de la cuerda 
se hallan en un mismo plano zx, u y que el vector del desplazamien- 
to u es perpendicular en cualquier momento al eje x; entonces, 
el proceso oscilatorio se puede describir mediante una sola fun- 
ción u (zx, t), que caracteriza el desplazamiento vertical de la 
cuerda. Consideraremos a la cuerda como un hilo elástico flexible. 
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PA Fig. 1 


Er Lo ¿ 


La expresión matemática dol concepto de flexibilidad reside en 
que las tensiones que surgen en la cuerda están dirigidas siempre 
por la taugente a su perfil instantáneo (fig. 1). Esta condición 
exprosa el hecho do que la cuerda no se resiste a la flexión. 

La magnitud de Ja tensión que surge en la cuerda como con- 
secuencia de la elasticidad, puede ser calculada por la loy de Hoo- 
ket). Covsideraremos pequeñas oscilaciones de la cuerda y despre- 
ciaremos el cuadrado de u, con respecto a la unidad. 

Calculemos, aplicando esta condición, cl alargarniento a que 
se somete un segmento de la cuorda (71, 12). La longitud de este 
segmento es igual a 


S = j Vir Ydi=zr—a =8. 


De este modo, en los límites de la exactitud que homos convenido 
en el proceso oscilatorio no hay ningún alargamiento de los seg- 
mentos de cuerda; de aquí, y en baso a la ley de Hooke, so deduce 
que la magouitud de la tensión 7 en cada punto no varía con el 
tiempo. Demostremos Lambjién que la tensión no depende tampo- 
co de z, es decir, que 

T (1) = Po = const. 


Hallemos las proyecciones de la tensión sobre los ejes x y u (desig- 
némoslas por 7, y T.): 
T 
T, (23) = T (2) cos a = ——— 
A Vi+ (u.)* 
T, (1) = T (2) sen a = T (2) ig a = T (2) uz, 


siendo « el ángulo de la tangente a la curva u (z, t) con el eje z. 
Sobre el segmento (x1, x2) actúan fuerzas de tensión, fuerzas exter- 
nas y fuerzas de inercia. La suma de las proyecciunes de todas las 
fuerzas sobre el ejo x debe ser igual a cero (se consideran sólo las 


1) Véaso S. P. Strelkov, «Mecánica», ed. «Nuuka», 1963, 


= T(z), 
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oscilaciones transversales). Como las fuerzas de inercia y las exter- 
nas están dirigidas, por hipótesis, a lo largo del eje u, tendremos 


Ta (12) — Ty, (11) = 0, o bien T (71) = 7 (22). (1) 


De aquí se deduce, en virtud do ser xr, y 2 puntos arbitrarios, que 
la tensión no depende de z, es decir, que para todos los valores de 
r y de £ 

T (1) = To. (2) 


Pasemos, lucgo de estas observaciones preliminares, a la deduc- 
ción de la ecuación «de las oscilaciones transversales de una cuer- 
da. Apliquemos la segunda ley de Newton. La componente de la 
cantidad de movimiento del segmento de cuerda (x,, 22) sobre 
ol eje u os igual a 


Vu tE, 0 (E de. 


x 


donde p es la densidad lineal de la cuerda. Igualemos la variación 
de la cantidad de movimiento en el intervalo de tiempo At = 
= ta => ta 


xa 

$ p (E) [u, (E, 12) —ur (E, t1)] de 
al impulso de Jas fuerzas que actúan, formadas por la tensión 
Totzlx=oa — Tolz |x=x, en los puntos zx, y xy y por la fuerza 
externa, que consideraremos distribuida continuamente con den- 
sidad (carga) F (z, 1), calculada on la unidad de longitud. Como 
resultado se obtiene la ecuación «do las oscilaciones transversalos 
de un olemento de la cuerda en forma integral: 


$ (u, (E, t2) —us (E, t)]p (E) dE = 


"F(E datar. (3) 


ta Xo 

= ) To PA (Za, T) E UU (z,, v)] di + ¡ 

1 Y 

Para pasar a la ecuación diferencial, supongamos que existen las 
derivadas segundas continuas de u (x, t)'). Entoncos la fórmula (3), 


1) Al hacer la suposición de que ln función tieno derivadas segundas, 
de hecho convenimos en considerar eólo funciones que posean dicha len 
De qcste modo, una hipótesis de este tipo está relacionada con una limitación 
do la clase de fonómenos físicos estudiados, y no contieno en sí la afirmación 
de que no existen funciones que satisfagan a la ecuación integral de las oscila- 
ciones y que no tengan derivadas segundas. Tales funciones existen y poseen: 
gran o el punto de vista práctico, Para más dotallos, véase el 
p- e : 
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después de aplicar dos veces el teorema del valor medio, toma la 
forma 


Us (E%, 1%) p (8%) At Az = (To les (5E**, 1%] + 


F lid geo), At Az, 
donde 


ES, ELE, EXPE E (2, 22), y £%, 2%, 9% E (A, to). 


Simplificando entre Ax At y pasando al límite cuando x2 — 21, 
to >—t,, se obtiene la ecuación diferencial de las oscilaciones 
transversales de la cuerda 


T yuxx = pu — F (x, t). (4) 


Si la densidad es constante, p = const, esta ecuación se escribe 
comúnmente en la forma 


UU = An, + f (r, t) € == Lo) , (5) 
donda 


iba E (r.0) (6) 


es la densidad de la fuerza con respecto :1 la unidad de masa. Si no 
hay fuerzas externas, se obtiene la ecuación homogénea 


ly =- Ane, 
o bicn 
Uxz — Uyy =0 (y = al), 
gue describe las oscilaciones libres de una cuerda. sta ecuación 
es el cjempJo más sencillo de una ecuación de tipo hiíperbólico. 


Si en e) punto zo(7, < Zo < x2) está aplicada una fuerza concon- 
trada fo (t) (fig. 2), la ecuación (3) se escribe así: 


Ma 0 
p (E) lu, (E, 1) —u, (E, 9] dz — $ $ HE- DAA 


la ¡ 
= í To[u.¿ (22, 7) —ux(x,, 1)] dt + Ut (7) dr. 
A ty 


Como las velocidades de los puntos de la cuerda están acotadas, 
para Ly > Zo y Lo —> Ko Ins integrales del primer miembro de esta 
igualdad tienden a cero, y la igualdad (3) toma la forma 
ta da 
$ Tole, (70 +0, 0 — Us (7 0, DJér=— folder. (7) 
' t, 
3- 10653 
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u 
folt) 
Fig. 2 


T 
Ty £ 


Aplicando cl teorema del valor medio, simplificando ambos miem- 
bros de Ja igualdad por Al y pasando al límite cuando tf, —» £,, 
so obtiene: 


uz (a, 9 =— pro (0. 


De aquí se ve que en el punto de aplicación de la fuerza concen- 
trada, las derivadas primeras «on discontinuas, y la ecuación di- 
feroncial pierde el sentido. En este punto doben cumplirse las dos 
condiciones de conjunción 


u (Ty +0, £) =14 (2, —0, £), l 


Ult, + 0. 1) — ue. (y — 0, t)=— sho (0). (8) 
0 


la primera de las cualos expresa la continuidad de la cuerda, y la 
sogunda determina la magnitud de la «quebradura» de la cuerda 
on el punto zo, que depende de fo (t) y de la tensión To. 


2. Ecuación de las oscilaciones longitudinales de las barras 
y las cuerdas. Las ecuaciones de las oscilaciones Jongiludinales 
de una cuerda, una barra y un resorte se escriben de la misma for- 
ma. Consideremos una barra, situada en el sogmento (0, 7 del 
eje x. El proceso de las oscilaciones longitudinales puede ser 
descrito por una sola función u (ax, f), que es el desplazamiento, 
en el momento +, del punto quo tiene la absciga x en la posición 
de equilibrio*). En las osciluciones lougitudinales, dicho dexpla- 


1) La vacinble geomótrica x escogida aquí so llama variable de Lagrange. 
En las variables de Lagrango cada punlo físico de la barra so caracteriza 
durante todo el proceso por una misma coordenada geométrica x. El punto 
físico que ocupaba on el mómonto inicial (un el estado de equilibrio) la 
posición .7, se halla eu cualquirr momouto ulterior £ en el punto coa 
coordonada X = x + 112, £). Si fijamos ciertu punto gevumélrico A con 
coordenada X, on distintos momentos de tiempo on este punto se hallarán 
distintos puntos físicos (con distintas coordenadas de Lagrange zx) Frucuen- 
temente se utilizan también las variables de Vuler X, £, dondo X eg la coor- 
denada geométrica. Sí U (X, £) es el desplazamiento de un punto can cuorde- 
nada de Enlor X, su coordouvada de Lagrange será 

z= X — U(X, 0. 

En el p. O se cita un ejemplo de aplicación de las coordenadas de Euler. 
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zamiebto tiene lugar a lo largo de la barra. Al deducir la ecua- 
ción, supondremos que las tensiones que surgen en el proceso osci- 
latorio se someten a Ja ley de Hooke. 

Calculemos el alargamiento relativo del elemento (x, z + Az) 
en 01 momento t. Las coordenadas de los extremos de esto elemen- 
to en el momenlo ¿ tienen los valores 


z+u (xr, + Az + u(z + Az, 1), 
y el alargamiento relativo es igual a 


[Az + u(zx+ Az, t) —u(z, 9] — Ax 


a =Uux(r+0Az, ) (0<09< Í). 
a 

Pasando al límite cuando Az —> 0, se obtiene que el alargá- 
miento rolativo en el punto z se determina medianile la función 
Ue (x, 1). En virtud de la ley de Hooke, la tensión T (x, t) cs igual a 


T (x=, ) = k (2) u, (2, t), (9) 


siendo fe (x) el módulo de Young en el punto z (k (1) > 0). 
Aplicando el teorema de la variación de la cantidad de movi- 
miento, oblenemos la ecuación integral de Ins oscilaciones: 


$ (12, (E, 2) —u, (E, 1)]p (E) dE = 


Xi; 


= Úlbirpus le, 1 —kla)us (e mlar+ SSP mabar, (10) 


xt, 


donde F (x, 1) es la densidad de la fuerza externa, calculada en 
la unidad de longitud. 

Supongamos que existen las derivadas segundas continuas de 
la función u (xr, £t). Aplicando el teorema del valor medio y efcc- 
tuando el paso al límite?) cuando Ax = 7, —2¡>0 y Al = 
= fa — ty > 0, obtenemos la ecuación «liforencial de las oscila- 
ciones longitudinales de una barra?) 


l/ (2) u.), = pun — F (x, 1). (14) 


') En lo sucesivo omitiremos los detalles relacionados con los pasos 
al límite, los cuales fueron estudiados al deducir la cenación de las oscilaciones 
transversales de una cuerda. 

2) La condición de pequeñez de Jas oscilaciones está ligada en este caso 
sólo can los límitos de aplicación de la ley de Honke. En el caso general 
es 7 =k(7, 4.) ,, y Se Uega un la ecuación cunsilineal 


[£ (íT, u, ) us Ll, = Puy — Fx, (). 
ge 
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Si la barra cs homogéuea (% (7) = const, p = const), esta ccua- 
ción se escribe en la forina siguiente: 


2 =4u,, + f(x, 1) (== 2) (12) 
donde 


Fiz, 6 


f(x, D= (13) 


es la densidad de la fuerza con respecto a la unidad de masa. 


3. Energía de las oscilaciones de una cuerda. Hallomos la 
expresión de Ja energía de las oscilaciones transversales de una 
cuerda, E =XK + U, donde K es la energía cinética y U, la 
potencial. 1l elemento de cuerda dr, que se mueve con velocidad 
v = 4, posee la energía cinética 


2: mu = E p (2) dr (u)? (m= pda). 


2 2 


La energía cinélica de toda la cnerda cs igual a 
i 
K=> A (14) 
o 


La energía potencial de las oscilaciones transversales de una 
cuerda que tiene, para £ = ty. la forma u (x, to) = Un (1), es igual 
al trabajo que es necesario efectuar para que la cuerda pase de la 
posición de equilibrio a la posición uy (1). Supongamos que la 
función u (x, t) da el perfil de la cuerda en el momento t£, siendo, 
además, 


uv (x, 0) =0, u (x, to) = us (z). 
El elemento dx, bajo la acción de la resultante de las fuerzas de 


tensión ye — T a TUzx dr, recorre un camino 
dz x+Hdx Ox |: 

ty (7, t) dt durante el liempo dt. El trabajo efectuado por toda la 

cuerda durante el tienpo di es jgual a 


1 ¡ í | 
4$ T yt Uy dx| dt = VIETETA ines $ Z gl t xs dx] dl = 
u 0 


tod 
== Le ) To (uy dx + T yu ¿Uy :) dt, 
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Integrando respecto a t desde O hasta Zo, oblenemos: 


1 t to 
—3 | 70) del ie 4 $ Toti [o de = 


11 t 
==> ) To[ux (zx, tp) da + $ Toe E dt. 
2 0 


No es difícil esclarecer cl sentido dol último sumando del se- 
gundo miembro de esla igualdad. En efecto, Toy | xy es la mag- 
nitud de la teusión en el extremo de la cuerda z = 0; us, (0, £) de 
es el desplazamiento de dicho extremo, y la integral 


t 
f Tots lso dl (15) 


os el trabajo que hay que gastar en el desplazamiento «del extremo 
zx =0. El sumando correspondiente a xr = 1 tiene un sentido 
análogo. Sí los extremos de la cuerda están fijos, el trabajo en 
dichos extremos será ignal a cero (en este caso u(0, t) = 0, 
u, (0, £) = 0). Jim consecuencia, al desplazar una cuerda con 
extremos fijos de la posición de equilibrio u =UÚ a la posición 
uy (x) el trabajo no depende de la forma en que la cuerda se Meva 
a esla posición, y es igual a 


s ! 
— 3 TolutoP dz, (16) 


que es la energía potencial de la cuerda en el momento £ == to, 
con signo opuesto. De esta manera, la encryía total dle la cuerda 
es igual a 


1 
E 5 ) [To(uy* + plo) (uy?) dz. (17) 


En forma completamente análoga se puede obtener la ex presión de 
la energía polencial de las oscilaciones longitudinales de una ba- 
rra. Por otra parte, ésta se*rpuede obtener también partiendo de la 
fórmula de la energía potencial de una barra elástica 


2 
u=X21j 12) lo. 
2 lo 


donde 1, es la Jongitud inicial de la barra, y !, la Jongitud [inal. 
De aquí so deduce directamente que 

t 

U= $ k (uy dz. 


an 
2 
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4. Deducción de la ecuación de las oscilaciones cléctricas en los 
cables. Til paso de la corriente eléctrica por un cable con pará- 
metros distribuidos se caracteriza por la intensidad de la corrien- 
te l y por la tensión v, que son funciones de la posición de) punto 
x y del tiempo £. Aplicando Ja ley de Ohm a un segmento de lon- 
gitud dx, so puede escribir que la caída de tensión en el elemento 
do cable dx es igual a la suma de las fuerzas electromotrices: 


—v, dx = iR dx + ¡L dx, (18) 


en donde /? y L son la resistencia y cl coeficiente de autoinduc- 
ción, calculados para la unidad de lovgitud. 

La cantidad de electricidad que pasa por el elemento de cablo 
dx durante el tiempo de, 


li (zx, £) — ¿(2 4 dz, t)| de = —1, dí di, (19) 


es igual a la suma de la cantidad do electricidad necesaria para 
cargar el elemento dx y la cantidad quo se pierde como tonse- 
cuencia de la imperfección de la aislación: 


C lv (7, 1 4- de) —u(z, t)| de 4- Gdz-vdi = 
= (Cv; + Gu) dx de, (20) 


donde C y G sou los coeficientes de capacidad y de pérdida, cal- 
culados para la unidad de longitud; además, se considera que la 
magnitud de las pérdidas es proporcional a la tensión en el punto 
considerado del cable. 

De las fórmulas (18), (19) y (20) se obtiene el sistema 


it, + Cv, +Guv=0, ) 
Us + El, + Ri O, (21) 


llamado sistema de ecuaciones telegráficas). 

Para obtener una sola ecuación, que permita determinar la 
función ¿, derivemos la primera igualdad de (21) respecto a zx, 
la segunda respecto a £, multiplicándola además por C. Efectuando 
la resta, bajo la hipótesis de que los coeficientes permanecen cons- 
tantes, hallamos: 


Ls + Gu, — CE, — CR, = 0. 


Sustituyendo v, por su valor, dado por la segunda ecuación de 
(21), obtenemos la ecuación para la intensidad de la corriente: 


xs = CLip + (CR + GD i; + GRI. (22) 
1) Estas ocuaciones son aproximadas dentro do los línuites de la teoría 


del campo electromagnético, puestu que nn consideran las oscilaciones electro- 
magnéticas en ol medio que rodea ul cable. 
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Análoga forma tiene la ccuación para la tensión: 
Dex = CL + (CR + GL) uv + Gu. (23) 


La ecuación (22) ó6 (23) se llama ecuación telegráfica. Si se 
pueden despreciar las pérdidus a través de la aislación y si la re- 
sistencia es muy pequeña (G <= R 2 0), obtenemos la conocida 
ecuación dle las oscilaciones 


EN 
Dj, = av. € = V_) . (24) 


5. Osecilaciones transversales de una membrana. Se llama 
membrana a una película plana, que no ofrece resistencia a la 
Hexión y al desplazamiento. Consideremos una membrana exten- 
dida sobro un contorno plano C. Estudiaremos las oscilaciones 
transversales de la membrana, cn las cuales el desplazamiento es 
perpendicular al plano de la membrana. 

Sea ds un elomento de arco de cierto contorno, tomado en la 
superficie de la membrana, que pausa por el punto M (zx, y). Sobre 
este elemento actúa una tensión igual a T ds. El vector 7", como 
consccuencia de no haber resistencia a la flexión y al dosplaza- 
miento, $e encuentra en el plano tangente a la superficie momen- 
tánea de la membrana, y es perpendicular al elemento ds. Se puede 
demostrar que la ausencia «de resistoncia al desplazamiento impli- 
ca que la magnitud de la tonsión no doponde de la dirección del 
elemento ds, de modo que el vector de tonsión 7' = 7" (x, y, 2) 
cs función de x, y y £. Estas propiedades del vector 4" son la ox pre- 
sión matemáfica de la ausencin de resistencia u la flexión y al 
desplazamiento. 

Estudiaremos Jas pequeñas oscilaciones de la membrana, dos- 
preciando el cuadrado de las derivadas primeras U4x, y Uy, donde 
la función u (x, y, t) determina Ja forma de la membraña on el 
momento de tiempo t. De esta hipótesis se deduce de inmediato 
que T, (%, y, £), la proyección de la tensión en el plano (zx, y), 
es igual al valor absoluto de la tensión. En efecto, en cualquior 
orientación del arco de, el ángulo y” entre el vector T y el plano 
(x, y) no Supera al ángulo y, formado por la normal a la superficie 
de la membrana cn cel punto (x, y) con el eje z. Por esto 


cos y” A DA 1, 
Vi4+ 0 +u 


es decir, cos y” == 1, y 
Tr(í(z, y, 2, 1) = T cos y” es T (zx, y, 2, 1). (25) 


56 CAP. Il ECUACIONES DE TIPO JNPERBOLICO 


Tomemos en la superficie de la membrana un elemento de super- 
ficic, cuya proyección en el cje (+, y) sea el rectángulo ABCD 
con lados paralelos a los ejes de courdenadas (fig. 3). Sobre esto 
elemento actúa una fuerza de tensión, igual a 


rT= $ Tas. (265) 


AUVCD 


En virtud de la ausencia de desplazamiento a lo largo de los ejes 
x e y, las proyecciones de T'* sobre este ejo son iguales a ccro: 


C D 
Ph ] Ta, y, t) dy — ! T (24, y, t) dy = 


y 
=V (Te, y, 2) — TP (zx. y, 1)) dy =0. 


Análogamente 
Ya 
T¡=| (T(z, ya, ) —T lx, ya 1)) de=0. 
Xy 


Aplicando el teorema del valor medio y teniendo en cuenta la 
arbitrariedad en la elección del elemento ABCD, obtenemos: 


P(x, Ys» h= T (z, Ya, t), ) (27) 
T (2, Y, t) = T (zz, Y, 1), 
es decir, la tensión 7 no cambia al variar x e y y puede depender 
Sólo de 1. 
La superficie de cualquier clemento de la membrana en el 
momenlo de tiempo £ es igual, en nuestra aproximación, a 


¡LV ardy=$fdrdy. (28) 


cos y 
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Por consiguienle, en el proceso de las oscilaciones no hay alar- 
gamientos, de donde se deduce, en virtud de la ley de Hooke, la 
indepondencia de las tensiones con respecto al tiempo. De este 
modo, hemos demostrado que la tensión no depende de las va- 
rinbles zx, y y 1: 


T (x, y, £) = const = To. (29) 


Pasemos a la deducción de la ecuación de las oscilaciones de la 
membrana. Ápliquemos el teorema del incremento de la cantidad 
de movimiento. Sea S, la proyección de cierto trozo de la membra- 
na sobro el plano (z, y), y Ca, la frontera de S,. Igualando la va- 
riación de la cantidad de movimiento al impulso de las componen- 
tes verticales de las fuerzas de tensión y de las fuerzas externas 
con densidad f (zx, y, £), obtenemos la ecuación de las oscilaciones 
de la membrana en forma integral: 


y [u, (z, y, to) —u (x, y, t )]p(x, y) dr dy = 


ta du 1 | 
== $ 5 To ds dt+ $ gl idedydt, (30) 


donde p (zx, y) es la densidad superficial de la membrana, y 
T(<, y, €), la densidad de la fuerza externa (en la unidad de super- 
ficie). 

Para pasar a la ecuación diferencial, supongamos que la fun- 
ción U (x, y, t) posee derivadas segundas conlinuas. La integral 
de contorno se transforma, mediante el teorema de Ostrogradski!), 
en una de superficie: 


, 
4 qn te $ (ss + 1) de dy, 


a consecuencia de lo cual la ecuación integral de las oscilaciones 
se reduce a la forma 


t 
$ SS (021 — Tolttzs + gn) —1 (2, y, 1) de dy de 00. 


Aplicando el tcorema «del valor medio, y teniendo en cuenta la 
arbitrariedad on la elección de S, y del segmento de tiempo (£j, 
t2). concluimos que la expresión enlro llaves es idénticamente 
nula. Así llegamos a la ecuación diferencial de las oscilaciones de 
una membrana: 


pur = To (Uex + Uyy) + F (zx, y, 1). (31) 


lt) Véaso V. 1. Smirnov, Curso de Matemáticas Superiores, t. TV, 1948, 
ps. 190; B. M. Budak, S. V. Fomín, /ntrgrales Múltiples y Series, cd. ¿Naukas, 
3. 
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Para una membrana homogénea, la ecuación de las oscilaciones 
puede escribirse en la forma 


Uy = a* (Usrx + Uyy) +- Í (x, Y, t) («- Lo) ' (32) 


donde f(x, y, t) es la densidad de la fuerza, calculada para la 
unidad do masa de la membrana. 


6. Ecuaciones de la hidrodinámica y do la acústica. Para caracte- 
rizar el inovimiento de un líquido, se utilizan las funciones 
DVD, (1, Y, Z, 1), Va (2, Y, 2, 0), Ly (7, y, Z, 1), que son las componen- 
tos del vector velocidad + en el punto (7, y, z) en cl momento £ 
(variables de Euler). La densidad p(r, y, z, €), la presión 
P(z, y, 2, €) y la densidad de las fuerzas oxternas FF" (x, y, 2, t) 
(si éstas existen), calculada para la unidad de musa, son Lambién 
magnitudos que caracterizan el movimiento de un líquido. 

Consideremos cierto volumen de líquido 7 y calculemos las 
fuerzas que actúan sobro él. Despreciando las fuerzas de rozamien- 
to, determinadas por la viscosidad, es decir, considerando un 
líquido ideal, obtenemos, para la resultante de las fuerzas de la 
presión, na expresión en forma de integral de superficio: 


e. 14 pndsS, (33) 


donde S es la superficie del volumen 7, rn, el vector unitario de 
la normal exterior. La fórmula de Ostrogradski*) nos da: 


— Vípnds =— ($ grad p dx. (34) 
S T 


Al calcular la aceloración de cierto punto del líquido, es necesa- 
rio considerar el desplazamiento del propio punto. Sea z = z (1), 
y = y (1), z = z (2) la ecuación de la trayectoria de este punto. 
Calculemos la derivada de la velocidad con respocto al tiempo: 


a na um 
Óv , 0v Óv Dv Óv 
er a 3 + (vv) v, 


1) En efecto, pn a p c08 Qs Y) £ + pcos (n, y) J-F pcos (n, 2) ?e, 
donde (1, 4, k) son los vectores unitarios en cl sisteroa de coordenadas (x, y, 2), 


j $ pcos(n, x) ds= j | j 22 ar, etc. 
8 
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donde 


Esta derivada con respecto al tiempo, que considera el movimien- 
to de la partícula del medio (sustancia), se llama sustancial, o 
material. La ecuación del inovimiento del líquido expresa el nexo 
habitual entre la aceleración de las partículas y las fuerzas que 
actúan sobre éstas: 


550 , A=—Sffgradpar+ ff pF ax, (35) 


donde la última integral ex la resultante de Jas fuerzas oxternas 
que actúan sobro el volumen 7. De aquí, en virtud de la arbitra- 
riedad del volumen 7', se obtiene la ecuación del movimiento de 
un líquido ideal en la forma de Euler: 


U+lvY)r= — 5 grad p +7". (36) 


Pasemos a la deducción de la ecuación de continuidad. Si dentro 
de 7 no hay fuentes ni desagiies, el cambio, en la unidad de tiem- 
po, de la cantidad de líquido comprendido dentro de T, es igual 
al flujo a través de la frontera $: 


d ; 
— dt =-— un dS, 37 
3 y330 e (37) 
La transformación de la integral de superficie en integral de volu- 


men nos da 
py (e +divpo) dr =0, 


Como esta igualdad es válida para volúmenes arbitrariamente pe- 
queños, de aquí se sigue la ecuación de continuidad 


dp : 
— + div = 0 
ria (pv) 


o hien 


ze + + grad p + pdive=0. (38) 
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A las ccuaciones (36) y (38) hay que agregar la ecuación termodi- 
námica de estado, que tomaremos aquí en la forma 


Pp =/(p0). 


Por Jo Llanto, oblenemos un sistema de cinco ecuaciones corn 
cinco funciones incógnilas Vx, D,, Vz, P Y p. Si la ecunción de esta- 
do coniuviese a la temperalura, habría que agregar además la 
ccuación do propagación del calor (véase el apéndice IV). De 
este modo, el sistema de ecuaciones 


Gr PO do | 
Ot Pp 


e + div (pr) =0, 20) 


p=f (p) 


es un sistema cerrado de ecuaciones de la hidrodinámica. 

Apliquemos las ecuaciones de la hidrodinámica al proceso de 
propagación del sonido en un gas. Haremos las siguientes suposi- 
ciones: 1) no actúan fuerzas externas; 2) el proceso do propaga- 
ción del sonido es adiabático, por lo cual la ecuación de estado 
es la adinbática de Poisson 


Y C, 
2(2) (1-2). 
Po Po Cp 


en donde Po y po Son la densidad y presión iniciales, cy y Cy, las 
capacidades caloríficas a presión constante y a volumen constan- 
te; 3) las oscilaciones del gas son pequeñas, pudiéndose despreciar 
las potencias mayores que 1 de las velocidades, los gradientes de 
velocidades y las variaciones de densidad. 

Llamemos condensación del gas a la magnitud s(z, y, z, £), 
igual a la variación relativa de la densidad, 


s(x, Y, 2, felt. (40) 


Po 
de donde 
p=p (+3). (41) 
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Las ecuaciones de la hidrodinámica, bajo las hipótesis hechas, 
toman la forma 


v,=— gradp, | 
Po , 
P: + podive=0, | 2 
p= poli + 5)” e po(1 + ys), 


puesto que 
1 1 1 
— grad p = — (1 —s+...)gradp=-— gradp+-..., 
p Po Po 
div pr = y grad p + pdive=pjdivo+..., 
donde los puntos suspensivos indican los términos de segundo y 
mayor orden de infinitud. Introduciendo Ja notación ad= YPo 


Po » 
escribamos el sistema (42) en la forma siguiente: 
2 
9 =—a grad s, AD” 
s, + diver =0,. ) (42) 


Aplicando a la primera ecuación de (42) el operador de divergen- 
cia y cambiando el orden de derivación, tendromos: 


div - > div + = — a? div (grad $) = —a2Y9?5= —aAs, 
donde 
POS, 
“== PO 
Óx dy 0z 


es el operador de Laplace. Aplicando la segunda ecuación de (42), 
obtenemos la ecuación de las oscilaciones 


As = E Sito (43) 
a 
o bien 
a? (Sax -|- Syy + $22) = $41- 
De aquí y de (40) se obtiene la ecuación para la densidad: 
a (Pax E Pyy + Pz) = Pit- (435 


Las ecuaciones (43) y (43”) son las ecuaciones de las oscilacio- 
nes. Introduzcamos ahora el potencial de las velocidades, y demos- 
tromos que éste satisface n la misma ecuación de las oscilaciones 
(43) que la condensación. 
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De la ecuación 
vu, = — al grad y 
se deduce que 


? 
vt(x, y, 2,1) =w(x, y, z, 0) — a* grad ($ sdi), (44) 
0 


donde » (x, y, z, 0) es la distribución inicial de las velocidades. 
Si el campo de velocidades en el momento inicial posee el poten- 
cial 

V |¿=o = — grad f (z, y, 2), (45 


tieno lugar la igualdad 
r=-—grad ]/(<, y, 2) + a? sdt]= — grad YU, (46) 


la cual indica que existe el potencial de las velocidades 

U (z, y, z, 1). La determinación del potencial de las velocidades 

es suficiente para describir todo el proceso del movimiento?): 
*= —grad UY, Y 

1 47 

s= =3U.. | ) 

a 


Sustituyondo estos valores cn la ccuación de continuidad 
s + div vw =0, 
se obtienc la ecuación de las oscilaciones para el potencial: 
a (Use + Uyy + Uzx) = Ur, 
U¡, = a? AU. (48) 


Para la presión p y la velocidad v se puede obtener también una 
ecuación de las oscilaciones del tipo (48), llamada con frecuencia 
ecuación de la acústica. 
En la resolución de los problemas para los casos bi- y unidi- 
mensional hay que sustituir en la ecuación (48) el operador de 
3 


» e d 
Laplace por el operador an tar q y por el — sn respectivamente. 


o bien 


1) De la fórmula (46) so ve que el potencial U se determina salvo un 
sumando, quo es una función arbitraria de £. Do la «cuación 1 = — ad 


1 
egrad s y de (46) se siguo grad (. Er 62) == 0, es decir, s = añ Us, 21 el 
potencial U se normaliza correspondiontemente. 
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a Y Po 


Po 


posee dimensiones de velocidad y, como demostraremos on el 
$ 2, es la velocidad de propagación del sonido. 
Calculemos la velocidad del sonido en cl aire n presión atmos- 


, Po =0,001293 g/em*, po = 


La constante 


su e 


lérica normal. En este caso y = 
== 1,033 kg/cm*; por consiguiente, 


a= y tes = 336 m/seg. 
Lo 


En el caso de las oscilaciones de un gas en una región acotada, 
en su frontera deben darse condiciones de frontera delerminadas. 
Si la frontera es una pared sólida impermeable, la componente 
normal de la velocidad es igual a coro, lo que nos lleva a Jas con- 
dicionos 


00, (49) 


e Os 
==, 0 bien — 


7. Condiciones de frontera e iniciales. Al describir mate- 
máticamente un fenómeno físico, ante todo hay que plantear el 
problema, es decir, enunciar las condiciones sulicientes para la 
determinación unívoca del proceso. 

Los ecuaciones diferenciales ordinarias y, más aún, las ecua- 
ciones en derivadas parciales poseen, en general, un conjunto 
infinito de soluciones, Por eso, en el caso en que el problema físi- 
co se reduce a una ecuación en derivadas parciales, para la carac- 
torización unívoca del proceso es necesario agregar a la ecuación 
ciertas condiciones complementarias. 

En el caso de una ccuación diferencial ordinaria de segundo 
orden, la solución puede ser determinada por las condiciones jni- 
ciales, o sca, fijando los volores de la función y de su derivada 
primera en el valor «inicial» del argumento (problema de Cau- 
chy!)). También suclecn haber otras formas de las condiciones 
complementarias cuando, por ejemplo, se dan los valores de la 
función en dos puntos (problema de la catenaria*?). Para una ecua- 


1) Véase L. Elsgultz, Lcnaciones Diferenciales y Cálculo Variacional, 
ed. MIR, 1969, págs. 135 y 43. (N. de la Red.)  * 
2) Ob. cit., págs. 15 y 162 (NV. de la Hed.) 
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ción en derivadas parciales también son posibles distintas formas 
de las condiciones complementarias. 

Consideremos primeramente el problema más sencillo sobro 
Ins oscilaciones transversales de la cuerda con extremos fijos, 
En este problema. u (x. ¿) da la desviación de la cuerda del eje 
zx. Si los extremos de la cuerda 0 << 1 están fijos, deben cum- 
plirse las «condiciones de frontera»”) 


y (0, +) = 0, u (1, 2) =0. (50) 
Como el proceso de las oscilaciones de la cuerda depende de su 


forma inicial y de la distribución de las velocidades, hay que 
dar las «condiciones iniciales»: 


u (x, to) = Q (2), ) 
Uy (z, 1) = Y (0). 


De esta manera, las condiciones complementarias están formadas 
por condiciones de frontera o iniciales, donde «q (7) y vt (z) son 
Íunciones dadas de un punto. Más adelante demostraremos que 
estos condiciones determinan completamente la solución de la 
ecuación de las oscilaciones de una cuerda 


Up = AUzz. (02) 


Si los extremos de la cuerda se mueven según cierta ley dada, las 
condiciones de frontera ($0) toman otra forma: 


u (0, £) = p,(£), ? . 
uti, l) = m (0, (50) 

dende us (2) y pe (£) son funciones dadas del tiempo £. El proble- 
ma de las oscilaciones longitudinales de una cuerda o de un resor- 
te se plantea análogamente. 

Son posibles también otros tipos de condiciones «de frontera 
(o de contorno). Consideremos, por ejemplo, el problema sobre 
las oscilaciones longitudinales de un resorte, uno de cuyos extre- 
mos está fijo (punto de suspensión) y el otro, libre. La ley del 
movimiento del extremo libre no está dada, y a menudo es la 
función buscada. 

En el punto de suspensión x = 0 la desviación cs 


u (0, £) = 0; 
en cl extremo libre 2 = ¿ la tensión del resorto 


du 
TU, O0=k nl, (53) 


1) También llamadas «condiciones de contornos», (N. del 7.) 


(51) 
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es igual a cero (no hay fuerzas externas), de modo que el enun- 
ciado matemático de la condición de un extremo libre tíone la 
forma 

Uxz (1, £) = 0. 


Si el extremo z = Ú se mueve según una ley dada y (2). y en - = 
= l está dada la fuerza v (£), entonces 


u (0, t) = u(0, uti, t) = v (1) (> (t) = q) 


Es también típica la condición de un enlace elástico, por ejemplo, 
para ==1, 

kuz (1, €) = —au (l, £), 
o bien 


us(l, 1) = —hu(l, t) (»- z) l (54) 


bajo la cual el extremo x = 1 puede desplazarse, pero la fuerza 
elástica del enlace causa una tensión en este extremo, que tiende 
a volver el extremo desplazado a la posición original. Esta fuerza 
es, de acuerdo con la ley de Huoke, proporcional al desplazamien- 
to u (Z, £); el coeficiente de proporcionalidad a se lama cueficien- 
te do rigidez del enlace. 

Si el punto (o el sistema), con respecto al cual tiene lugar un 
enluce elástico, se desplaza, y si su desviación de la posición ini- 
cial está dada por la función 0 (£), entonces la condición de fron- 
tera toma la forman 


Us(l, 1) =—A[a(L, 0) 00) R=¿>0 (65) 


La condición de un enlace elástico en el extremo izquierdo zx =0 
tiene la forma 


Ux (0, £) = h lu (0, $ —60 (+1, h>0 
(formalmente se puede considerar que (55) tieno Ingar también 
para x =0, pero que Á <- 0). Hay que destacar que en el caso de 
un enlace rígido (w es grando), cuando aún pequeños desplazamion- 
tos del extremo originan grandes tensiones, la condición de fron- 
tera (55) pasa a Ja condición u(2, t) = 1 (1) (a = 00) para 
p (£ = 0 (2. Jín el caso de un enlace suave (a« es pequeño), para 
el cual desviaciones grandes del extremo originan tensiones dé- 
biles, Ja condición de frontera pasa a la condición de extremo li- 
bre 
uz (1,1) =0 (a =0). 

41049 
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En lo sucesivo, nos referiremos a tres tipos fundamentales de 
condiciones de frontera: 
condición de frontera de primera especie: u (0, 2) = 


= y (2), régimen dado; 

condición de frontera de segunda especie: u, (0, 1) = 
= v (1), fuerza dada; 

condición de frontera de tercera especie: 1, (0, t) = 
= hlu (0, ¿) — O (tp, enlace elástico. 


Análogamente se plantean las condiciones de frontera en el se- 
gundo extremo z = 1. Si las funciones dadas en el segundo miem- 
bro (p (£), v (£) ó 9 (£)) son iguales a cero, las condiciones de fran- 
tera se llaman homogéneas. 

Combinando los distintos tipos enumerados de condiciones 
de frontera, obtenemos seis tipos de problemas de contorno sim- 

les. 

Ú Una coudición de frontera más compleja tiene lugar, por ejem- 
plo, cuando hay un enlace elástico que no Se somete a la ley de 
Hooke, y la tensión on el extremo es una función no lineal del 
desplazamiento u (2, ¿), de forma que 


0 (L, p=4 F[u(, DL (50) 


Esta condición de frontera es no lineal, a diferencia de las consi- 
deradas más arriba. Además, pueden haber relaciones entre los. 
desplazamientos y las tensiones en diferentes extremos del siste- 
mu. Por ejemplo, en los problemas de las oscilaciones de un anillo, 
cuando 1 =UÚ y zx = l representan un mismo punto físico, las 
condiciones de frontera toman la forma 


u (1,t)=u(0, tf); us (01) =Ux (1, £), (57) 


es decir, se reducen a las exigencias de continuidad de u y de u,.- 
Las derivadas com respecto a ¿ pueden figurar también on las 
condiciones de frontera. Si el extremo del resorle experimenta la 
resistencia del medio, proporcional a la velocidad de su movi- 
miento (al extremo del resorte se ha ajustado una pinca, cuyo 
plano es perpendicular al eje del resorte), la condición de fron- 
tera toma la forma 

kuz (1, ) = —au, (!, (. (58) 


Si al extremo z = l del resorte se lc ajusta un poso de masa m, 
para z = l debe cumplirse la condición : 


mus (1, 1) = —kux (E, 1) + mg. (59) 
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Para las oscilaciones transversales de la cuerda, todas las condi- 
ciones a frontera se escriben en la misma forma, sustituyendo 
É por 0» 

En lo sucesivo nos limitaremos a considerar los tres tipos más 
sencillos de condiciones de frontera, haciendo la exposición fun- 
damental en el ejemplo del primer tipo de condición de frontera, 
y anotando sólo al paso las particularidades relacionadas con las 
condiciones segunda y tercera. 

OA el primer problema de contorno para la ecua- 
ción (5): 

hallar la función u (z, t), determinada en la región 0 << < 

<l! t>0, qee satisfaga a la ecuación 


Us = OUrz + f(x, l) para O<zr<l,t>0, 
a las condiciones de frontera 


O, ? £ Qs 
A IZ > 0) (60) 
y A las iniciales: 
u (2, 0) = p (2), 


o rd 00 


Análogamente se plantea el ACA para la ecuación (11). 

Si en ambos extremos se toman condiciones de frontera de 
segunda o tercera especie, los problemas correspondientes se lla- 
man segundo o tercer problema de contorno. Si las condiciones 
de frontera para x = O y x = l son do diferente tipo, los proble- 
mas de contorno se denominan mixtos, sin hacer una clasificación 
más detallada. 

Consideremos ahora los casos límite del problema plantcado. 
La inflnencia de las condiciones de frontera sobre un punto Mo, 
suficientemente alejado de la frontera en la cual éstas están dadas, 
se deja sentir al cabo de un intervalo de tiempo suficientemente 
grande. 

Si nos interesa el fenómeno durante un intervalo pequeño de 
tiempo, en el cual Ja influencia de las fronteras aún no es csen- 
cial, en lugar del problema completo se puede considerar el proble- 
ma límite con condiciones iniciales para una región no acotada: 

hallar la solución de la ecuación 


Uy = OUyz + f(x, t) para — co <zx<o0,t>0, 
con las condiciones iniciales 


u(z, 0) = Q (2), 


0 (2, 0) =p (2) para —o<zr<oo. (61) 


23 No nos detenemos un cl caso en que las condiciones de frontera están 
dadas en el segmento 0 < t < to. 
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Este problema con frecuencia se llama problema de Cauchy. 

Si, en cambio, estudiamos el fenómeno en las cercanías de 
una fronicra, y la influencia del régimen de frontera en la segun- 
da frontera no posee significado sustancia) durante el transcurso 
del intervalo de tiempo que nos interesa, obtenemos el planten- 
miento del problema en la semirrecta O<zx < oso, en el que se 
dan, además de la ecuación, las condiciones cumplementarias 


u (0, 0=e*(0, t>-0, 


u (z, O=0(), 
uo =.0] 9 


El carácter del fenómeno para los momentos de tiermpo sufi- 
cientemente alejados del momento inicial £= O, se determina 
completamente por los valores de frontera, puesta que Ja influcu- 
cia de las condiciones iniciales n causa del rozamiento, que existe 
en cualguier sistema real, se deBilita con el transcurso del tiempo!). 
Los problemas de este tipo se encuentran con particular frecuen- 
cia en Jos casos en que el sistema es excitado mediante un régi- 
men de fronlera periódico, que actúa durante un tiempo prolon- 
gado. Tules problemas «sin condiciones iniciales» (para deter- 
minar el régimen permanente) se formulan del siguiente modo: 

hallar la solución de la ecuación estudiada para 0<r<l 
y 1 > — oo con las condiciones de frontera 


u (0, £) = pu (1), 
u(l. )= (0). 


Análogamente se plantea el problema sin condiciones iniciales 
para la semirrecta. 

En lo sucesivo considoraremos, además de los problemas de 
contorno fundamentales, también los problemas Jímite: 

1. Problemas en una región no acotada, cuando una o ambas 
fronteras se hallau en el infinito. 

2. Problemas sin condiciones iniciales (para determinar el 
régimen permanente), cuando se considera la solución determina- 
da durante un intervalo infinito de tiempo. 


(62) 


(63) 


8. Reducción del problema general. Al encarar un prohlema 
complejo, es natural tratar de reducir su resolución a la de proble- 


1) La ecuación de las oscilaciones considerando ol rozamiento, prspor- 
cional a la velocidad, tiene la forma 


Uy = Au — AN] (a > 0). 


Para mis detalles sobro el planteamiento de los problemas sin condiciones 
iniciales para a. = O véase el p. 7 del $ 3. 
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mas más sencillos. Con este fin, represeontaremos la solución del 
problema de contorno general en forma de suma de soluciones de 
varios problemas de contorno particulares. 


Sean us (x, t) (i =1, 2, ..., n) las funciones que satisfa- 
cen a las ecuaciones 


para O<z<l!, t>0 y a las condiciones complementarias 
u¿ (0, t) = pa (t), 


Uu (2, 1) = (0); 
us (x, 0) =4* (2), (65) 
e (x, 0)! (2). 


Evidentemente, tiene lugar la superposición de las soluciones, 
o sea, la función 


UY (r, 1) = DA uu (x, l) (66) 


salisface a una ecuación análoga cuyo segundo miembro es 
n 
(Vx, 1)= Df lz, !) (67) 
¿=$ 


y a las condiciones complementarias, cuyos segundos miembros 
son las funciones 


A O= Fr) =1, 2 
¿0 = Y 92 


y= 210. 


(68) 


El principio de superposición antedicho se refiore, evidente- 
mente, no sólo al problema dado, sino también a cualquier ecua- 
ción lineal con condiciones complementarias lineales. Usta pro- 
piedad será utilizada con frecuencia en lo sucesivo, 
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La solución del problema general de contorno 


Un = CU + fx, 1) 
(0O<z<l, t>0); 

u (0, t) = pm (1), 
u(l, t) = no (1); 
u (z, 0) = q (0, 
u¿ (x, 0) = y (1) 

puede ser representada como la suma 

U lx, ) ==, (z, 1) + Ue (2, 1) + Us (zx, 0) + u(z 0, (70) 


en donde t£,, tz, Ug, le, son las soluciones de los siguientes proble- 
mas de contorno particulares: 


(69) 


Pu Pu |. 
E => (i=1, Le 3), 
0O<r<l, t>0), 
du uu ( ] 
m7 a* E 7 +Hfíz.1 


uy (d, 9=0, — uz(l, t)=0; us(E, t=p(0); u,¿(1, 1)=0; 
u, (z, 0) =q (2), us (x, 0)=0, 43 (1, 0)=0, u¿ (x, 0)=0, 
uy, (2, O) =v (z); Ua, (xr, 0)=0; Ug(Z, 0)=0; Us (x, 0)=0. 


u¡ (0, ¿¿=0, 2 (0, O=M (0), 43(0, £)=0, u(0, 2)=0, 
(71) 


Aquí nos hemos limitado a dur esla reducción formal, con el fin 
de caracterizar los problemas de contorno particulares que cons- 
tituyen las etapas fundamentales de la resolución del problema 
Ea Una reducción análoga puedo ser efectuada también para 
os casos límite del problema de contorno general. 


9. Planteamiento de los problemas de contorno para el caso 
de varias variables. Flemos considerado detalladamente el plan- 
teamiento de los problemas de contorno pára el caso de una va- 
riable geométrica independiente zx (y del tiempo £). Si el número 
de variables geométricas es r > 1 (por ejemplo, n = 3), el pri- 
mer problema de contorno se plantea de manera totalmente seme- 
janto: 

se pide hallar la función 3 (M, t) =u(z, y, z, t), determi- 
nada para £ > O dentro de nna región dada 7 de frontera 2, que 
satisfaga para ¿> 0, dentro de 7, a la ecuación 


uy =4 Au + f(M, 1) (M (y, 2) ET, t>0), (72) 
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a la condición de frontera en Í 
ulz=p(P,t) (P(x, y,2)€2,t > 0) (73) 
(p (x, y, z, t) es una función dada en 2) y a las condiciones ini: 
ciales 
u(M, 0) =0(M), 
u¿ (M, 0) =p (M) 


Lá descomposición dol problema genera] de contorno en varios 
más simples se efectúa análogamente a lo expuesto anteriormente. 
Obsérvese que es posible también el planteamionto de los proble- 
mas límite de contorno para una región no acotada, para el semi- 
espacio, etc. 


(M (z, y, 23€ 7). (74) 


10. Teorema de unicidad. Al resolver los problemas de con- 
torno: 

1) hay quo comprobar que las condiciones complementarias 
son suficientes para obtener una solución única; esto se obtiene 
demostrando ol teorema de unicidad; 

2) hay que domostrar que las condicioues complementarias 
no se oxceden en la determinación del problema, es decir, que 
entro éstas no hay condiciones incompatibles; esto se obtieno de- 
mostrando el teorema de exristerncta; la demostración de la existen- 
cia de la solución con frecuencia está estrechamente ligada al 
método de determinación do ésta. 

En el presente punto demostraremos ol siguiente teorema de 
unicidad: 

Puede existir solamente una función u (r, £), determinada 
en la región U0<x<!, € >0, y que satislaga a la ecuación 


2 
eo = - ( (2) 2) +F(0 (e(3>0, k(3)>0), (75) 


Ouxr< 7 t> 0, 
y n las condiciones iniciales y de frontera 


u(r, O) =(2). u(z,0=+Y(2, ) 
u (0, t) = A (t), u (l, 1) = M2 (1), 


si se cumplen las condiciones: 

1) la función u (xz, t) y las derivadas de ésta que figuran cn la 
ecuación (75), así cumo también la derivada u,;, son continuas 
en el segmento 0O< xl para t>0; 

2) los coeficientes p (x) y A (x) son continuos en el segmento 
0<xix<l. 


(76) 
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Supongamos que existen dos soluciones del problema conside- 
rado: 
us (zx, b, uo (x, e), 


y Cousideremos la diferencia efe, t) = us (7, t) — us (x, 1. 
La función v (zx, £) satisface, evidentemente, a la ecuación 


homogénea 
Pp Ú ( do) 
=— — 7 
E óB 0zX dz (mm 


y a las condiciones complementarias homogéneas 
v(z, 0) =0, v(U, £) =0, 
v,; (1, 0) = 0; D(i, t)=0, 

así como a la condición 1) del teorema. 


lDemostremos que la función y (xr, £) es idénticamente nula. 
“Tomemos la función 


l 
E(9=>3 | (ey + po) dz (79) 


y demostremos que no dependo de £, 11 sentido físico de la fun- 
ción E (1) cs evidente: ex la cnergía total de la cuerda en cl inomen- 
to de tiempo t. Derivemos E (t) con respecto a £, efectuando la 
derivación bajo el signo integral”): 


dE (t) 
de 


(78) 


1 
= $ (EUzUx: + Po¿C;1) dx. 


Integrando por partes el primer sumando del segundo tn1em bro, 
tendremos: 


t l 
) kvAV21 dy = [ku.v, Jo — $ Dv, (hev.), de. (80) 
0 


Í5l primer término se anula en virtud de las condiciones de from- 
tera (v (0, 2) = 0 implica v, (0, 2) = 0, y lo mismo para x = /). 
De aquí se deduce que 


t 1 
EL — poros — 01 (o).1dz= | ve [ova — (vs)a] dz =0. 


1) Para poder derivar bajo el signo integral, es suficiente que la ex pre- 
sión subintegral que se vbtieno seu continua en el segmento 0 < x < l para 
e >0, Estu condición re cumple en nuestro coso, puesto que la funcion 
v (z, 1) satisface a la condición 1) del teorema, y p (2) y k (z), a la condición 2). 


$ 1. PROBLEMAS SIMPLES 97 


es decir, E (2) = const. Teniendo en cuenta las condiciones ini- 
ciales, obtenemos: 


E (1) =const=E (0) =5 So + pol Ia d=0, (61) 


puesto que 


v(zr, 0) =0, vu, (z, 0) = 0. 


Aplicando la fórmula (81) y el hecho de que k y p. gon positivas, 
concluimos que 


U. (2, 1) =0, vu (z, £) =0, 
de donde se sigue la identidad 
D(z, l) = const = Co. (82) 
Aplicando la condición inicial, hallamos que 
v (zx, 0) = Co =0; 
con esto queda demostrado que 
v(z, t) = 0. (383) 


En consecuencia, si existen dos funciones uy, (z, t) y Us (z, 1) 
que satisfacon a todas las condiciones dcl teorema, entonces 
us (z, 1) == us (z, £). 

Para el segundo problema de contorno, la función v = uy — uz 
satisface a las condiciones de frontera 


Uz (0, ) =0, vz (!, t) =0, (84) 


y el primer término del segundo miembro en la fórmula (80) tam- 
bién se anula. La parte restante de la demostración del teorema 
se conserva sin cambios. 

Para el tercer problema de contorno la domostración cxige 
algún cambio. Considerando, como antes, dos soluciones u, y uz, 
obtenemos para su diferencia € (x, t) = u, — uz la ecuación (77) 
y las condiciones de frontera 


UZ(0, t)—hjw(0.t)=0 (h,>>0), ) 
Vx (2, £) --hov(!, 1)=0 (42 > 0). 


Expresemos cel primer término del segundo miembro de (80) 
en la forma 


[kv.v == loa, 0) +hjo*(0, 0). 


(85) 
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Integrando = en los límites desde cero hasta t, se obtiene: 


t 1 
E (0 —E(0)= $ j v, [PU — (vda) dí dt — 


—> (a, [12 (1, £) —1? (1, 0)] +A, [v? (0, £) —v? (0, 0))), 


de donde se deduce, en virtud de la ecuación y de las condiciones 
iniciales, que 


E(9=-— lat (L, 9) +ho*(0, 9]<O. (86) 


Como £ (t) > 0, en virtud de que el integrando no es negativo, 
entonces 


E (1) == 0, (87) 
y, por lo tanto, también 
v(x, t) =0. (88) 


El método de demostración dol teorema de unicidad que 
hemos expuesto, basado en la aplicación de la expresión de la 
energía total, se aplica ampliamente en la demostración de teo- 
remas de unicidad en diferentes ramas de la física matemática, 
por ejemplo, en la teoría de los campos electromagnéticos, en la 
teoría de la elasticidad y en la hidrodinámica. 

La demostración de la unicidad de otros problemas de con- 
torno (problemas de Cauchy y problemas sin condiciones ini- 
ciales) será dada en lo sucesivo en el sitio correspondiento. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que la ecuación de las oscilaciones pequeñas de 
rotación de una barra tienen la forma 


cy 
01: =0 yg, 0= ve » 


donde 9 es el ángulo de giro del corte de la barra de abscisa x; G, el 
módulo dol desplazamiento; Y, el momento polar do inercia del corte 
transversal, y k, el momento de inercia de la unidad de longitud 
de la burra. Dar una interprotación física do las condiciones de fron- 
tera de primera, segunda y tercera especie para esta ecuación. 


2. Un hilo opens totalmente flexible ostá lijo de uno de 

sus extremos y se halla en la posición vertical de equilibrio, bajo 
A OS de su peso. Deducir la ecuación de las pequeñas oscilaciones 
e O. 
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. PL aa Y Si 
Respuesta: n=" + [a—=) 2].2=5, 


donde u A t) es el desplazamiento del punto; ?, la longitud del 
hilo; g, la aceleración de la fuerza de gravedad. 


3. Un hilo homogéneo pesado do longitud /, fijo on su punto su- 
períor (z = 0) al eje vortical, gira alrededor do úste con velocidad 
angular constante w. Deducir la ecuación de las pequeñas oscilaciones 
del hilo alrededor de su posición vertical de equilibrio. 


uy 9 du 
- a a dE RATA Y] 2 
Respuesta: TE =al 3 [u x) 72] +o u, donde ald=g. 


4. Doducir la ecuación de las oscilaciones transversalos de una 
cuerda on un medio cuya resistencia es proporcional a la primera 
potoncia de la velocidad. 


Respuesta: Uv == AV — he, a= | Ze. 


5. Deducir las condiciones de frontera para la ccuación do las 
oscilaciones longitudinales de una barra flexible sede en el caso en 
que el extremo superior de la barra está fijo en forma rígida, y en el 
inferior se ha asegurado un poso P, si: 

a) como posición de equilibrio se toma la posición tensa do la 
barra bajo la acción del poso inmóvil P, colgado del extromo inferior 
(estiramiento estático); 

b) como posición de equilibrio se tomn el costado de la barra 
sin tensión (por ejemplo, en el momento inicial so quita do dobajo 
del peso un Soporte, y cl peso cumienza a estirar la barra). 


6. Escribir la ecuación y las condiciones que detorminan el pro- 
ceso de oscilaciones de rotación de una barra, si a ambos extremos 
de ésta se han fijado ruldanas. 


Respuesto: Para z =0, zx = l, debon cumplirse condiciones du 
frontera de la forma 


Ou (0, £) = 0% (0, 6), Oe (, t)= — a30x (2,0. 


7. En cierto punto z = zp de la cuarda (0 < 1 < 0 hay colgado 
un peso de musa M. Deducir las condiciones do conjunción en el punto 
r= Zo. 


8. Al oxtremo z = 1 de una barra elástica, que está lija elástica- 
mente un el punto z = O, se le ha colgado un pesu de masu M. Escri- 
bir la ecuación y Jas condiciones quo determinan las oscilaciones 
longitudinales de la barra, suponiendo que subro ésta actúa, adomás, 
una fuerza exterior. Considerar dos casos: 

a) la fuerza está distribuida por la burra con densidad F (z, 2); 
" b) la fucrza está concentrada en el punto x == zo, y €s igual a 

o (1). 


9. Estudiar cl proceso de las pequeñas oscilaciones de un gas ideal 
en un tubo cilíndrico. Deducir primeramento las ecuaciones funda- 
mentales de la hidrodinámica y luego, suponiendo que el proceso cs 
adiabático, deducir la ecuación diferencial para: 1 la densidad p, 
2) la presión p, 3) el potencial U de la velocidad de las partículas dul 
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gas, 4) la velocidad v, 5) el desplazamionto u de las partículas. Citar 
ejemplos en que tienen Ingar las condiciones de frontera do primera, 
segunda y tercera especie pura estas ocuacionos. 


10. Establecer las relaciones de semejunza que hay entre los 
procesos nscilatorios mecánicos, ucústicos y eléctricos (vóase el apén- 
dico VI del capítulo 1£). 


11. Citar ejemplos do condiciones de ftontura do primero, segun- 
do y tercer tipo para las ecuaciones tolegráficas. 


(2. Estudiar el problema de las osciluciones longitudinales do 
wa barra inhomogénea (k = ky para 1 < Zo. k = kz para x > Zo) 
y deducir las condiciones de conjunción en cl punto de union de las 
partes no homogíneas de la barra (en 7 = 2y). 


13. Dar la interpretación física de la condición de frontera 
QUx (0, 1) + Bu, (0, bo 0. 


14. Citar un ejemplo de modelo Iinecánico para cl cual tenga 
lugar la ccuución 


Ugg = 0% gy | bug CU. 
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1. Fórmula de D'Alembert. Comenzarcmos el estudio de los 
métodos de determinación de las soluciones de los problemas de 
contorno para las ecuaciones de tipa hiperbólico por el problema 
con condiciones iniciales para la cuerda no acotada: 


Un — a“Usz = O, (1) 
u (x, 0) =(2), 
1 (2, 0) (2). a 


Transformemos esta ecuación a la forma canónica que contiene 
a la derivada mixta (véase el cap. 1). La ecuación de las caracte- 
rísticas 


dr — adi =0 
se divide en dos: 
de —adt =0, d+ adt=0, 
cuyas integrales son las rectas 


r—ut=C,y,, 1+ at = Ca. 
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Introduciendo, como de costumbre, las nuevas variables 
E=z+al n=-=z-—at, 
la ecuación de las oscilaciones de la cuerda se reduce a la forma: 
Uy = 0. (3) 


Hallemos la integral general de la última ecuación. Evidentemen- 
te, para cualquier solución de la ecuación (3) será 


Un (8, 1) = $* (m, 


donde f* (n) es cierta función sólo do la variable n. Integrando 
esta igualdad con respecto a 7] para E fijas, se obtiene: 


u(E,m= ma +1 (80=14( + /2(m. (4) 


donde f, y f2 son funciones sólo de las variables E y y. Recíproca- 
meénte, para cualesquiera funciones f, y fa, derivables dos veces, 
Ja función u (€, n) determinada por la fórmula (4) es la solución 
de la ecuación (3). Como cualquier solución de Ja ccuación (3) 
puede ser representada en Ja forma (4) escogiondo y«decuadamente 
f. y fe. la fórmula (4) es la integral gencral Je dicha ecuación. 
Por consiguiente, la función 


u (zx, 1) =f (zx + at) + f2 (2 — at) (5) 
es la intogral general de la ccuación (1). 

Supongamos que la solución del probloma considerado existe; 
entonces, ésta se expresa mediante la fórmula (5). Determinemos 
las funciones f, y f2 de modo que se cumplan los condiciones 
iniciales: 

u(z, 0) =1f (2) +1 (2) =e (0), (6) 
Uy (7, 0) = af, (1) — af, (7) = wy (1). (7) 


Integrando la segunda igualdad. obtenemos: 


15 R 
f, (2) — fa (xr) = ay mida + E, 
donde zo y € sun constantes, A partir de las igualdades 


fi (2) + fe (2) =P (2), 


f(x) — fate) =Z f y (a) da + C, 
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se halla: 


10=3 (04 7.) vd + E. 

= (8) 
1 

p()=>3 003 | vd 5.) 


De este modo, hemos detorminado Jas funciones f, y fz median- 
te las funciones dadas y y y, y las igualdades (3) deben tener 
lugar para cualquier valor del argumento ?). Sustituyendo en (5) 
los valores hallados de f, y /., se obtiene: 


a x+at x—al 
u(z, A / p (a) da — j vía) dal, 
o bicn 


xtat 
u(z, ja PETER 1 | va) da. (9) 


2 Za <a 


Hemos oblenido la fórmula (9), llamada fórmula de D*Alem- 
bert, bajo la hipótesis de la existencia de la solución del problema 
planteado. Esta fórmula demuestra la unicidad de la solución. 
En efecto, si existiera una segunda solución del problema (1)—(2) 
ésta se representaría mediante la fórmula (9), y coincidiría con 
la primera sulución. 

No es difícil comprobar que la fórmula (9) satisface (bajo 
la hipótesis de que q es derivablo dos veces, y la función +», una 
vez) a la ecuación y a las condiciones iniciales. De esta manera, 
el método expuesto demuestra tanto la unicidad como la existen- 
cia de la solución del problema planteado. 


2. Interpretación física. La función zu (x, t), determinada por 
la fórmula (9), representa el proceso de propagación de la des- 
viación y velocidad iniciales. Si fijamos t= fo, la función 
u (7, tp) da el perfil de la cuerda en el momento ty; fijando z = Zo, 
obtenemos la función u (zo, t) que da el proceso del movimiento 
del punto zo (fig. 4). Supongamos que un observador, que se ha- 
llaba en el punto z = 0 en el momento ¿ = 0, se mueve con velo- 
cidad a en el sentido positivo. Introduzcamos un sistema de 
coordenadas relacionado con el observador, haciendo 2' = zx — at, 


2) En la fórmula (5) las funciones f; y fg no están determinadas unívoca- 
mento Si restamos de f, cierta constante C, y si la sumamos a fz, u no varía. 
En la fórmula (8) la constante € no se determina mediante q y y; sin embargo, 
ii eliminarla sin cambiar ol valor de u. Al sumar f, y f2, los sumandos 


C UE 
S Y —7 9 simplifican. 
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Fig. 4 


' =t. En este sistema móvil de coordenadas, la función 
u (zx, t) =f (zx — at) se determinará mediante la fórmula u = 
= f(x"), y el observador verá todo el tiempo el mismo perfil 
que en el momento inicial. Por lo tanto, la función u (r, t) = 
= f (x — at) es el perfil invariable f (zx), que se desplaza hacia 
-la derecha (en el sentido positivo del eje x) con velocidad a (onda 
que se propaga, o que corre). La función f (z + at) representa, 
evidentemente, una onda que se desplaza hacia la izquierda (en 
el sentido negativo del eje x) con velocidad a. De este modo, la 
solución general (9) del problema de Cauchy para la cuerda 
infinita es la superposición de dos ondas, f, (zx + at) + fa (z— at), 
una de las cuales so desplazan hacia la derecha con velocidad a, 
y la otra, hacia la izquierda con la misma velocidad. Además 


hata) =p (c+ 00 + Vlz+ a, fe (a— al) = 


= SO (zx — at) — Y (zx — af), 
donde 


Y()=35 y (a) de. 


Para esclarecer el carácter de la solución (9), resulta cómodo 
utilizar el plano (z, £t), o «plano de fases». Las rectas x — al = 
= const y x + at = consi son las caracterisiicas de la ecuación (1). 
La función u = f (x — at) se mantiene constante a lo largo de la 
característica zx — at = const; la función u =f (zx + al) es 
constante a lo largo de la característica z + at = const. 
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Supongamos que f (x) es difcrente de cero sólo en el intervalo 
(21, 72), y es mula fuera de este intervalo. Tracemos las caracte- 
rísticas 2 — al = x1 y 2— al = z2 por los puntos (x;, 0) y 
(22, 0); éstas dividon al semiplano (x, ¿> 0) on tres regiones, 
[, I1 y ITI (fig. 5, a). La función u = f (x — at) es distinta de 
cero sólo en la región If, donde x, <x—at< z2, y las carac- 
terísticas z— alt= x, y rx — al = zz representan los frentes 
delantero y trasero de la onda que se propaga hacia la de- 
recha. 

"Tomemos ahora un punto fijo (x*o. to), y tracemos por él 
ambas características x — at = 9 — Qlo y 2 + at = zo + Qlo, 
las cuales cortarán al eje z en los puntos 2, = 2y — Aatp, t=0 
y 2 = Zg + ato, t =0. El valor de la función u = f, (z — al) + 
+ fa (z + af) en el punto (Zo. fo) es igual a u (Zo, to) = f; (21) + 
+- fo (22). es decir, se determina por los valores de las funciones 
fs (x) y f. (2) en Jos puntos (x,. 0) y (22, 0), que son los vérl.icos 
del triángulo MPO (fig. 5, b), formado por las dos características 
y el eje x. Este triángulo se llama triángulo característico del 
punto (Zp. tp). De la fórmula (9) se aprecia que la desviación 
u (Zo, to) del punto de la cuerda en el momento t, depende sólo 
de los valores de la dosviación inicial en los vértices P (ty — ato, 0) 
y OQ (Zo + Gto, 0) del triángulo característico AMPQ, y de los 
valores de la velocidad inicial en ol lado PQ. Esto se osclarece 
particularmente, si se escribe la fórmula (9) en la forma 


am) =D PPD E Sy (0) de. (10) 
2 2a YQ 


Los datos iniciales dados fuera de PQ no ejercen influencia 
en el valor de u (x, £) en el punto M (zo, to). Si las condiciones. 
iniciales están dadas no en toda la recta infinita, sino en el seg- 
mento P,Q,, éstos determinan unívocamente la solución dentro 
dol triángulo característico cuya base es el segmento P,0Q,. 
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3. Ejemplos. La solución (9) se puede escribir en forma de la 
suma u = Uy (1, t) + uz (x, £), donde 


(e, 9=%[9(2—ab) + (2 + 281, (11) 
x+at 
ula, 9=Y+a)—Yi—a)=3, | vlda. (12) 


Si la velocidad inicial es igual a cero (yw (z) = 0), la desviación 
u = us (7, 1) es la suma de las ondas que se propagan hacia la 
derecha y hacia la izquierda; además, la forma inicial de ambas 
ondas se determina por la función 0,59 (x),.que es ignal a la milad 
de la desviación inicial. Si, en cambio, «q (x) = 0, entonces 
u = us (x, t) es la desviación de la cuerda causada por la voloci- 
dad inicial. 


Ejemplo 1. Estudiemos la propagación de una desviación 
inicial dada en forma de triángulo equilátero. Este perfil inicial 
se puede oblener si se tica de la cuerda en el medio «del segmonto 
lxj. ral. En la fig. 6 se representan las posiciones sucesivas de la 
cuerila a intervalos de tiempo Al = (72 — 1,)/8a. 

Se puede obtener una representación gráfica sobre el carácter 
de) proceso de propagación mediante el plano de fases (zx, £). 
Tracemos las caractoristicas por los puntos P (7,1, 0) y Q (zx2. 0); 
éstas «dividirán al semiplano (—0 <x<o00, ¿>> 0) en seis 
regiones (fig. 7). La desviación us (xr, £) en cualquier punto 
(x, £) $e da por Ja fórmula (11). Por esto, en las regionos £, /1I, V 
la desviación es igual a cero, ya que cl triángulo característico 
de cualquier punto de cestas regiones ho tieno puntos comunes 
con el segmento lx,. x21, on el cual están dadas las condiciones 
iniciales. En la región 77 la solución es la «onda derccha» u = 
= 0,5q (z — al); en la 7V, la «onda izquierda» u = 0,5 (7 + at); 
en la región V7 la solución es la suma de la onda «izquierda» y de 
la «derecha». 


Ejemplo 2. Supongamos que la desviación inicial es y (1) = O, 
y que Ja velocidad inicial es diferente de cero solamente en el 
segmento lz,, z23, donde ésta toma el valor constante po! y (7) = 
= py para 1, <<< y(r) =0 para 27> y Ia. En 
este caso, la solución es la función us (x, t). Caleulemos la fun- 
ción Y (2). cligiendo xy = U (fig. 8): 


E O para r1< 1), 
Y (7) = a $ y (a) da = y (1 — 21) Yy/2a para 1 ÚS Lo, (13) 
Ea (7. — 2 df 2a para T > Y. 
5 1643 


Gu CAP. 11, ECUACIONES DE TIPO HIPERBOLICO 


Fig 6 


y _To Tr 
At tios, ==, E 


Fig. 7 


Ca solución uz (x, £) es la diforencia de las ondus derecha e iz- 
quierda con perfil Y (2). Las posiciones sucesivas dle ostas ondas, 
a intorvalos de tiempo At = (22 — x,)/'8a, están representadas on 
la fig. 9. El perfil de la cuerda para € > 4At tieno la forma de un 
trapecio que se ensancha uniformemente con el transcurso del 
tiempo. Si y (1) no es constante en lx,, r21, cambia sólo el porfil 


de Y (2). 
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yo 

Fig. 8. 

=f Z2 z 

u 

te A AS a 

t, A AS pa 

A A A pa 

ts a z 
ta z Fig. 9 

h AA w 

lz AS EL 

l, —__—— T 

0 7 7 T 

Attrta 


Para esclarecer cl curácter de la solución, utilicemos el plano 
de fases (xr, £) (fig. 7). Escribamos las expresiones para u (x, t) 
en diferentes regiones del plano do fases. 

En la región Y (1 — at > z,) es Y (7 4 at) = Y (x — al) = 
= const, u (7, 1) = O. 

lin la región V (x -- at < 2,) es Y (2 — at) = Y (2 + af) = 
= 0, u(z, t) =0. 


5 
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En la región 117 (x — at < x,, x + at > z2) es 


Ya — Y; 


Yo, 


Y (zx + al) =consl = 


Ly — Yi 


2a 
Jn la región 717 (2, <zr — at < Za, 7 -F at> Zo) es 


Y (zx—at)=0, u(z, 1) = 


Yo. 


2 — Y; 


Y(z + at) = 24 po, 
2a 


y, (x — at) = EA Yo, Ulzx, = Le — (1 al) Ego 
2a La 
Ln la región [V (a <ur+atl<zte z—al<x) es 
Y (7 + al) = HA Yo Y(zx—at)=0, 
a 


u(x, == 


T 4 al — ?, 
A 


2a 


ln la región VÍ (uv —ati>xr,, 7 ;-at< x)) es 


hip E, 


Y (1 — al) = ER Yo. uz, 1) = fr. 
a 


Ejemplo 3. Consideremos el problema sobre las oscilaciones 
de una cuerda bajo la acción de un impulso concentrado. Dándole 
a log puntos de la cuerda (x, z + Az) una velocidad constante 
po en el momento inicial (por ejemplo, gol peando a la cuerda con 
un martillito), aplicamos a esta parle un impulso 7, igual nl 
cambio de la cantidad de movimiento para £ = 0, de forma que 
T = pArpo. donde p es la densidad lineal de la cuerda. De esta 
manera, debemos resolver el problema sobre las oscilaciones 
de una cuerda con desviación inicial nula y velocidad inicial 
Y = Zoe = Yo en el intorvalo (7, rx + Ax), p = 0 fuera de coste 
intervalo, aqui Za = F7/Ax es la densidad del impulso. El aná- 
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xx 


t| 


za ta) Flg. 10 


T 


lisis de la solución de este problema fue dado más urriba al resol- 
ver el ejemplo 2. La desviación causada por el impulso distribuido 
en 0l intervalo (xr, x + Az) es. para ¿> Azx/2a, un trapecio con 
base inferior 2at -+ Az y superior 2at — Az. Efectuando él paso 
al límite cuando Ax —> 0, fy = const, apreciamos que las desvia- 
ciones serán iguules a cero fuera de (x — at, z + at), y a [lap 
dentro de este inlervalo. Se puede decir convencionalmente que 
estas desviaciones son originadas por el impulso puntual f. 

Consideremos el plano de fases (x, t) y tracemos por ol punto 
(Zo, tp) ambas características: 


z= at = Xy — Alo, + al = Zo + Aalto 


(fig. 10). Éstas determinan dos ángulos, a, y az, llamados ángu- 
los característicos superior y, respectivamente, inferior para el 
punto (Zo, to). 

La acción del impulso puntual en el punto (xp, fp) causa una 
desviación igual a a dentro del ángulo característico superior, 
y a ccro fuera de éste 


4. Ecuación no homogénea. Consideremos el problema de 
Cauchy para la ccuación no homogénea de las oscilaciones 


1 
— Ur = Ur + (7, 5, — 0 TZ O00, ¿>0, | 
d | (14) 
u (e, 0) = q (2), e, (e, 0) =Y (2), —- 0 <t<oo. 
Sea 1; (2, t; vt) la solución del problema auxilinr de Cauehy 


1 
E Ed = (es —0XZiZ0. Ll >t; (15) 


top (z, 1; 7) =0, A le, 1: 0) J (2, 0), í=T, —o<r<oo. (16) 
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La fórmula do D'Alembert (9) da 


via tr) 
ws (x, É: T) = UY, (x, t— T) = LN, (8, T) di. (17) 


Escribamos la fórmula do D'Alemberl (9) en la forma 


ana se, 10) + 1694, £3 0), (18) 


donde 
a+at xtal 


: == -q—=? (E de 
10 (a, 10) a Í, y (db, wp(r, 4 0)= 33 z, r (8) dí 


son las soluciones del problema (15), (16) para 7 =0 y fÍ = 
=p (2), f = 4 (1) respectivamente, puesto que la derivación 
directa demuestra que 


Teta, 1, 0)= 9 E at Pe talrroatlsetl 


7 Dar" nt 2 


Demostremos que tieuec lugar «1 siguiente lema: 
La solución de la ecuación no homogénea (14) con datos 
iniciales nulos «, (2, 0) = 0, u (zx, 0) = O lione la lorma 


u (e, 1) =a* ] uy (£, t; vt) dr. (19) 
Derivando la función (19) y considerando las condiciones (16) 
para 10, (r, t; 7), se halla: 
u lx, 1) =4w (zx, t; 1) + a* yan: (a, ti ddrt=a a, iv dr, 
(20) 


a? e 


Un (a, )=0 (a,b: pre os 2 (2, t 1) dr= 


=a (2,tiDdr+ Af (z, 0, 


pea 


2 ( Pp, ( Fw) 
Uxx = 4 53 l;: TIdT= j rad t; T)dT. 


De aquí se aprecia que la función (19) satisface a la ecuación (14). 
De las fórmulas (19) y (20) se deduce de inmediato que: 
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La solución del problema (14), en virtud de (18) y (19), se 
puedo representar en la forma 


u lx, t) = a, 10) + wy (zx, t: 0) + a? | w(x, tv) dr. (21) 


Aplicando la expresión (17) para w,, obtenemos: 


P(1+at + (r— at) 


4 x+at 
u(z, t) = — | d 
(=, £) , +3 10 d+ 
a ista G=v 
+3) 3) f(E-tididr. (22) 
O x—a ¡(t—v) 

La sustitución directa de (22) en (14) muestra que Ja función (22) 
es efectivamente la solución del probloma (14), si existon las 
derivadas q” (2), y” (2) y 9f:0x. 

De la fórmula (17) se deduce que la función u; satisface a la 
€tuación para ¿ = tr, si f es derivable respecto a x=, es decir, Ja 
representación (21) es posible bajo las mismas condiciones quo 
aseguran la existencia de la solución del problema «de Cauchy. 

La fórmula (21) demuestra que la solución del problema gene- 
ral (14) puede ser escrita directamente, si se tiene la solución 
del problema auxiliar (15)—(16). Para la solución del problema 
de Cauchy en el espacio no acolado tiene lugar también una 
fórmula análoga (véase el cap. V). 


5. Estabilidad de las soluciones. La solución de la ccuación (1) 
se determina uníivocamente mediante las condiciones iniciales (3). 
Demostremos que esta solución varía en forma continua si las 
condiciones iniciales varían en forma continua. 

Para cualquier intervalo de tiempo [0, £t7) y cualquier grado 
de exactitud e, existe un ó (e, to) tal que dos soluciones cuales- 
quiera de la ecuación (1) u, (+. 2) y us (z, £) se diferenciarán 
durante el intervalo de liempo /y en menos que «+: 


[us (2, t) —Un(r,t)]<e (VU << 1), 


siempre que los valores iniciales 


u, (e. 0) = fr, (1), ua (x, 0) = TP. (am, 


= (x, 0) = y, (a) j | A (7, 0) = Yu (1) 
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se diferencien en menos que d: 


Hp, (2) — a (1) 1 < 0; [14 (7) — po (7) 1 <Ó. 


La demostración de oste leorema es sumamenle sencilla. Las fun- 
ciones u, (zx, £) y us (z, 1) están relacionadas con sus valores ini- 
ciales por la fórmula (9), de modo que 


Ju, (1, O —us(z, y <LeL2 +00 — qe(r+ 20] E 


2 
] at x+nt 
Pe e A 
2 2a x“at 


de donde, en virtud de las desigualdades (11), se obtiene: 
8 ) 1 
Ju, (x, ) 4 (00 Ah + 79: 20t < 6 (1 + lo), 


lo que demuestra nuostra afirmación, si hacemos 


q. 
tt 


Cualquier proceso físicamente determinado, que se desarrolla 
con el transcurso del tiempo, debe caracterizarse mediante fun- 
ciones que dependan en forma continua de los valores iniciales. 
Si no existiera esta dependencia continua, dos procesos esencial- 
mente distintos podrían responder a sistemus de condiciones 
iniciales prácticamente iguales (cuya diferencia so halla cn los 
límites de exactitud de las mediciones). Los procesos de este 
tipo no se pueden considerar determinados (físicamente) por 
talez condiciones iniciales. Del teorema anterior se deduce que 
el proceso de las oscilaciones de una cuerda está determinado no 
sólo matemáticamente, sino también físicamente. por las condi- 
ciones iniciales. 

Si la solución de un problema matemático depende en forma 
continua do las condiciones complementarias (de las condiciones 
imiciules, de frontera y del segundo jniembro de la ecuación, o 
sea, de los datos iniciales del problema), se dice que el problema 
cs estable. 

Un relación con el estudio de los fenómenos determinados 
fisicamente se introduce el concepto de problema correcto. Se 
dice que un problema mutemático está planteado correctamente, 
si 1) la soJución del problema existe, 2) éste posee solución única, 
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3) la solución del problema depende on forma conlinua de los 
datos iniciales (es estable). 

Obsérvese que en las aplicaciones se encuentran con frecuencia 
problemas planteados incorrectamente, entre los cuales hay muchos 
problemas matemáticos bien conocidos. 

Citemos un ejemplo de un problema planteado en forma inco- 
rrecta, cuya solución es inestable. 

La función u (x, y). que es solución de la ecuación de Laplace 
Uxx + Uyy = O, se determina univocamente por sus condiciones 
iniciales?) u (z, 0) = q (2), u, (x, 0) = y (2). Consideremos 


las funciones u?Y (x, y) =0 y u”? (x, y) = -_ sen A z-chiy, 


que satisfacen a la ecuación de Laplace. La función u:? (zx, y) 
dependo del parámetro A. Los valores iniciales 


u"(r,0)=0, u"(x, 0) = p(2) = 5 sendr, 


4D, 0)=0, ue (, 0) =p (7) =0 
difieren en una magnitud arbitrariamente pequeña para A sufi- 
cienlomente grandes. Sin embargo, la solución u'” (+, y) puede 
hacerse arbitrariamente grande para cualquier valor fijo de y. 
En consecuencia, el problema con condiciones iniciales para la 
ecuación de Laplace está planteado incorreclamente. 


Surge de manera matural la pregunta: ¿pueden correspoudor los pro- 
blemas planteados incorroctamento a algún probloma quo represente inte- 
rés para la física? Y también ¿qué valor científico puede temer la solución 
aproximada de los problemas planteados en forma incorrecta, puesto que 
a pequeños errores en las condiciones de éstos les pueden corresponder errores 
.grandes de la solución? 

Tales dudas surgen porque en la expuesto anteriormento se sohroon- 
tienda qee como solución aproximada del problema se toma la solución 
exacta du un problema que corresponde a condiciones aproximadas, 

Citomos un ejemplo de un problema planteado incorrectamente y que 
tiene un valor práctico Ímportanto. 

df 


Consideremos el problema de determinar la derivada 2 (£) = 37 A par- 


tír de valores uniformemente aproximados para f (2). Supengamos que la 
medida de la exactitud al dar 7 (2) y al determinar 2 (2) se defino coma 


móx | /(10—f(<) | y máx | 2 (2) —z (x) l. 


Es evidente que este problema es inestablo (está planteado incorroctamento) 
desde el punto de vista de la terminología introducida más arriba. En efecto, 


2) Estas condiciones determinan matemáticamente en forma unívoca 
la solución do la ecuación de Laplace. En efecto, dar uy (r, 0) equivale a dar 
Y, (Y, 0), donde v (2, y) ca la función armónicamonto conjugada con u (zx, y). 
Con esto se determina univocamente, salvo una constante, la función 
analítica cuya parte real es la función u (x, y) (véase el cap, IV, $ 1, p. 5). 
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ajfin=f (1) + Ó cos wa, entonces máx Tin —fiQl=e para Ú peque- 
ñas. Sin embargo, si tomúramos como valor «aproximado para z (x) la deri- 
vada exacta do la función f (7), tendríamos 


2 (1) =f' (2) — 60 sen 0x y máx] 2 ()—2 (2) | = 60; 


dw puede ser un número arbitrariamente grando para Ó fijas y un tw grunde. 
Sin embargo, es bien sabido que como valor aproximado de la derivada se 


(ebño Ta » la cual aproxima a la derivada 


buscada con un error arbitrariameute pequeño, siempre que h y 0/h sean 
suficiontemente pequeñas. Aquí se sobreuntiende que para obtener una buena 


aproximación para dj/dx, a partir del valor aproximado de f (z), el error 0 
debe ser suficientemente pequejio. 

Do esta manera, en el ejemplo considerado se puede, a pesar de la ines- 
tabilidad del problema, indicar un método de obtención de aproximaciones 
tan exactas como se quiera do la solución buscada, a partir de condiciones 
aproximadas del problermmu suficientemente exactas. 

Una situación semejante es típica en varios problemas planteados in- 
correctamente !). 

Los problemas plantoados en forma incorrecta ge oncuentran con fru- 
cuencia cn la física, al estudiar objetos quo no pueden ser estudiados (mcadi- 
dos) dircctumente. En estos casos hay que hacer conclusiones sobre las c:u- 
racterísticas «zs do tales objetos a partir de sus manifestaciones indirectas 
(fisicamente determinadas) «w, que están al alcance de las mediciones ex- 
perimentales, y están ligadas con «ze por una dependencia funcional del 
lipo A, = u. Como resultado llegamos al problema de la elaboración de las 
observaciones, que es el problema inverso, y que consiste en determinar las 
características «zo do los objetos a partir de los datos «u» du] experimento. 
Muchos do estos prohlemas están planteados incorrectamento. En particu- 
lar, el problema de Cauchy para la «cuación do Laplace, planteado más arri- 
ba, tione una relación directa con el problema inverso de la gravimetría 
(sobre la detorminación de la forma de un cucrpo partiendo de la anomalía 
que ésto causa en la fuerza do gravedad). El ejemplo citado antes sobre el 
cálculo dela derivada a partir de los valores aproximados de la función, 
os típico en muchos experimentos, donde las modiciones se efectúan por 
el principio de acumulación. 


toma la razón de diferencias 


Destaquemos ahora lo siguiente. Es evidente quo la función 
u (x, t), determinada por la fórmula (9), puedo ser solución de 
la ecuación (1) sólo en el caso en que la función y (zx) sea deri- 
vable, y qp (1), derivable dos veces. Por esto queda claro que las 
funciones representadas en las figs. 11 y 12 no pueden ser solu- 
ciones de la ecuación (1), puesto que no son derivables dos veces 
en todas partes. Es más. se puede asegurar que si las funciones 


1) Véase M. M. Lavróntiov, Sobre los problemas incorrectos de la Fisica 
matemática, Ed. de la sección de Siberia de la Acad. de Ciencias de la URSS, 
Novosibirsk, 1962, A. N. Tíjonov, Resulución de los problemas plarieados 
incorrectamente y método de regularización, Discursos de la Acad. de Cion- 
cius de la URSS, t. 151, N 3, págs. 501-504 (1963); «Sobre la regularización 
de los problemas planteados en forma incorrecta», ibid., t. 153, M 1, págs. 
45-52 (1963); «Sobre las ecuaciones no lineales de primera especie», ¡bid. 
t. 161, Mi 5, págs. 1023-1027 (1965). 
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> u 
T/ L2 Z XL; Toa E 
Fig. 11 Fig. 12 


G (2) y y (2) no tienen las derivadas necesarias, no existe solución 
de la ecuación de las oscilaciones que satisfaga a las condicio- 
nes (2). En efecto, repitiendo los razonamientos que nos permi- 
tieron obtener la fórmula (9), podemos asegurar que si existe 
solución de la ecuación de las oscilaciones, ésta debe sor repre- 
sentada mediante la fórmula (9). Pero si las funciones q y y no 
son derivables un número suficiente de veces, la fórmula (9) 
dotermina una función que no satisface a la ecuación (1), es 
decir, no existe solución de cste problema. 

Sin embargo, si se cambian un tanto las condiciones iniciales, 
sustituyéndolas por funciones q (1) y y (z) derivables, a estas 
funciones iniciales ya les corresponderá una solución de la ecua- 
ción (1). Obsérvese, además, que al demostrar el teorema del 
presente punto hemos demostrado, de hecho, que las funciones 
doterminadas por la fórmula (9) dependen en forma continua 
de las funciones iniciales y y p (independientemente de que estas 
funciones sean o no derivables). De este modo, sí a ciertas Íun- 
ciones q, y no le corresponde una solución de la ccuación, de las 
oscilaciones que satisfaga a las condiciones (2), la función deter- 
minada por la fórmula (9) es el límite de las soluciones de la 
ecuación de las oscilaciones con condiciones iniciales un tanto 
esuavizadas». 

Las funciones obtenidas mediante este paso al límite se deno- 
minan soluciones gencralizadas. Jl concepto de solución genera- 
lizada juega un gran papel en Ja física, y fue introducido por 
S. L. Sóbolev!). 


6. Semirrecta y método de las continuaciunes. Consideremos 
el probloma de la propagación de una onda en la semirrecta z > 0. 
Este problema ticne un valor particularmente importante en el 
estudio de los procesos de reflexión de las ondas en el extremo, 
y se plantea de Ja manera siguiente: 


3) Fara más dutalles véase S. L. Sóboulev, Ecuaciones de la Fisica matemá- 
tica, Ed. Gostejizdat, 1954, y también J. G. Potrovsky, Lecciones sobre las 
ecuaciones en derivadas parciales, Ed. Fizmatguiz, 1Mt. 
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hallar la solución de la ecuación de las oscilaciones 
AU: = Uy, para OÓ<zx< o, 1 >0, 
que satisfaga a la condición de frontera 
u (0, £) =p (£) (o bien u, (0, 2) = v (2) (£ > 0) 
y a las condiciones iniciales 
w (2, 0) = q (2). 
es (x, 0) y (7) 


Estudicmos primcramenle el casu de la condición de fronlera 
homogénea 


ho <= <->). 


u(0, 1) =0 (o bion u, (0, £) = 0), 


o sea, el problema sobre la propagación de una excitación inicial 
en una cuerda con extremo fijo z =0 (o con extremo libre). 

Destaquemos los dos lemas signientes sobre las propiedades 
de las soluciones de las ecuaciones de las oscilaciones, delermina- 
das en la recta infinita. 

4. SI los datos iniciales en el problema de la propagación 
de las oscilaciones en la recta infinita (problema (1) — (2)) son 
funciones impares con respecto a cierto punto xy, la solución 
correspumdiente en este punto zx, es igual a cero. 

2. Si los datos iniciales en cl problema sobre la propagación 
de las oscilaciones en la recta infinita (problema (1) — (2)) son 
funciones pares con respecto a cierto punto xz,, la derivada con 
vespecto a x de la solución respectiva es igual a cero en este punto. 

Demostremos el lema 4. Tomemos el origen de coordenadas 
en calidad do zo, zo = 0. En este caso las condiciones de imparidad 
de los datos iniciales se escriben en la forma 


p (1) = —9 (—2); y (2) = —p (2). 
La función u (x, t), determinada por la fórmula (9), para x = 0 
y t > 0 e3 igual a 
at 


.(0, y LCD a) db 


puesto que el primer sumando es nulo, en virtud de la imparidad 
do y (7), y el segundo es igual a cero, ya que la integral de una 
función impar tomada entre límites simétricos con respecto al 
origen de coordenadas es siempre igual a cero. 

El lema 2 se demuestra análogamente. Las condiciones de 
paridad de los datos iniciales tienen la forma 


p (2) = y (—ad; y (2) = y (—.). 
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Obsérvese que Ja derivada de una función par es una función 
impar: 

q (2) = —q"(—4). 
De la fórmula (9) se sigue que 


uz (0, £) AA 


puesto que el primer sumando es igual a cero en virtud de la im- 
paridad de q” (x), y el segundo, en virtud de que y (7) es par?). 

La demostración que acabamos de hacer se basa, de hecho, en 
la. fórmula de D'Alembert. y no está relacionada con la propiedad 
de que u (x, t) es derivable dos veces. Con esto queda demostrado 
que el lema 1 es válido para funciones cualesquiera que sean repre- 
sentables mediante Ja fórmula de D'Alembert, y el lema 2, para 
funciones del mismo tipo con función y (1) derivable, es decir, 
para las soluciones generalizadas del problema (1)—(2). 

Mediante estos dos Jemas se pueden resolver los siguientos 
problemas: 

se pide hallar la solución de la ecuación (1) que satislaga a las 
eondiciones iniciales 


u (x, 0) = q (2), ) 
uu (zx, 0) = y (2) 
y a la condición de frontera 
u(0, :) =0, t¿t>0 


(primer problema de contorno). 
Consideremos las funciones WD (7) y Y (2%) que son conbinmacio- 
nes impares de q (1) y Y (0), las cuales figuran en la condición (27): 


Ne q (2) para x>>0, 
2 | —G(—zx) para x-<0O, 

ia Y (1) para xr>>0, 
v0=]| —*b(—27) para z<O0. 


+ [v(a) —(—a8]=0, £>0, 


Ó<r< 00, (25 


La función 


a—ol 
D(z+ a + (zx — at) + 4 f Y (ax) dez 
2 2n a! 


1) Estos dos lemas son cunsecuencia de que si las condiciones iniciales 
son pares (o impares). también para ¿>> 0 la función u (2, £, doteeminada 
or la fórmula de D'Alembert, posee la misma propiedad (propyunemos al 
ector demostrar esto). Geométricamenle es ovidente que una función 
continna impar yv la derivada de ana función par derivable son ignunlos 
á cero para x = 0, 


u(x, t)= 
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está definida pura todas las r y ¿> 0. En virtud del lema 1, es 
u (0, ) =0. 


Además, esta función satisface, para ¿=0Oyz > O, a las siguien- 
tes condiciones iniciales: 


u(=,0)=0 (== (0), 
Us (2, 0) = Y (8) =* (0, 
De este modo, considerando la función obtenida u (x, t) sólo 
para > 0, £ > 0, obtenemos una función que satisface a todas 
las condiciones del problema planteado. 
Volviondo a las funciones originales, podemos escribir 


p (zx + at) + p(z — al) 
2 


z> 0, 


+ 


xtat 


+. 3 1() da para <=. z> 0, 


9let an —qlat a) 
2 


ur, h= 


+ 


ax bot 


+. í (02 da para >, 2>0. 


En la región t <z , la influencia de las condiciones de frontera 


no se deja sentir, y la expresión para u (z, £) coincide con la solu- 
ción (9) para la recta infinita. 
Análogamente, si para x = O tenemos un extremo libre 


u, (0, :) =0, 
tomando la prolongación par de las funciones q (2) y y (x) 


p (1) para z=>>0, 
A para z=<0; 


P(x) para z>0, 
vo=[10, para z<O0, 


se obtiene la solución de la ecuación de las oscilaciones 


DETITDE>m e 1 "Y (a) de, 


Tr, bl= 
NE 2 2a x2at 
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o bien 
x+at 
e a pdÉ, 
2 La x“at E 
ata que] EFE 


xernt 


at—x 
+ 22! ) Y (0) de + $ Y (a) de] para >= 


que sulisface a las condiciones iniciales (2) y a la de frontera 
Uz (0, t) = 0 en la región z > 0. 

En lo sucosivo, al resolver diferentes problemas, tendremos 
que utilizar con frecuencia el mótodo de continnación a una 
región infinita de los datos inicirles, dados en cierta parle de 
esta región. 

Por esto, formularemos una vez más Jos resultados obtenidos, 
en forma de las dos reglas siguientes. 

Para resolver el problema en la semirrecta con condición de 
frontera u (0, €) = 0, hay que continuar los datos iniciales a toda 
la recta en forma impar. 

Para resolver el problema en la semirrecta con condición de 
fronlera ux (0, t) — U, hay que continuar los datos inicialcy a toda 
la recta en forma par. 

Veamos dos ejemplos. Supongamos que los datos iniciales en 
la semirrecta fija en - = 0. son diforentes de cero sólo en el inter- 
valo (a, b))0<a<b, en el cual la desviación inicial, dada 
por la función q (7), es un triángulo isósceles, y y (x) = 0. La 
solución de este problema se obtione continuando los datos inicia- 
les en forma impar a loda Ja recta. El proceso de propagación 
de las ondas está representado en la fig. 13. Al principio, el pro- 
ceso ocurre igual que en la recta infinita. La desviación dada 
se divide en dos ondas, que se mueven en sentidos diforentos con 
velocidad constante. Esto continúa hasta que la semionda que 
va hacia la izquierda Jlega nl punto - = 0 (fig. 13). En este momen- 
to por la izquierda (x < 0), en donde tenían lugar procesos aná- 
logos, llega al punto z =— 0 la somionda con «fase opuesta». En los 
momentos subsiguientes, liene lugar la reflexión de la semionda 
en el extremo fijo. Esto se representa detalladamente en la fig. 13. 
El perfil de la onda que se refleja se acorta, las desviaciones desa- 
parecen, luego éstas aparecen con signo opmesto y, por fin, la 
semionda reflejada va bacia la derecha tras la semionda que 
partió en dicho sentido con la misma velocidad. Dc este modo, 
cuando una onda se refleja en el extremo fijo de una cuerda, su 
desviación cambia de signo. 
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Consideremos el segundo ejemplo. Supongamos que cn la 
semirrecta r >0, fija en » = 0, la desviación inicial es ¡igual 
a cero on todas partés, y la velocidad inicial y (7) es diferente 
de cero sólo en el intervalo (x,, 22) (0 <zx, < xa), y en éste 
y (x) = const. Continuemos en forma impar los datos iniciales. 
De cacla intorvalo (x%,, 22) y (— 2, —%2) Se propagan desviaciones 
semejantes a las representadas en la fig. 14. Como se ve en el 
dibujo, al comienzo en la región x>>() el proceso transcurre 
igual que en la recta infinita. Luego tiene lugar la reflexión en 
ol punto fijo y, al fin, la onda con perfil en forma de trapecio 
isósceles se mueve hacia la derecha con velocidad constante. 

El estudio do la roflexión en un extremo libre se efectúa 
en forma análoga, sólo que los datos iniciales «Leben ser continua- 
dos en forma par, de modo que la reflexión de una onda en un 
extremo libre tendrá lugar no con fase cambiada, sino con la 
misma fase. 


Hemos considerado los problemas con las condiciones de fron- 
tera homogéneas 


u (0. ) == q (19 =0, 
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MO 
u 31 EE 


us A Fig, 14 


0 


o bien 
Ux (0, £) =v (2) =0. 


En el caso general de condicioues de frontera inhomogéneas, la 
solución se representa en forma de suma, cada sumando de la 
cual satisface sólo a una de las condiciones planteadas (o a la de 
frontera, o a la inicial). 

Ahora resolveremos la ecuación con condiciones iniciales 
nulas y con condición de frontera dada: 


u (x, 0)=0, us (x, 0) =0, u (0, 0=w(0, £¿>0. 

Es evidente que cl régimen de frontera generará una onda que 
se desplazará a lo largo de la cuerda hacia la derecha con veloci- 
dad a, lo cual nos indica la forma analítica de la solución: 

u (xr, )=f(x — al). 


Determinemos la función f a partir de la condición ce frontera 


e (0, 1) =/(— at) = p (2), 


10=0(-2). 


de donde 


8—1043 
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Fig. 16 


de manera que 


iia) 


Sin embargo, esta función está definida sólo en la región x — 
— at £ 0, puesto que y (£) está cofinida para £ > 0. En la fig. 45 
esta región se representa por la parte rayada del plano de fases. 

Para hnllac ú (x, €) para todos los valoros do los argumentos, 
continuemos la función u (£) a los valores negativos de ?, haciendo 
p (2) = 0 para ¿ < 0. Entonces, la función 


u (7, t)= n(.-2) 


estará dofinida para todos los valores de los argumentos, y Satis- 
fará a las condiciones iniciales nulas. 

La suma de esta función y de la función (23), definida al 
comienzo del presente punto, es ln solución del primer problema 
de contorno para la ecuación homogénea de Jas oscilaciones. Para 
la cuerda semiacotada, se tiene: 


EDIC 
2 
x+at 


1 x 
+ ASS do para a : 


IN E O POTES 


(24) 
+ 


x+al r 


1 | 
l + 7 a (u) da para t >=. 
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Análogamenle se puede determinar la solución del segundo 
problema de contorno. Para el tercer problema de contorno véase 
ól p. 9, pág. 92. 

Aquí nos limitaremos a la resolución del problema de con- 
torno para la ecuación homogénea de las oscilaciones. 

Para la resolución de Ja ecuación no homogénea véase el p. 9. 


-—T. Problemas para un segmento acotado. Estudiemos los pro- 
blemas de contorno para el segmento acotado (0, ¿). Buscaremos 
la solución de la ecnación 


que satisface a las condiciones de frontera 


u (0, ) = u (0. | ia 
ell, 1) ud) cl 
y a las condiciones inicinJes 
u (e, 0) = q (2), 
te, (7, 0) = 4 (x) 057< 1 


Consideremos previamente el caso de las condiciones de fron- 
tera homogéneas 


u (0, 1) = u (l, 1) =0, 
Buscaremos la solución del problema, en este caso, por el método 


de la continuación. suponieudo la posibilidad de la siguiente 
representación: 


. A 0% x+n? 
u (7, A 2 ds AC en Es e + 3 : Y (a) da, 


donde Dd y Y son funciones que debemos determinar. Las con- 
diciones iniciales 
u (7, 0) = D (2) = p (2). 
u, (2, 0) = Y (1) = y (2) 
determinan los valores de Y) y Y en el intervalo (0, 1). 

Para satisfacer a las condiciones de frontera nulas, exijamos 
que las funciones 0D (.c) y Y (7) sean impares con respecto a Jos 
puntos == 0 y e =- 1: 

Dd) = —0 (—). Did = —0 (21 — 2), 
Y (7) = —Y (—=2), Y (7) = —Y (21 — 2). 
Comparando estas igualdades, obtenemos: 
OD (2) = D(4 F2D (2 = —z) 


) 0<z<Zl 
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Fig. 16 


y lo mismo para Y (+), es decir, P y Y son funciones periódicas 
de período 21. 

No es difícil de ver que las condiciones de imparidad con 
respecto al orígen de cuordenadas y las condiciones de periodi- 
cidad determinan las coutinvaciones de (DD (x) y Y (7) a toda lu 
recta —o00 < zx < 00. Sustiluyéndolas en la fórmula (9), oblene- 
mos la solución del problema. 

En la fig. 16 están reunidos cl plano de fases (x, £) y el plano 
(x, u), en el cual está dada la desviación inicial y su continva- 
ción. En el plano de fases se han rayado las bandas. dentro de las 
que la desviación es distinta de cero (véase Ja fig. 7). Los signos 
de más y menos dentro de estas bandas indican ol signo (la fase) 
de la desviación (en forma de triángulo isósceles). Utilizando este 
dibujo, es fácil imaginarse el perfil de la desviación de la cuerila 


¿ 5 2l 
en cualquier momento £. Así, en cl momento t = e oblenemos 


desviaciones que coinciden con las iniciales. De esta manera 
la función u (x, t) será una función periódica con respectu a l 


con período T = a (véase la pág. 108). 


Estudiemos ahora el problema de Ja propagación del régimen 
de frontera. Buscaremos la solución da la ecuación 


Un == AU, 
con las condiciones iniciales nulas 
u (27, 0) = y (2) =0, 
uy (e, 0) =wy (1) =0 
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y las condiciones de frontera 


Ad 


u(l, )=0 40 


De los resultados de) p. 6 se deduce que para t < >, la solución 
será la función 


u(z, o=ñ(:-2), donde no =| aa ese 


Sin embargo, esta función no satisface a la condición de frontera 
u(1, 1) =0 para ¿> >. 


Tomemos la onda «reflejada», que va hacia la izquierda, y tiene 
a E ENS : 
para z==]1 una desviación igual a y (t — 2) Su expresión ana- 


lítica está” dada por la fórmula 


es la solución de la ecuación para t < = , 


_ Continuando este proceso, obtenemos la solución en forma de 
la serie 
E 2nl zx aa 2n1 z 
u(z, )= » (e BL 2)- y e, 2) (25) 
na a n a a 


a =el 


que contiene (para cada t fijo) sólo un número finito de términos 
distintos de cero, puesto que con cada nueva reflexión el argu- 


mento disminuye en = , y la función y (£) =0 para £<0, El cum- 


plimiento de las condiciones de frontera se verilica directamente. 
En efecto, hagamos x = 0 y separemos de la primora suma el 
primer sumando, para n = Ó, que es igual a y (1). Los demás 
3umandos de ambas sumas, qué corresponden a igualos valores 
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de nr, so simplifican entre sí, esto deimuustra que u«(O, £) == 
= u (1). 

Sustituyendo r por 1 — 1 y cambiando, de acuerdo a cesto, 
los límites de sumación, transformemos la primera suma a la 
forma 


a a 


Haciondo ahora z = [, nos convencoraos de que los sumandos de 
ambas sumas se simplifican entre sí?). 
La fórmula (25) tiene un sentido Físico sencillo. La función 


5(+-s) 


representa la onda que se genera por el régimen de frontera para 

z =0, independientemente de la influencia del extremo x= = 

= 1, como si la cuerda fuese infinita (0 < z < 00). Los sumandos 

restantes son las reflexiones sucesivas en el punto fijo xz = l 

(segunda sima) y en ol extremo == 0 (primera suma). 
Análogamente, Ja función 


(e, )= Y EA 


n»”-0 a rr 


a A E) 
ce 


a 


da la solución de la ecuación homogénea con condiciones inicia- 
les nulas, u (x, 0) = 0, u, (z, 0) = 0, y las condiciones de fron- 
tera u (0, £) =0 y u(l!, t) = p (t). No nos detendremos en la 
demostración de la unicidad del problema considerado y la depen- 
dencia continua de la solución de las condiciones iniciales y de 
frontera. 


8. Dispersión de las ondas. La ecuación de las oscilaciones 
do la cuerda u,¿ = adu,, admite una solución en forma de la onda 
u ex: f(x + at), de forma arbitraria. La ecuación general de 
tipo hiperbólico con coeficientes constantes 


Up == Pri TI F4$ bjuq-+ byu 4 cul = 0 (26) : 


2) Las condiciones inicialos también se verifican directamente, puesto: 
que los argumentos de todas las funciones son negativos para t = 0, y la 
exprosión (25) para t=0Q es igual a coro. 
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se reduce, medianto la sustitución indicada un el cap. | £ = 
= uer*+ut, donde p = —U,5b,. A = —0,5b,/a?, a la ecuación 


li — AU peu = 0, (27) 


donde e = c + (b,/2 — (b2/2a)?. Demostremos que la ecuación 
(27) no admile soluciones en forma de una onda arbitraria para 
ce 0. En efecto, sustituyendo u = f (x — a£) en (27), se halla 
af” — af” +- ef = 0, de donde, en virtud de ser f arbilraria, 
se deduce que e = O. 

Un impulso o señal do cualquier forma puede ser represen- 
tado, mediante el desarrollo en integral de Fourier, en forma 
de superposición de ondas armónicas de la forma 


7 (r, t) 2 e' OEI. 


donde «w es la frecuencia, k —= 2x4 os el número de onda, y A, 
la longitud de onda. 

La velocidad con la que la fase de la onda a = wi — kz 
se desplaza en el ospacio se llama velocidad de fase de la onda 
y es igual, evidentemente, a yv = m/k, Si la velocidad «de fase 
de una onda armónica depende de la frecuencia, se dice que hay 
dispersión de la onda. En oste caso, las componentes armónicas 
de la señal se entremezclan, a resultas de lo cual el perfil de la 
señal se deforma. 

Es evidente que si la ecuación no admite soluciones en forma 
de ondas de perfil arbitrario, la velocidad de fase de una onda armó- 
nica dependo de Ja frecuencia, es decir, tiene lugar la dispersión. 

Demostremos que para la ecuación (27) tiene lugar la disper- 
sión para c +0. Sustiluyendo en (27) u = e*te! a. obtenemos 
la ecuación que liga a u y £: 


oia? e =0. 


De aquí se deduce que Ja velocidad de fase 


ya 
kk y oe 


depende de la frecuencia. Bajo la condición c = Ú, es decir, 
para la ecuación de las oscilaciones de la cuerda «¡, = aus, 
v=a mo depende «do la frecuencia, y no hay dispersión. La con- 
dición c = 0 se lama lambhién condición de ausencia de defor- 
mación. 

Como na consideremos la ecuación telegráfica (véase 
el $ 1, p. 4) 


ix = Clin (CR + LG) i, + GRi. 
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Haciendo i= ue“, donde p =0,5(CR 3- GDYCL, ottenomos 
para u la ecuación E 
Usz = CLu;, + cu, 


doude e = —(CR — LGY/4. De aquí se aprecia que para CR + 
+ LG la señal se transmito por el cable con deformaciones, puesto 
que tiene lugar la dispersión de las ondas. La condición 

R G 


CR =LEG, o bien —=-— 
E C 


se llama condición de ausencia de deformaciones en la línea. En 
este caso, la ecuación telegráfica admite una solución en forma 
de la onda amortiguada 


di R G 1 
ix, t=e "f(z—atl), y =— mum —, (==, 
L € LC 


donde fÍ es una función arbitraria. 

La ausencia de la deformación de las ondas en su propagación 
por el cable tiene una importancia fundamental para la comunica- 
ción telegráfica y telefónica en grandes distancias. 


9. Ecuación integral de las oscilaciones. Al deducir la ecuación dife- 
roncial de las oscilacionos (5) en el $ 1, partimos de la ley de la conservación 
de la cantidad de movimiento, la que nous dio la ecuación de las oscilaciones 
en la forma integral (3). Para pasar de la ecuación integral a la diferencial, 
supusimos que la función u (x, t) tenía derivadas segundas. Cada hipótesia 
que so hace sobro la limitación de ln clase de las funciones consideradas me- 

iante cierta propiedad, significa renunciar y estudiar las funciones que no 
poseen la propiedad considerada. De este modo, al pasar de Ja ecuación 
ntogral de las oscilaciones a la diferencial, excluimos de la consideración 
los procesos ozcilatorios que no satisfacen a la condición de ser derivables 
dos veces. 

Mostremos que toda la teoría se puode desarrollar en la clase de las 
funciones continuas y derivables a trozos, partiendo de la ecuación integral 
de las oscilaciones 


2 
Y 1). (ar), J00= 
[0 a) Je | ra (28) 
vI *1 Y 


A esta ecuación se le puede dar la forma siguiente. Consideremos nn el plano 
(z, £) la región G, delimitada por la curva € lísa a trozos!) y demostremos 


1) Es decir, la ecuación paramétrica de la curva es derivable a trozos. 
(N. del T.) 
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que para esta región tieno lugar la relación integral 
| ( E E de) + F dxdt =0 (29) 
A Po dz e: 


Para un medio homogéneo, esta fórmula toma la forma 


/ arq E di) + ¡$ f dz dt=0 (1=5)- (29) 


Si la curva C cs el contorno de un rectángulo de ladus puralelos a los ojos 
de coordenadas, la fórmula (29) coincide con la (28). Si la curva C' está for- 
mada por truzos paralelos a los ejes, la rogión G se puede representar como 
la suma de rectángulos. Sumando lay integrales de contorno que correspon- 
den a cada uaado, ubtenemos que los sumandos que responden a las Íron- 
teras internas se simplifican, puesto que la integración se efectúa en sentidos 
opuestos, y los sumandos restantes dan la fórmula (29). Supongamos ahora 
que la curva C contiene arcos € que no son paralelos a los ejes ni son líneus 
e discontinuidad del integrando. Tomemos una red de lados paralelos a 
los ejes coordenados y tomemos las casillas de la red que se intersecan con 
la región G. Denotemos por (+? el conjunto de cstus casillas, y por C*, la 
frontera de la región G*. La fórmula (20) es aplicable a G?”. Pasando al límito 
cuando las proporciones de la red disminuyon, no es difícil cerciorarse de 
la justeza de la fórmula (29) para la curva límito C. 
En efecto, el primer sumando de la fórmula (29), aplicado a la rogión 
G*, está Jormado por sumandos del tipo 


' Diz. Qdx, Oo biun | Dd (z, £) al, 
Cn Ca 


donde >? (2, £) es una función cuntinua, y Ca, el arco del contorno €'* que 
aproxima al arco € ifig. 17). 
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Seca € — £,, (e) la ecuación de la curva Cray! — t (2), la de la curva €. Es 
evidonte que 4, (x) converge uniformemente hacia £ (7), y que 


b 7 
lím | DM [z, ta 11] de - Ñ Wir, t(2)] dz, 
n— 00 S vé 


lo que demuestra la legitimidad del paso il límitely. 

Si la curva C contlone srcos que son líneas de discontinudid del into- 
gtando, la fórmula (29) conserva su valeduz, si Se toma como valor del inte- 
grando su valor límite desde el interior de la región G. De esta manera, 
queda demostrada la justeza de la fórmula integral (29). 

Consideremos el problema siguiente: 

hallar la función «(u, t), determinada y lisa a trozos cn la rcgión— 
= 0 <= 0, € 0, gue satisface a la ecuación 


y ón 
JE 2 =0 29' 
$ (5 d+ a E de) | IN Fiz, ty dz di (239) 
n € 
y a las condiciones iniciales 
ma, (0) — sp (2), 
tu (t, 0) | E, 
donde q: (+ cs una función lisa a trozos, y y: 1%) y f (<, t) son continuas a 
trozos. Aquí € es un contorno arbitrario liso a trozos, quo se hallo en la 
región í 0. Demostremos que este prohloma tiene solución única, la cual 
so determina por la fórmula de D*'Alembort. 

Supongamos que Ja función e (z, 1) es la solución de nuestro problema. 
Consideremos el triángulo ARM (fig. 18) que se apoya en el eje £ = 0, con 
vértice en el ¡unto 24 (<x, £), con lados que son segmentos de las caracteria- 
ticas 7 — at = cunst y z --: at — const, y apliquémosle la fórmula (29). 


A lo lurgu dol seginmento AM tiene lugar la igualdad 7 = 4, de inodo que 


On du du On 
— P- 3 ——_» HZ a |. mom SS 
5 dra Óz dt=a ( 7 dt | dx dz) edu. 
A lo largo del seginento MB tiene lugar la igualdad _ = — a, de forma que 
du du da du 
dí dz-4-a dz dt “ia dt + SE dz) a du. 


Por lo tanto, la oxprusión bajo el signo vta dls a lo largo du las caracleria- 
ticas es una diferencial total. Efectuiido la integración a lo lurgo de los 
segmentos BM y MA, obtenumos: 


M 

9 9 
j (Gata Se ar) = —a[u(M)—u (B)), 
43 


A 
du y, 94 e 
j Ep da a de) a (u A) — (M0), 


1) Como dx = 0 en los seginentos verticales de la quebrada C,,, en esta 
fórmula 1 =*, (1) es la ecuación de los soguentos horizontales de la 
curva C,. 
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t É 
M 
Mz) 
A 
A 8 
z 
x-0at +al :l A 8 
Fig. 18 Fig. 19 


de mavera que Ja fórmula (29'”) toma la forma: 


FP 
2 2D era) 0) [dz de, 
A 1B 


ot 
o bien 
ufo, Y Ll (x— at) + 
: x+a! Lo apalt—v) | 
er j p(3):1E > En ! dt j 16, ud. (30) 
:—al Ú x—a(t-v 


Do esto modo, sí la solución del problema plunteado existo, ésta se detormina 
unfvocamento por zus valores inicialoz. En el caso de una ecuación homogénea 
(/ = 6), esta fórmula coincida con la de D'Alemhert. De aquí se deduce el 
teorema de unicidad para el problema considerado. 
No es difícil de comprobar, modiante sustitución directa, que una fun- 

clón del Lipo 

1 aq a(t—í) 

u(z, 1)=f, 17 4- at)-E f2 (2 —at) + jac j ls (3 m dE, 
0 x—a(t- YT) 


dondo f, y fz sen funciones lisas a trozos, y fy es una función contirmna a tro- 
zos, sutistace a la vcuación (28) y, por consiguiente, a la (29'). Eslo demues- 
tra el teorema de existencia. Las soluciones de los problemas considerados 
en el p. 3 como ejemplos, son funciones lisas a trozos y se abarcan por la 
teoría expucsta. 

Consideremos ahora «l primer problema de contorno en la semirrecta. 
Buscaremos la solución del problema (29) en ciorto punlo M (zx, t) paru 


t> = (fig. 19), ya que on la región ¿ << = (dohajo de la caracleriística r = at) 


la influencia del régimen de frontero es nula, y la solución se delermina por 
la fórmula (30). Apliquemos la fórmula (29%) al cuadrilátoro MAA”*B, on el 
cual MA, MB y AA' son segmentos de curacterísticas. Efectuando la inte- 
gración a lo largo de las caructerísticas MA, AA” y BM, se obtiene: 


li 
2au (My) = Lau (4) + au (B) —au (4) + j da j ] Í dx dt. 
A MAA'B 
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Sustituyendo aquí Jas coordenadas de los puutos M, A, B y 4", tendte- 
mos: 


dy — E 
ulz, l=4u (o, A 
4 al ! x+a(t—1) 
| Ou 1 
Ta | E di + 37 far | f(, uv eE, 
EA 0 tx—a(t-wl 
o bie" 
nix, N=yu (:- 2) E E 24 tal — Y) + 


xtat ! a+al—T) 


1 1 z 
37 j Y (5) dE +37 | dí f FE. val (1>) - (131) 
al 1) ¡x—«0t—)) 
De (31) se sigue directamente la unicidad de la solución del problema con 
siderado. 

Para f = Ú estu fórmula, como nv es difícil observar, coincide con la 
(24) del $ 2, p. €. dr ¿rones sa estudia también el segundo problema de 
contorno, usí como tembién Jas problemas para el segmento acotado. 

Al estudiar el primer probloma de contorno, hemos visto que la formu- 
lación de las dos condiciones iniciales 


e (2, 0) = qp (2), u, (x, 0) = y (2) 
y la condición de frontera 
y (1, £) == u (£) 


es suficiente para la determinación completa do la solución. De aquí se 
deduce que debe existir una relación que ligue las funciones q, Y, Hp y v. 
na dl (1) m7 U, (0, t). Derivando la fórmula (31) con respecto a x y haciendo 
z = (0, se obtiene: 


v)= +19 (a) — Ip" (11—aq" (ab), (32) 


donde se hizo f = Ó para mayor sencitloz. Utilizando la fórmula (32) se 
puede, por ejemplo, reducír el tercer problema de contorno al primero. 


10. Propagación de las discontinuidades a lo ! de las característi- 
cas. Estudiemos ahora las discontinuidades de soluciones arbitrarias de la 
ecuación (29). Demostremos que las líneas de discontinuidad de funciones 
cualesquieru u (z, €) que satisfagan u la ecuación (29), pueden ser sólo líneas 
do las familias de características 


z — at = qunst, 1 + af = const. 


En efecto, supongamos que cierta curva dorivable, que se determina por la 


ecuación 
== z(1), 


es línea do discontinuidad de las derivadas de una función « (r, t) continua 
arbitraria, derivublo a trozos. Supongamos, para fijar ideas, que x (t) es 


£ 2. METODO DE LA PROPAGACION DE LAS ONDAS 93 


aña función creciente. Apliquemos la fórmula (29% al rectángulo ABCD 
ig. 20): 


du du Ón ón 
—— de L- 43d —— ¡O Pa = 
j ( EY dx--a dE dt) + j G d+ de) O, 
BAJFAD DCFCRB 


osí como también a los triúngulos curvilíncos 4, =BAD y A2= BDC: 


du dui du On 
— iy Le. gd —— Pci ER y Ae —i) 
¡ (Se az es a+ 4 (rs - q ),n a 
D 


tx 
BAFAD 
du Ju du 6u 
-—— > o] o. — —— , a? SE) £ —(, 
| Td Se de) (Fr+ E 50 
DPC+CB DB 


donde los paréntesis (_ );,2 indican que hay que tomar los valores límite 
desde dentro de los triángulos A, y A». Restando de la suma de las últimas 
dos igunldades la precedente, se obtiano: 


PU y 5) AS e. 222) Vara 
DR 
o, €u virtud de que el arco DB es arbitrariamente pequeño, 


a] -p a [E] 0, (335) 


donde, como de costumbre, mediante corchetes se indica lua magnitud de 
la discontinuidad de la función: 


UM =f.—t1- 


Tomemos la derivoda respecto n t del valor de la función rtz, t) a lo 
largo de la línea de discoitinuidad de las derivadas: 


d Ju ó du AO E 
TA t= (5), 2 + (), ti =i1, 2); 


como valores de las derivadas se pueden tomar los valores límito tanto 
desde A, como desde A3. La diferencia de los segundos miembros para 


iz=1f e i=2 da: 
(Je [2J ue 
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Comparando esta igualdad con la (33) y suponiendo que por lo menos una 
Ñ Il du "On" eii a 

de las discontinuidades 5) ; dz es distinta de cero, se aprecia que 

estas igualdades se cumplen simultáneamente si el doterminarnto de este 

sistema es igual a coro: 

rr qa 


== ¡ST 20, 
1082 17) a 


o hen 
r=—=-+at—ceonst, 


De esta manera, las línene de discontinuidad do las derivadas de la solución 
de la ecuación de las oscilaciones son características. 


EJERCICIOS 


1. Dibujar el pertil de la cuerda para distintos rnomentos 
de liempo en los casos siguientes" 

TI. Cuerda no acotada (—00 < £-: 00). 

a) la velocidad inicial es igual a cero (y (3 = 0, y el perfil 
inicial de la cuerda esta dado en furma de la fig. 21; 

h) ta desviación inicial cs igual a coro, y la velocidad micisl tic- 
ne an valor constante, »¿ (x, () = yo en el segmento de la cuerda (x,, 
La) y eS igual au coro fuera de este segmento; 

cY las condiciones iniciales tienen la forma 


y para <c, 
h 

q (a) =0, y (2) — 73 t l2e—x) para ec xr< Ze, 
Ú para z > 2e. 


M. Cuerda semiacotada (0 < zx < 00). 

e la velocidad inicial es iguul a coro (y (2) = 0), y la desviación 
inicial tiene la forma del tringulo represcutado en la fig. 21. 1 
extremo de la cuerda estú fijo; 

ei el mismo problema para la cnorda con el extromo libro <= tr; 

D) las condiciones iniclales tienen la forma 


0 para 0O<X<z<e, 
q (x)=0, mo) Yo==coust paran << de, 
0 para z > 2c; 


el extremo de la cuerda z = 0 está fijo: 

g) el mismo problema para la cuerda con el oxtroemo libre r — u. 
El porñil do la cuerda para todos los problemas a) — yg) debe dibujarze 
para los momentos do tiempo 


[+ 
tp=0, ta= 7 + (kan 1, 2 ...:18). 
Indicar para los problemas a) — g), en el plano de fases (z, t), las 
zonas que corresponden a diferentes olapas del proceso. 


2. Hallur la solución del problema 1 a) para todos lus valores 
de las variables zx y t (las fórmulas que expresan la [función u (z, £) 
son diferentes para distintas zonas del plano de fases). 
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u 


uz, E 
sl Fig. 21 


£ z 
A, L2 


3, Determinar la desviación en cierto punto Yo, to, utilizando 
cl plano de fases (r, 1) y el plano (z, u), en el cual (fig. 21) están da- 
das Jas desviaciones imeiales DN — (1, tanto para el caso de la cuerda 
o cen como paro el de la cuerda semiacotada con extbromo fijo 
Y libro). 


4. En el comienzo de un tubo cilíndrico largo, lleno de gus, hay 
un pistón que se mueve según una ley arbitraria x = f (£), con volo- 
cidad v =f' 141) < a. La desviación inicial y la velocidad do Jas pnr- 
tículas del gas son iguales a coro. Hallar el desplazamiento del gas 
en el corte de abseisa x. Considerar cl caso en que el pistón se mueve 
con velocidad constante e - « ¿Qué se puede decir sobre la solución 
del problema, si a partir de cierto momento la velocidad dol pistón 
Os ty > e? (véase el Apéndice € del cap. 1D. 


$. Supongamos que per una cuerda no acotada corre una onda 
utx. t) =] (2 — ab). Tumar el estado de la cuerda en el momento 
t -— 1) como inicial y resolvec la reuación de las oscilaciones bajo las 
condiciones iniclales respectivas. Compárese con ej ejercicio la). 


6. So ha obtenido una bacra elástica ilimitada, unendo un cl 
punto == 0 deus byrras con las curncterísticas 


TA 
ki, Py, di = y TE para -<0, 
e 


hz 
a 


a) Supongamos (que desulu la región z< 0 corre la onda 
XxX 
XL, lt)... t=— 
ul ) / ( 3 ) , 


donde f es una función dada. Hallar los coeficientes de reflexión y de 
rofracción de la onda al pasar pon el punto de unión (x=: Uy. Establo- 
cer bajo qué condiciones no hay onda reflejada. 

b) Resolver um problema análogo, si se da la desviación local 
imucial 


Kyo, Dy. Ma — pora <>, 


Ó pura z< 2zy, 
uix, 04 q (rx) para 2 < 1 zx2<0, 
Y para 2 > 2, 
y Si la velocidad inicial os igual a coro. 


7. Supongarnos que en circta punto de la cuerda e = 7p se ha col- 
gado un peso de masa 4, y que desde la región r -< U corre la onda 


* 


. y 
ntr, ==] (— 7) eN 


Hallar las ondas refractada y reflejada. 
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Fig. 22 


8. Un tubo semiacotado (« :> 01, lleno de gas ideal, tiene en el 
cxlrema z = ( un pistón que se mueve libremente, de masa M. En 
el momento de tiempo ¿ = 0 al peón se le ímprimo una velocidad 
inicial y mediante un golpe. lallar el proceso de propagación de la 
onda en el gas, si se sabe que las desviaciones iniciales y la velocidad 
inicial de las partículas del gas son iguales a cero. 

Indicación. Considerar la solución de la ecuación de las oscila- 
ciones en la región z > U. Utilizar la condición de frontera 


MU (0, t) = SYPU (0, 5 
(Vo es la presión inicial del gas, S, Ja superficie del corto transversal 


e XK - . la 

del tubo, y = —- y Jae condiciones insciales en la frontera u (0, U) = 
Dv 

—, te (0, U) = Po. 

Y. Úna cuerda infinita, que tiene en el punto z = 0 una masa 
concentrada M, se halla on estado de equilibrio. En el inomento in- 
cial de tiempo € ==: O se le imprime a la masa una velocidad inicial 
ty golpeando con un martillito. Demostrar que en el momento do 
tiumpo 2 >0 la cuerda tieno la forma indicuda en la fig. 22, donde 
My (2. € y un (<, €) so delersunan por las fórmulas 

<T 
Mavo ez an) 
gr Uta 


ate b= 
di para z—al < 0 (onda directay. 


O para z—at > 0; 


: at 
qa dan 
í Mavo l1—e al A 1 ] 


27 
f)= : 
a la, 1) Í para z—at < 0, (onda inversa), 
0 para r—at >0. 
Indicación. Utilizar la condicion 
du, e. uy , e du; dua 
M == (0, t=M 7 (0, t)= T dr (0, ty—T (0, t). 


10. Resolver el teria de la propagación de las cscilaciones 
eléctricas en un cable infinito bajo la coudición 


GR 
CTT 


y bajo condiciones iniciales arbitrarias. 
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11. Hallar la solución de la ccuación integral de las oscilaciones 
pora una cuerda sumiacotada con condiciones de Íruutera de tercera 
especie (véase el p. 9). 

12. En el extremo x=0 do una barra semiacotada se ha asegurado 
una membrana, que ejerco una resistencia a las oscilaciones longitu- 
dinales de Ja barra proporcional a la velocidad u, (0, £Y. Hallar el 
proceso pi ADOS si se dan las desviaciones iniciales y si u, (x, 0) = 
= xy (2) =0, 
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1. Ecuación dej las oscilaciones libres de una cuerda. El método 
de separación de las variables, o método de Fourier, es uno de los 
inétodos más generalizados do resolución de ecuaciones en deriva- 
das parciales. Expundremos este método para el problema sobre 
lag oscilaciones de una cuerda fija en sus extremos. Estudiaremos 
la resolución del problema indicado con el mayor detalle, y en el 
desarrollo ulterior del curso nos referiremos a oste parágrafo, 
omitiendo la repetición «de Jas demostraciones. 

De cste modo, buscaremos la solución de la ccuación 


Uy = atuzz, (1) 


que salisface a las condiciones de frontera homogéneas 


u(0, )=0, u(., $ =0 (2) 
y a las condiciones iniciales 
u le, 0) = v(, ) 
y (x, 0) = y (2). (3) 


La ecuación (1) es lineal y homogénea; por esto, la suma «de solu- 
ciones particulares os también solución de esta ecuación. Si 
se tiene un número de soluciones particulares suficientemonte 
grande, se puede probar, sumándolas con ciertos coeficientes, 
ballar la solución buscadn. 

Plantearemos el problema auxiliar fundamental: 

hallar la solución de la ecuación 


UIT = Az, 


que no sea idénticamente nula, satisfaga a las condiciones de 
frontera homogéneas 


Yu (0, t) = O, 
u(1, 0y=0 | Sl 


7—1043 
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y se represente en forma del producto 
ul(z le) =X (m7 (1), (5) 


donde X (1) es una función sólo de la variable zx, y 7 (t), una 
función sólo de la variable t. 

Poniendo la forma supuesta de la solución de (5) en Ja ecua- 
ción (1), se obtiene: 


n=, 
a 


o bien, luego do dividir entre XT, 
X”" (x) 1 17(1) 
E IS e 
Xin «e T() (0) 


Para que la función (5) sea solución de la ecuación (1), la 
igualdad (6) debe satisfacerse idénticamente, es «decir, para 
cualquier valor de las variables independientes 0 <xr<l, 
t> 0. Il segundo miembro de la igualdad (6) es una función 
sólo de la variable £, y el primero, sólo de x. Fijando, por ejemplo, 
ciorto valor de z y variando £ (o al revés), se obtiene que ambos 
miembros de la igualdad (6) se mantienen constantes al variar 
sus argumentos: 

ES 0 


donde A es una constante, que se toma con signo menos para como- 
didad de los razonamientos subsiguientes, sin hacer con esto 
ninguna stiposición sobre su signo. 
De la relación (7) se obtienen las ecuaciones diferenciales 
ordinarias para la determinación «e las funciones X (.x) y T (t) 
X" (1) +44X (1) =0, X (5) q 0, (83) 
T" (1) +4a tuT (1) =0, T (t) qu 0. (9) 
Las condiciones de frontera (4) dan: 
u (0, t) = X (0) 7 (t) =0, 
u (1, t) =X (1) 7 (t) =0. 
De aquí se deduce que la función X (2) debe satisfacer a las con- 
diciones complementarias 
X (0) = X (1) =0, (10) 
puesto que si no tendríamos que 
T(0=0 y u(zr, )=0, 
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mientras que el problema consiste en hallar la solución no trivial. 
Para la función T (£) no hay ninguna condición complementaria 
en el problema auxiliar fundamental. 
Do este modo, con respecto a la determinación de la función 
X (1) se obtiene el problema más sencillo de los valores propios: 
hallar Jos valores del parámetro A, para los cuales existen 
soluciones no triviales del problema: 


X"+4X=0, ) 
X (0) = X (1) =0, 


así como también hallar dichas soluciones. Tales valorca del pará- 
metro 4 se llaman valores propios, y las soluciones no triviales 
que les corresponden, funciones propias del problema (11). El pro= 
blema enunciado de este modo se llama a menudo problema de 
Sturm-Liouville. 

Consideremos por separado los casos en que el parámetro A. 
es negativo. igual a cero o posilivo. 

1. Para A < 0 el problema no posee soluciones no triviales, 
En efecto, la solución gencral de la ccuación (8) tiene la forma 


(11) 


ao=ca "BO e 
Las condiciones de frontera dan: 
X (0) = C1 -+ C2 =0; 
XxX (1) == C,e” + Cen? —= Í) (a = LV —A). 
es decir, 
C, = —(C, y CE, (e? —e )=0, 
Pero, en el caso considerado, a ex real y positivo, de forma que 
e — e 0. Por esto, 
Ci =: O, Co == 0 
y, por consiguiente, 
X (7) == 0. 


2. Para 4 = 0 tampoco existen soluciones no triviales. Efecti- 
vamente, en este caso la solución general de la ecuación (8) tiene 
la forma 

X (2) = Cjx + C2. 
Las condiciones de frontera dan: 


X (0) = [Cjx + Colomo = C2 =0,' 
X (2) = Cal =0, 
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es decir, €, = 0 y C2 = 0 y, por lo tanto, 
X (u) == 6. 


3. Para 2 >0, la solución general de la ecuación puede 
escribirse on la forma 


X (1) = D,cos Y Ax + PD, senVaz. 
Las condiciones de frontera dan: 
Xx (0)=PD,=0, 
X (1) = D¿sen VAL =0. 
Si X (xr) no es idénticamente nulo, entonces D¿X4 0; por esto 


sen 12 1= 0, (12) 
o bien 


Vi = E 


donde n es un entero arbitrario. n consecuencia, las soluciones 
no triviales del problema (11) son posibles sólo para Jos valores 


2 
nn 
mn (57) - 
A cslos valoros propios les corresponden las funciones propias 
X,. (1) = /), sen = Z, 


donde D, es unaliconstante arbitraria. 
De esta manera, sólo para valores de 4 iguales a 


2 
An = ES E (13) 
existen soluciones no triviales del problema (11); 


Xn (1) = son Y, (14) 


que se determinan salvo un factor constante, que hemos elegido 
igual a la unidad. Á estos mismos valores An les corresponden 
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las soluciones de la ccuación (9) 


7, (9=4Ancos Fat +8, sonal, (15) 


donde A, y B,, son constantes arbitrarias. 
Volviendo al problema (1) — (3), concluimos que las funciones 


Unix, t)=Xn(D T, (t) = ( n COS Su + B, sen 1 01) sena 


(16) 


son soluciones particulares do la ecuación (1) que satisfacen a las 
condiciones de frontera (4) y son representables en forma del 
producto (5) de dos funciones, una de las cuales dependo sólo 
de x, y la otra, de £. Estas soluciones pueden satisfacer a las con- 
diciones iniciales (3) de nuestro problema inicial sólo para casos 
particulares de las funciones iniciales q (2) y y (x). 

Consideremos la resolución del problema (1) — (3) en el caso 
general. Debido a la linealidad y homogeneidad de la ecuación 
(1), la suma de las soluciones particulares 


u(xz, h= y) Un (r, bh = 


nl 


qa +8, 00m as) sona (17) 


“Lu > 
== a (a n COS 


n=1 


también satislace a esla ecuación y a las condiciones de fronLe- 
ra (2). En esto nos detendremos con más detalle en breve (véase 
el p. 3 del presente parágrafo). Las condiciones iniciales permi- 
ten determinar A, y B,. Fxijamos que la función (17) satisfa- 
ga a las condiciones (:3): 


u(x, O = q (7) = >; Uy fr, 0) = $ Á, son, 
¿as 


TES! 


Z= du 2 TAR an 15 
u (zx, 0)=Y(2)= Y (2, 01= Y y Bn seua 


De la teoría de las series «de Pourier es sabido que una función 
arbitraria continua a lrozos y derivable a trozos f (+), dada on el 
intervalo 0 < x < l, se desarrolla en la serie de Fourier 


(== 3 ha sena, (19) 
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donde!) 
t 
TOUL , 
$ (3) sen 2 E de. (20) 


Si las funcionos q (2) y Y (z) satisfacen a las condiciones de desarro- 
llo en serie de Fourier, entonces 


ou l 
oa= Seas A [eps TC Edo (2D 


hrs U 


E nn 25 tn Pe 
p(2)= Y pusen—=2, dq. ==) p(E) sen EdE. (22) 
n=.( l l 0 1 
La comparación de estas serios con las fórmulas (18) muestra que 
para que se cumplan las condiciones iniciales hay que hacer 


1 
Án= Par a (23) 


con lo cual se determina totalmente Ja función (17) que da la 
solución del problema investigado. 

Hemos determinado la solución en forma de la serie infinita 
(17). Si esta serie diverge o la función que ésta dotermina no es 
derivable, ella no puede. claro está, representar la solución de 
nuestra ecuación diferencial. 


1) Generalmente se estudian las funciones periódicas con período 21 


na 
' n an 


ar f 


+ / 

1 ; In. 1 : ? 

| J El cos 37 ¿ dE, tn=7+ F (E) sen <> EdE. 
—! =! 

Si la función Fiz) 08 mpar, entonces a, =0), de manera que 


Qe 
Fin= Ss h,, sen Fe, 
n=. 


1 
ba=3 j F (E) sen —e =55 P (E) son > E dE. 
=1 


Si la función + (7) estú dada sólo en el intervalo (0, 1), podemos continuarla 
en forma impar y ofectuar el desarrollo en el intorvalo desde —1 hasta +1, 
lo que nos conduce a las fórmulas (19) y (20). (Véase B. M. Budak, S. V. Fomín, 
Integrales Multiples y Series, Ed. «Naúkao, 1965.) 
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En el presente punto nos limitaromos a la determinación 

formal de la solución. El estudio de las comdiciones bajo las 

cuales la serie (17) convorgo y representa la solución, será efec- 
tuada en el p. 3. 

2. Interpretación de la solución. Interpretemos ahora la solu- 


ción obtenida. La función u, (zx, t) puede representarse on la 
forma 


Un (2, == (Arcos Ta: + B, sen 01) son = 


= Un cos a(t4- 6,) sen xr, (24) 


donde 


An =VA? + Bi. Só, = — arc lg = E (25) 


n 


Cada punto de la cuerda xp efectúa las oscilaciones armónicas 
an nn 
Un (La, l) =%, EOS a(t+06,,) ¡SUE To 


con «mplitud 


nn 
(2, sen T LEy- 


El movimiento de una cuerda de este tipo se denomina onda esta- 


cionaria. Los puntos zx .: mo (n=1,2,..., n— 1), en los 


nn l diia 
cuales sen —7*=- 0, quedan inmóviles durante lodo el proceso 
y se llaman nodos de la onda estacionaria 1, (7, £). Los puntos 
2m TUN 

zr= mE (m=0,4, .... n — 1), en los cuales sen A 
= +1, oscilan con la amplitud máxima €e,, y se llaman vientres 
de la onda estacionaria. 

El perfil de una onda cstacionaría es en lodo momento una 
sinusoide: 


Un (1, 19 =C, (£) sen a X, 
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donde 
C,, (£) =G%, 005 01 (£ + Ó6,) (o, = E a) , 


En el momento de tiempo t, en el cual cos w, (¿ + 6,) = +1, 
las desviaciones alcanzan sus valores máximos, y la velocidad 
del movimiento es nula. En los momentos de tiempo £, en los 
cuales cos w, (t 4- 5,) = O, la desviación es igual a cero, y la 
velocidad del movimiento es máxima. Las frecuencias de las 
oscilaciones de todos los puntos de la cuerda coinciden, y son 


iguales a 
Za, (26) 


O, == — 


Las frecuencias w, se llaman frecuencias propias de las oscilacio- 
nes de la cuerda. Para las oscilaciones transversales do la cuerda 


a? == y, por lo tanto, 


=> ES V 5-3 (27) 
p 


La energía de la onda estacionaria nr-ósima (n-ésima armónica) 
para cl caso de las oscilaciones transversales do la cuerdafes 
igual a 


is 


O 2 ] 
e $ [00 sen? o, (t-+ 8,,) sona + 


TIN 3 2,.% 2 «TN 
+ T = COS 0», (£ -P Ó0,,)c09 pe de == 


+ 
- 


2 ) a MA 

a ER [0 sen? 0 (t +8)+7 ES cos o, (t + 8,)| , (Q8) 

pl 
das 

puesto que 


¿ ¡ | 
j sont =E a de = [coro da—L. 
l 0 ¿ 2 
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Utilizando la expresión para a, . 0, así como también la igualdad 
T = ap, obtenemos: 


2,2 2 2 
A (29) 


donde 17 = lp es la masa de la cuerda, 

Las oscilaciones de unu cuerda son captadas generalmente 
por el sonido que ésta genera. Sin detenernos en el proceso de 
propagación de las oscilaciones en el aire y de percepción de las 
oscilaciones acústicas por nuestro oído, se puede decir que el 
sonido de una enerda es la superposición de «toros simples», 
que corresponden a las ondas estacionarias, en las cuales se des- 
compone la oscilación. Esta «descomposición del sonido en tonos 
simples no es una operación de carácter solamente matemático. 
La vbtención de los tonos simples se puedo cfectnar por vín expe- 
rimental mediante resonadores. 

La altura del tono depende do la frecuencia de las oscilaciones 
que le corresponden. La fuerza del tono se determina por su 
energía y, por consiguionte, por su amplitud, El tono más bajo 
que puede emitir una cuerda se determina por la frecuencia Propia 


más baja w1 = + Vo , y se llama tono principal de la cuerda. Los 


domás tonos, que corresponden a frecuencias múltiplos de «y, 
se llaman armónicos (sobretonos). El timbre del sonido depende 
de los armónicos que haya conjuntamente con el tono principal, 
y de la distribución de la energía catre éstos. 

El tono más bajo de la cuerda y su timbre dependon del método 
de excitación de las oscilaciones. En efecto, el método de genera- 
ción de las oscilaciones determina las condiciones iniciales 

U (x, 0) = q (2); us (x, 0) = y (x), (3) 
mediante las cuales se expresan dos coeficientes An y B,. Si 414 = 
= B, = 0, el tono más bajo será el que corresponda a la frecuencia 
On» donde n es el mínimo número para el que 41, Óó B, son dife- 
rentes de cero. 

Por lo común, la cuerda da un mismo sonido. En efecto, haga- 
mos oscilar la cuerda tirándola hacia un lado y soltándola sin 
velocidad inicial. En este caso 


4 (Za 0) =0, u(z, 0) = q (2) > 0 


2? xn 
41 =-7 | 9(8) son 7 5d8>0, 
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puesto que 


sen 5 E> 0. 


los demás coeficientes son, en general, mucho ¡menores que 
: na : 5 ' 
Á¡, puesto que la función sen T £ es de signo variable para n > 2. 


5n particular, si q (x) es simétrica con respecto al centro de la 
cuerda, 12 = 0. Do este modo, si hacomos oscilar una cuerda 
desplazándola hacia un lado (q (x) > 0), ol tono más bajo será 
el tono principal de la cuerda, cuya energía, en general, es mayor 
que la de los demás armónicos. 

También se puode hacer oscilar una cuerda por otros medios. 
Por ejemplo, si la función inicial es impar con respecto al centro 
de la cuerda, entonces 


Ay = 0, 
y el tono más bajo corresponde a la frecuencia 
HR 
Mw = Uy, = en V T ó 
¿ p 


Si se toca la cuerda exactamente en el centro, su sonido cambia 
notablemente, y ésta pasa a sonar « una octava de su tono. liste 
método de cambiar el tono se aplica con frecuencia al tocar el 
violín, la guitarra y otros instrumentos de cuerda, y se denomina 
flageolcl. Desde el punto de vista de la teoría de las oscilaciones 
de Jas cuerdas, este fenómeno queda completamente claro. En el 
momento de tocar la cuerda en su centro, eliminamos las ondas 
estacionarias que lienen vientres en este punto, y Cotiservamos 
sólo los armónicos que posecon nudos en dicho punto. De esta 
manera, se quedan sólo los armónicos pares, y la frecuencia más 
baja será 


Si tocamos la cuerda a una distancia de 1/3 de su longitud a partir 
de su extremo, la altura del tono fundamental aumenta tres veces, 
puesto que on este caso se conservan sólo los armónicos que tienen 


nodos en el punto x= = 5 j 


Las fórmulas 


aa yz y n= =2 ye. (30) 
¿ p 
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que determinan la frecuencia y ol período de la oscilación funda- 
mental respoctivamente, explican las siguientes loyes de las osci- 
laciones de Jas cuerdas, que lueron descubiertas por primera vez 
empíricamente (leyes de Mersenne). 

1. Para las cuerdas de igual densidad e igual tensión, el 
período de oscilaciones es proporcional a su longitud. 

2. Si la longilud de la cuerda es fija, el período varía en forma 
inversamente proporcional a la raíz cuadrada de la tensión. 

3. Si la longitud y la tensión están fijas, el período varía 
proporcionalmente a la raíz cuadrada de la densidad lineal de la 
cuerda. 

Estas reglas se comprueban fácilmente en un monocordio. 

En el presento punto hemos considerado las ondas estacionarias 
que surgen en las oscilaciones de una cuerda con extremos fijos. 
El prohlema sobre la existencia de una solución del tipo 


ula, 1 =X (07 (0 


es equivalente al problema de la existencia de ondas estacionarias, 
puesto que los perfiles de esta solución son proporcionales para 
distintos momentos de tiempo. 


3. Representación de oscilaciones cualesquiera en forma de 
superposición de ondas estacionarias. En el punto 1 hemos estu- 
diado el problema de las oscilaciones libros de una cuerda fija 
en sus extremos, y hemos demostrado la existencia de soluciones 
particulares en forma de ondas estacionarias. También fue dado 
el esquema formal de representación de una oscilación arbitraria 
en forma de una suma infinita de ondas estacionarias. En el 
presente punto daremos una fundamentación de la representación 
de una solución arbitraria como superposición de ondas estaciona- 
rias. En primer término, estudiaremos la generalización del 
principio de superposición, bien conocido para las sumas finitas, 
al caso de series infinitas. 

Sea £ (u) un operador diferencial lineal, de forma que £ (u) 
es igual a la suma do ciertas derivadas de la función (ordinarias 
o parciales) con coeficientes que son funciones de las variables 
independientes. 

Demostremos el lema (principio generalizado de superposición): 

Sí las funciones u, li = 1, 2. ..., n, .. .) son soluciones 
particulares de la ecuación diferencial lineal homogénea £ (u) -- 0 


20 
(ordinaria o en derivadas parciales), la seric u -= S Cu, es Lam- 
izo1 


bién solución de esta ecuación, si cl cálculo de las derivadas de : que 
figuran en la ccuación 7 (u) =0 se puede efectuar mediante 
la derivación término a término de la seric. 
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En efecto, si las derivudas de u que figuran en la ccuación 
L (u) = 0 pueden ser calculadas derivando la serie término a tér- 
mino, entonces tendremos, en virtud de la linealidad de la ecua- 


ción, 
L (u) = L( Y Cu) = Da C,L(u)=0, 
== =1 


puesto que las series convergentes pueden sumarse lérmino a 
tórmino. Con esto queda demostrado que la función u satisface 
a la ecuación. Como condición suficiente para la legitimidad de 
la derivación término u término do la serie, utilizaremos todo 
el tiempo la condición de convergencia uniformo de la serio 


SC un, (31) 
(1 
que se obtiene después de la derivación!). 

Volvamos ahora a nuestro problems de frontera. Ante todo, 
debemos demostrar la continuidad de la función 


200 


a sun 31) 
u lx, t)= 2 tn (7, l) = ») (s cos at B, sen 3 at) son - 


y a SS | 


(32) 
de donde se soguirá que u (x, ¿) tiende en forma continua hacia 
sus valores iniciales y do frontera. Para esto, es suficiente «demos- 
trar la convergencia uniforme de la serie de u(x, £), ya que el 
término general de esta serie es una función continua, y Unla serie 


de funciones continuas que converge uniformemente determina 
una función continua. Aplicando la desigualdad 


| un (2, 1D| <|An| +18, 1. 
se concluye que la serie 


214114185) (39) 


es mayorante para la serie (32). Si la serie mayorante (33) con- 
verge, la serie (32) convergerá uniformomente, es decir, la fun- 
ción u (z, t) será continua. 

Para probar que tu, (z, £) tiende en forma continua « sus va- 
lores iniciales, hay que demostrar la continuidad de esta función, 
para lo cual es suficiente demostrar la convergencia uniforme do. 


3) Véaso V. 1. Smirnov, Curso de AMatemituas Superiores, L UU, Td, 
«Naúka», 1065; B. M. Budal, S. V. Fomín, Zntegrales Múltiples y Sertes, 
ed. «Nuúka», 1965. 
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la serie 
Ea TN 
7, AF — A son at y B009 2 at) son Ez, (34) 
nui 


o bien la convergencia de la serie mayorante 
at a 
= DaA(0An1+1Bn1. (385) 


Por último, para demostrar que la función u (r, t) satisface a 
la ecuación, es decir, que se puede aplicar el principio generalizado 
de superposición, es suficiente demostrar la posibilidad de derivar 
dos veces la sorio para u (x, 1) término a término, para lo cual, 
a su vez, es suficiente demostrar la convergoncia uniforme de las 
series 


” e 

Ss n=1 Ox* 
2 0 
= (5) ba 1 4ncos TT at4B, son ar) son Ez, 
17 n= E l l 

- us 

Us) “u y A= 
dd ez) de 


2 » 
= (22) y,» (4ncos tas y Bn sen at) 0on Ts, 


l q as | 


a las cuales les corresponde, sin tomar en cuenta los factores «do 
proporcionalidad, una sorie mayorante común: 


2 "UA I+1Bn). (36) 
Como 
¿ 
An == Qn» Bn = Dn» 
ana 
donde 
¿ 1 
Pn = ze ) q (x) sonTl y dx, b a $ y (7) sen xdr, 
l l A] l 
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nuestro problema se reduce a la demostración de la convergencia 
de las series 


y nin | (k=0, 1, 2), 
e (37) 
Y ml, 1 k= —Í, O, 1). 
E | 
Con este fin, aplicaremos las conocidas?) propiedades de las 
series de Fourier. 
Si nna función F' (x), periódica con período 21, posee k deriva- 
das continuas, y la derivada (k — 1y»ésimu es continua a trozos, 
la seric numórica 


2100, 1410n 1), (33) 


donde a, y b, son los coeficientes de Fourier, converge. Si se 
nn 
¿ 
sólo en el intervalo (0, 2), es necesario que las condiciones ante- 
riores se cumplan para la función F (x), que se obtiene nl conti- 
nuar en forma impar f(x). En particular, para la conlinuidad 
de F (1) es necesario que f (0) = 0, puesto que en caso contrario 
al efectuar la continuación impar se obtendría una discontinuidad 
en el punto x = 0; análogamente, en el punto x= = 1 debe ser 
f (ly = 0, puesto que la función continuada debe ser continua 
y periódica, con período 2!. La continuidad de la dorivada pri- 
mera para x = 0, x = 1, se obtiene automáticamente al efectuar 
la continunción impar. En general. para la continuidad de las 
derivadas pares de la función continuada hay que exigir que 


(YO) (=0 (E=0,2, 4...., 2n). (39) 


La continuidad de las derivadas impares tiene lugar sin exigen- 
cias complementarias. 
De esta manera, para la convergencia de las series 


Nai] (k=0, 1, 2), 
n == 


es suficiente exigir que la desviación inicial q (x) salisftaga a las 
siguientes condiciones. 


trata del desarrollo en serio de sen x de la función f (x), dada 


1) Véase, por ejemplo, V. 1. Smirnov, Curso de Matemáticas Supertores, 
t. 1, od. «Nauka», 1965; B. M. Budak, S. V. Fomín, Integrales Múltiples 
y Series, ed. «Naúka», 1965. 
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1” Las derivadas de la función q (x) hasta de segundo orden 
inclusive son continuas; la derivada tercera es continua a trozos 
y, además, 


p (0) =q(1)=0;  q*(0) =p"(1)=0. (40) 
Para la convergencia de las series 
bd lud 
>) n* | pr | (k = q l, O, 1), 
nj 


hay que imponerle a la velocidad inicial y (x) las condiciones: 
2” La función y (2) posee derivada continua, derivada segun- 
da continua a trozos y, además, 


+ (0) = y (1) =0. (41) 


Dc esta forma, hemos demostrado que cualquier oscilación 
u (zx, t), si las funciones iniciales q (1) y Y (4% satisfacen a las 
condiciones 1” y 2%, se representa en forma de superposición de 
ondas estacionarias. Las condiciones 1? y 2” son condiciones sutfi- 
cientes, ligadas a los métodos de demostración que hemos aplicado. 


Un problema análogo hemos resuelto on el p. 5 del 8 2 modiante el 
método de la propagación de onilas: 


d tal 
ab Dar: 
uz, Pp ALAS de pa 5 O ds Y (a) da, (42) 
2 2a 
x-al 


dondo las funciones Y y 'Y som continuacionés impares con respecto u 0 
1 1 de las funciones iniciales q (2% y y (2), dadas en el segmento (0, 2). Las 
unciones DY y Y, como fue demostrado, son periódicas con período 21, y por 
esto pueden ser representadas mediante las series 


20 o0 
sin TR 
D(z)= Y) fp en — —7, Y 2)= Y, sen —— 2, 
n= 1 n=] 


donde q, Y ta son los coeficientes de Pourier de los funciones q (1) y y (El: 
Sustituyendo estas series en la fórmula (42) y aplicando el teorema sobre 
el seno y el coseno de una suma y de una diferencia, se obtiene la expresión 


co 


: TM ] rn nn : 
niz, => (on a E Yn sen al ) eS (43) 
n= 


que coincide con la representación dada por el método de separación de las 
variables. 

En consecuencia, la fórmulu (43) tieno Ingar bajo los mismas hipólesis 
que la (42) (véaso el p. 1 del $ 3), la cunl fue obtenida bajo la suposición de 
que la función Y (1) poseía derivada segunda continua. y ln función Y (zx), 

erivada primera continua. 
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Volviendo a las funciones q (<) y Y (<), debomos exigir, udemás de las 

condiciones de derivabilidad, el cumplimiunto de las condiciones 
y (0)=48 (14 =0, 10) = Yan 0, 
ro) nn y 10) =w (1) (44) 
(0=49" ()=0. 

De cate modo, las condiciones 17 y 2%, que son suficientes para funda- 
tnentar ol mótodo de separación tdo las varmables, dopenden del método de 
demostración, y conticnen condiciones complementarias en comparación 
con las condiciones que aseguran la oxistencia de lu solución. 

Al fundamentar la posibilidad de representar la solución como ul resul- 
tudo de la snperposición de oudas ustaciónarias, hemos expuesto el primer 
método da demnstración do la convergencia de las series, por cuanto éste 
no está ligado u la forma especial (42), aplicable sólo a la ecuación mas 
simple de las oscilaciones, y puede sor generalizado sin dificultad « muchos 
otros problomas, a pesar de que esto metodo requiere oxigencias Iimás luer- 
tes au las funciones iniciales. 


4. Ecuaciones no homogéneas. Consideremos la ecuación no 
homogénea de las oscilaciones 


ke 
Un = Cue + 1 (x, D, => , 0O< << l (45) 
con las condiciones iniciales 
u (x, 0) =p (2), p 
ue, (x, 0) = y (x), 0351<S | (48) 
y las condiciones de frontera homogéneas 
u. (0, £) == O, 
u(l, 9=0, os (én 
Buscaremos la solución del problema en forma del desarrollo 
en serie de Fourier con respecto a z 


u(r, t) = 2 l4 n (£) sen 2, (48) 


considerando a t como un parámetro. Para hallar u (x, £), hay 
que determinar las funciones u, (t). Representemos a la función 
f(z, £) y a las condiciones iniciales en forma de series de Fourier: 


¡ado 00 ls ! 
fr,0= Y sE a, 11 (0=2 1/0, t) sen EE dez | 
nani 


E EN 

¿0= Jasa a 000 as, (49 
a l 

v)= EG usaTo y yen Ed, 
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Sustituyendo la forma supuesta de la solución (48) en la ecuación 
inicial (45) 


a (Y (o) (0 +10] =0, 


ne 1 


apreciamos que ésta se satisfará si todos los cueficientes del desa- 
rrollo son iguales a cero, es decir, si 


2 
ln (0 + (5) aun (01, (0. (50) 


Hemos obtenido una ecuación diferencial ordinaria con coeficien- 


tes constantes para la determinación de u, (t). Las condiciones 
iniciales nos dan: 


u (2, 0) = p (2) = > Un (0) sen E == Z Pr sen z, 


Tn — 


ob 


1, (2, 0)=vp(7)= SY un (0) er y JA sen a, 
mi 


n=1 
de donde se deduce que 
Un (0) = Qn» ) 
Un (0) = Pr. 07 
Estas condiciones complementarias determinan totalmente la 


soJución de la ecuación (50). La función u, (£) se puede representar 
en la forma 


Un (1) =u5 (0) +45 (0), 
donde 


t 
=$ sen Talt—3. (1) de (52) 
nna l 


es la solución de la ecuación no homogénea con condiciones inicia- 
les nulas” y 


¿ID = q, cos Hat + es Pp, sen at (53) 
l rna l 


es la solución de la ecuación homogénea con las condiciones ini- 
ciales dadas. De esta manera, la solución buscada so oscribe en 
'' Esto puede comprobarse directamente. La fórmula (52; puede ser 


obtenida por el método do variación de las constantes. Véase también la 
letra pequeña al final del presente punto. 


8—1043 
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la forma 


u (í, 1) = oa — 1) son 2. «fa (1) dt + 


+ > (o, cos at + 1. sen Y ar) sen y. (54) 
nt ¿. nna ¿ ¿ 


La segunda suma cs la solución del problema de las oscilaciones 
libres de una cuerda bajo las condiciones iniciales dadas, y ya la 
bemos investigado antes con suficiente detalle. Estudiemos la 
primera suma, que representa las oscilacioues forzadas de la 
cuerda bajo la acción de la fuerza externa con condiciones inicia- 
los nulas. Aplicando la expresión (49) para f, (£), se halla: 


ue, t)= HZ S l son a (1) 00m son E) x 
lo n= a l ¿ 


t 1 
x HE mdd | | G(z, E, t—1)/(5, 1) di dr, (55) 
donde ie 


Gt tta=2 y Lon Pe (t—«) 900 asen PE (56) 

na «=1 l ¿ ¿ 

Esclareceremos el sentido físico de Ma expresión obtenida. 

Supongamos que la función f (E, v) es diforente de cero en un 
entorno suficientemente pequeño del punto Mo (Eo, Yo): 

bo << 80 + Ab, To <TS< TO + Ar. 
La función pf (E, 7) es la densidad de la fuerza que actúa; la 
fuerza que está os al intervalo (80, E, + 48) es igual a 


se Ai “7 Y) di, 


toFA T¿+tAT TE0+AE 
I= J “FuA=p 3 3 HE, 7) dí dr 
0 
es el impulso de asta fuerza ditante el tiempo Ar. Si se aplica 


el teorema del or medio a la expresión 


u (x, 0= (at, E, t—)/(5, 7) dEdr= 


totfAT EQ+A? 
= 5 | GC(5t—9/(, dar, 


To do 
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E 577 (3) 
za p 
Fig. 23 
L 
talent tare-1 
se obtiene 
T9F+AT EF AE 
a(e,t=G(,E,t-% $ $ 1(6UdEdr, (57) 
donde 507 Ae 


EXES<E A+ AS, To <T<TA+ AT. 
Pasando al límite en la fórmula (57) cuando AE —>- 0 y At -—>0, 
obtenemos la función 


u(x, )=G(z, E, E). (58) 


que se puede interpretar como la influencia de un impulso instan- 
táneo concentrado de potencia /. 


Si se conoce la función 56 (x<, E, t—7), que es la acción de 


un impulso unitario concentrado, queda claro de inmediato 
que la acción de una fuerza f (x, t), distribuida en forma conti- 
nua, debe representarse mediante la fórmula 


lt? 
u(z, 0= fc, Et —D/(E,1) dh dr, (59). 


que coincide con la (55), obtenida más arriba. 
La función de influencia del impulso concentrado para la 
recta infinita fue estudiada en el parágrafo anterior. Recordemos 


que ésta es una función constante a trozos igual a Sa dentro 
del ángulo superior característico del punto (E, 1), y a cero fuera 
de este ángulo. La función de influencia del impulso concentrado 
para una cuerda fija (0, 7), puede ser obtenida partiendo de la 
función de influencia para la cuerda infinita, mediante la conti- 
nuación impar con respecto a los puntos z = 0 y x = l. 
Consideremos un momento de tiempo t, suficiontemente pró- 
ximo a vt, cuando la influencia de la reflexión de los extremos 
z=0yzx = l aún no se deja sentir. Para este momento, la fun- 
ción de influencia está representada por la gráfica de la fig. 23. 


g+ 
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Desarrollemos esta función (haciendo 7 = p) en serie de Fourier 
nn : E . 
por sen — a; los coeficientes «le Fourier serán iguales a 


l 
t Eta (11) 

Aj CE ¿—v) son Po do = y sen — a da = 
15 l al t-a(t—1) ¿ 
=2Loos "6 —a(t— cos 140 (e m)] = 
ann 

E 
arn ¿ ¿ 

De aquí se obtiene la fórmula 

Gíz, sa Y, son To (10) 900 a: -son E, (60) 

na na 


que coincide con la (56), hallada por el método de separación de 
las vuriables. 

Para los valores de £, en los cuales comienza a dejarse sentir 
la influencia de los extremos fijos, la construcción de la función 
de influencia mediante las características es eogorrosa; la repre- 
sentación en forma de serio de Fourier, en cambio, se mantiene 
válida tambión para este caso. 

Nos limitaremos a este esquema formal de la solución que 
hemos dado, sin estudiar las condiciones de aplicación de la 
fórmula obtenida. 


Consideremos la ecuación lineal no homogénea con coeficientes cons- 
tantes 


L (4) =4M4 pue... + Pa pps = f (1) ae 
( 11)  Pn 
e E 


y con las condiciones iniclales 
ud (0)=0 (t=0, 4, ..,n—1). (29) 
Su solución se da por la fórmula 


t 
yu (t)= $ VUU—Df (7) dr, (38) 
Ú 


donde U(t) es la solución do la ecuación bomogónea 
£ (UY mus 0 
con condiciones iniciales 
Dt (0) =0 (¿=0, 3,. «en—2), Ub (0)=1. (44) 
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En ofecto, calculando las derivadas do u (t) mediunto la derivación 
de los segundos miembros con respecto a €, hallamos: 


i 
ul (1) Í UD (61) 1) + U (0)F 6) 10 (0)=01, 


l 
12 (1) = | Ur (1—<) [ (1) def 00D (0) /(é)  [U:»» (0)=0], 
0 


.. .. . .. o... .... +. . o... o. . + >oo.r e /. e. . (S*) 
t 
uu mn-1) (t)= | Uin-D (17) [ (1) dr 4 U n-2 (0) 1) (Uen->2 (0) =0], 
0 
t 
utm (1)= | Emo t—D f (um dr4 Lim D (0) f(£)  [Uen=b (0) --4). 


Sustituyendo estas derivadas en la ccuación (1%), se obtieno: 
t 


L (u)= ¡ L 10 (t—)] ft) dr - J (0) (), 


es decir, la ecuación se satisflaco. Es «vidente que las condiciones inicialca 
(2*) tnmbién se cumplen. 
No es cien dar una interpretación física dirccta de la función U' (£) 
y de Ja fórmula (3*). Comúnmente da función u (t) es el desplazamiento de 
cierto sistema, y f (1), la fuerza que uctúa subre dicho sistema. Supongamos 
de ara ¿ < 0 nuestro sistema sa halluba en estado do reposo, y que su 
osplazamiento se origina por la función f, (£) (>0), diferente de cero sólo 
en a intervalo de tiempo 0 < t < e. Designemos el impulso de esta fucrza 
mediante 


t 
[= j fo (1) dí. 
0 


Donotemos por u¿ (t) a la función que corresponde a fa (t), considerando 
a 8 como un parámetro, y haciendo 7 = 1. No es difícil comprobar que para 
e +0 existe el lím uz (£), que no depende de la elección de f¿ (1), y que este 


e->0 
límite es igual a la función U (t), dofinida más arriba: 
U (t)= lím ua (1), 
e->0 
si hacemos U(t) = O para t <. 0. De esta manora, es natural llamar n la 
función U (t) función de influencia del impulso instantáneo. 


En efecto, considerando la fórmula (3*) y aplicando el teorema del valor 
medio, se obtiene: 


e 
Ue (1) um U (1 —+T2) Y roo a=0 u—+p (0518 << 1). 
0 
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Pasando al limito para e —> O, se observa que existo el límite 
lí uz (1)= lím Y (t— 12) =U (1), 
e-»0 0 


lo eoal domueéstra nuestra alirmación. 

Pasomos ahora a la representación de la solución de la ecuación no 
homogénea mediante U (2), la función de influencia del impulso instan- 
táneo. Dividicndo el intervalo (0, £) con los puntos t¿ en partes iguales 


1 


ropresentomos a la función f(0) en la forma 


m 
Hu= $ 10, 


far 


donda 
U para t< Ti y ?! > Ti+Lo 
10) para Ts t< Tie. 


Entonces la función u (t) es ignal a 


Ni (0= 


m 
u 1) = > us (6, 
t=1 


donde 3, (t) son las solucionos de la ecuación L (u¡) = f, con condiciones 
iniclales nulas. 
Si m os suficientemente grinde, se pnede considerar a u, (t) como la 
[unción de influencia de un impulso instantáneo de intensidad 
l=f (1) At=f (1) Ar, 
ge modo que 


m £ 
u (1) =D) U (t—710/ (1 1Ar ERE | U(—T] (0) de, 
i=1 0 
eg decir, se obtiene la fórmula 
1 


u (t) = ¡ U (t—0 fm dr, 


quo demuestra que la influencia de una fuerza que actúa en forma continua 
se puede representar como la superposición do las influencias de los impul- 
sos instantaneos. 

En el.caso considerado más arriba, u(!? satisface a la ecuación (50) 
y a las condiciones tn (0) = u, (0) = 0. Para la función de iniluencia U (£), 
tenemos: 


.. 2 o 
Ú + 7) arU==0, U (0)=0, U(0)=1, 
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de mancra quo 


Ue ENEE 3en Bb at. 
nna l 


De aquí y de (3%) so obtiene la fórmula (52): 
í l 


u (0 11) = ju (—T) fp (1) dt= == Í sen a (t—) In (T) dr. 


La roprosentación integral (3?), obtenida más arriba, de la solución 
de la ecuación diferencial ordinaria (1*) tiene, como acabamos de ver, ol 
mismo sentido físico que la fórmula (59), la cual da la representación inte- 
gral de la solución de la ecuación no homogénea de las uscilaciones. 


5. Primer problema general de contorno. Consideremos ol 
primer problema general de contorno para la ecuación de las osci- 
laciones: 

hallar la solución de la ecuación 


Un = PUeze Hf(x, 1, O<<!, t>0 (45) 
con las condiciones complementarias 


u (z, 0) =e (2), 
us (x, 0) = Y (2), 


u (0, ) = py (1), A 
(, =p (0, ) 1d (47) 


Introduzcamos una hueva función incógnita v (zx, £), haciendo: 
u (r, 1) =U (2, t) + u(z, 1), 


) 0O<x<!,; (46) 


de manera que v (x, £) es la desviación de la función u (x, t) de 
cierta función conocida U (zx, 1). 

Esta función uv (zx, t) se determinará como la solución de la 
ecuación 


UV = Vez +7 (z, th), fíz, 1) = f (z, £) == (04. _ adU ;x) 
con las condiciones complementarias 


y (x, 0) =p (x), e (1) = p (1) — E (z, 0), 
v, (2, 0) =1p (2); y (2) = y (2) — Y, (.e, 0); 
v (0, t) —= Ma (4), Hi (t) —= Ma (2) PE U (0, t), 


v(l, £) en (2), Ha (2) nn pz (2) 5 U (1, t). 
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Escojamos la función auxiliar U (z, £) de forma que sua 


p()=0 y p()=0; 
para esto es suficiente hacer 


O(z,)=w() +3 [120 — (01. 


Con esto, hemos reducido el problema general de contorno para la 
función u (x, t) al problema do contorno para la función v (z, £) 
con condiciones do frontera nulas. El método de resolución de 
este problema fue expuesto más arriba (véase el p. 4). 


G. Problemas de contorno con segundos miembros estacionarios. 
Una clase muy importante de problemas son los problemas do 
contorno con segundos miembros estacionarios, cuando las condi- 
ciones de conlorno y el segundo mitmbro de la ecuación no depen- 
den del tiempo: 


Uy = Aux E fo (7), (45") 

u (zx, 0) = 0 (2), 
us (2, O) =p (2), 2 
u(0, )=u,, u¡=const, ; 
u(?, Ol Us» =Const. (37) 


ln este caso, es natural buscar la solución en forma de la suma 
u (x, 1) =¿ (2) + v(z, lt, 


donde íz (x) es el estado estacionario (flexión estática) de la cuerda, 
que sé delermina por las condiciones 


au (a + fo(z) =0, 

u (0) =uy, 

u (1) = uz, 
y v(z, £), la dosviación del estado estacionario. No es difícil 
observar que la función u (zx) es igual a 
Ss l E x € 
iu +0) L + 2 [06 1 LE a $ a 1 Lar, 

l LS vo 4 0 0 e 


En particular, si fp = const, entonces 


¿(0 =w + (2 —u) 4 2,12 — 2) 
a 
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La función v (zx, t) satisfaco, evidentemente, a la ocuación homo- 
génea 

Ue = AOVxz 
con las condiciones de frontera homogéneas 


y (0, t) =0, 
v(l,t)=0 
y las condiciones iniciales 


ví, 0 =(0), q (2) =q(2) —u (2), 
D, (1, 0) = y (x). 


De este modo, v es la solución del problema de contorno más 
a que ya hemos estudiado en el p. 1 dol presente pará- 
gralo. 

Al deducir la ccuación «de las oscilaciones de la cuerda, así 
como también en varios otros casos, no hemos tenido en cuenta la 
acción de la fuerza de la gravedad. De lo que acabamos de exponer 
sc deduce que en lugar de considerar explícitamente la fuerza de la 
gravedad (y, en general, fuerzas que no dependan del tiempo), es 
suficiente tomar la desvinción del estado estacionario. 


Resolvamos un problema sencillo de esto lipo, bajo condiciones 1ni- 
cialos nulas: 


Un == xx de fo (2) (45") 
(7, 0)=0, uz (2, 0)=0, (46, 
u(0, 2) us, u (1, t) =uz. (475) 


En este caso para la función v(z, t) se obtieno el problema 
Une =4V xx, 
v(z, DO) == q (7) =—u (7), ve (z, 0) =0, 
v(0, 1)=0, v(!, £)=0, 


No es dificil demostrar que para la resolución do esta prolblemafno!bay nece- 
sidad de utilizar la expresión analítica de 4 (x). 
La expresión para v (x, 1), según la fórmula (17), tiene la forma 


00 
v(=, t) = Yi (An cosa VW án t+ By sena V Ant) Xan (2), 
donde ds 
_— sn 
Xn (2) =ecn ES (vn ==) 
es la función propia del problema de contorno siguiente: 
X"+1X=0, (8) 
X (0)=0, X (1)==0. (10) 
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Do las condiciones inicialos deducimos quo 
Bn= 


y 
! 


As + $ 5 (0) Xn (2) dz. 


Para culcular costa integral, resulta muy cómndo ol método siguiente. 
Aplicando la ecuación (8), so halla: 


Xn (2)==3 7 X5 (2). 


Sustiluyondo esta expresión on la formula do An o integrauodo por parles 
doy voces, se obtiene: 


' [ 
2 pa 2 ñ ES _ 
An = ¡An | u (2) X,, (1) dz = — E Lx; ta E—u Xn 6+) u"X n (2) dz), 
0 


de donde, considerando la ecuación y las condiciones de frontera para 
u (7), se halla: 


Án = 


t 
2er [aX (0 — 01% 0 $ 242 xn (2) dz], 
0 


o bien 
1 


an Ea [rra | Le xo 6], 


En particular, para la ecuación homogóncea (fp(2)=0) se tiene: 


An = [2 (— 11?— ua). 


an 


Por este método resulta cómodo calcular los coeficientes de Fourier para 
las condiciones de frontora de segunda y tercera especie, así como también 
en ol caso del probloma de contorno para la cuorda no homogénea 


d T ax 
[+ (z) Jr x=0, 
si se conocen las funciones propias y los valores propios. 


7. Problemas sin condiciones iniciales. Como fue demostrado 
más arriba, el problema sobre las oscilaciones de una cuerda 
con régimen de frontera dado puede ser reducido a la resolución 
de una ecuación no homogénea con condiciones de frontera nulas. 

Sin embargo, este método con frecuencia complica la resolu- 
ción del problema, la que puede ser hallada directamente. 
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Al estudiar la influencia del régimen de frontera, es importante 
hallar alguna solución particular (de la ecuación homogénea) 
que satisfaga a las condiciones de frontera dadas, puesto quo el 
cálculo de la corrección de los datos iniciales se reduce a la reso- 
lución do la misma ecuación con condiciones de frontera nulas. 

Una clase muy importante de problemas sobre la propagación 
de régimen de frontera son los «problemas sin condiciones ini- 
ciales». 

Si el régimen de frontera actúa durante un tiempo suficiente- 
mente grande, gracias al rozamiento, que oxiste en todo sistema 
físico real, la influencia de Jos datos iniciales disminuye con el 
transcurso del tiempo. De este modo, llegamos cn forma natural 
al problema sin condiciones iniciales (1): 


hallar la solución de la ecuación 
Uy = CU — Gu la 7>0), O<z<l  t>-—oo (61) 
con las condiciones de frontera dadas: (1,) 
u(l, == p(0. 
A este problema lo llamaremos problema (f¿). 
El sumando au, del segundo miembro de la ecuación corres- 
ponde a un rozamiento proporcional a la velocidad. 
Estudiemos primeramente el problema sobre la propagación 
del régimen de frontera periódico: 
u (1, ) = A cos wt (o bien u (2, t) = B sen wi), (62) 
u (0, 1) =0. (63) 
Para las exposiciones ulteriores, nos será más cómodo escribir 
la condición de frontera cn la forma compleja 
u(l, 1) = Ac”, (64) 
Si 
u(z, 1) =u" (zx, 1) + lu? (z, 1) 
satisface a la ecuación (61) con las condiciones de frontera (62) 
y (64), entonces u'Y (2, t) y u? (x, £)—sus partes roal e imagi- 
naria—satisfacen por separado a la misma ecuación (debido a su 
linealidad), a la condición (63) y a las condiciones de frontera 
para z = 1 
uY (1 0=Acosof, 
u? (1, £) =Asen of. 
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FHallemos, pues, la solución del problema 


Up = AU — MU, y 
u(0, )=0, (65) 
u(l, 1 =A4e'*". 
Haciendo 
u(x, 1) =X (2) e'"* 


y sustituyendo esta expresión en la ecnación, obtenemos, para 
la función X (1), el siguiente problema: 


XA ÉX=0 (14 2-2), (66) 
d a 

X (0) = 0, (67) 

Xx (D=A. (68) 


Do la ecuación (66) y de la condición de frontera (67) so halla: 
X (1) = C sen kz. 
La condición para z = l da: 
C A 


= Ñ 69 
sen kl pel 


de manera que 


X (3) =A sen kz 


0 X; (2) + 1 Xa (2), (70) 
sen /l 


donde X, (x) y X2 (x) son las parles real e imaginaria de X (7). 
La solución buscada se puede representar en la forma 
u(x, t)=[X,(2) + ¡X¿(y]Je**=uUz, ) +u% (zx, e, 
donde 
u" (x, t) =X, (2) cos w0t — X, (2) sen ot, 


uu (x, £) = X, (2) sen ot + X2 (2) cos 0!. 
Pasando al limite cuando a —» O, se halla que 


k=límk= (71) 


a=>0 a 
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y 
yen — T 
40 (2, )=limu" (2, t) = A ———cos ot, (72) 
a—>0 () 
sen — 1 
sen — x 
u (zx, 1) =limu? (z, ) = A sen wt. (73) 
a 0 0) 
sen— | 
a 


Consideremos el problema siguiente: 


E =CUrz, OI) t>—o0; ) 
u(0, ) =H1(f), t>—oo; ¡ (1) 
u (1, ) = u2 (6), 


que denominaremos problema (7/p). Es evidento que au? (zx, £) 
y 4 (z, £) son soluciones del problema (Zo) bajo las condiciones 
de frontera 


ye (0, 2) =0, y (2, 1 =Acos of, 
ya (0, 2) =0, y (1, ) = A sen wt. 


La solución del problema para a = O no siempre existo, Si 
la frecuencia de las oscilaciones forzadas «w coincide con la fre- 
cuencia propia 6, de las oscilaciones de la cuerda con extremos 
fijos, 

Rn 
0 == Qn = >” 


el denominadur en las fórmulas para ¿'” y 4'” so anula, y no 
existe solución del problema sin condicionos iniciales. 

Esto tiene un sentido físico sencillo: para w = wm, hay reso- 
nancia, es decir, no existe cl régimen permanente. La amplitud, 
u partir de cierto momento tl = £p, crece indefinidamente. 

Si hay rozamiento (a += 0), el régimen permanente es posible 
para cualquier «w, puesto que sen kl + 0, si h es complejo. 

Si f (£) es una función periódica que se puede representar en 
forma de la serie 


f(t) = > + » (4, cos ont +4 B, sen ont), (74) 
n=1 
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donde w es la frecuencia mínima, 4, y B, son los coeficientes 
de Fourier, la solución del problema para el caso a == O toma la 
forma 


p En sen — x 
ul, 0==—_:x+ (A, Cos ort + 2, sen Wi 
yA al (on 
sen — | 
a 


siempre que ni una de las frecuencias on coincida con las fre- 
cuencias propias de la cuerda fija. 

Si, en cambio, f (2) no es una función periódica, desarrollán- 
dola en la integral de Fourier se puede obtener mediante un método 
anulogo la solución en forma integral. 

Obsérvese que la solución del problema sin condiciones inicia- 
les para a =0Ú0 no se determina unívocamente si no se agregan 
algunas condiciones complementarias. En efecto, sumándole 
a cualquier solución de este problema una combinación arbitraria 
de ondas estacionarias 


y (4, cos al+B,, sen Mas) sen 3” 


donde A, y B, son constantes arbitrarias, se aprecia que esta 
suma satisfará a la misma ccuación con las mismas condiciones 
de frontera. 

Para obtener una solución única del problema (7.,) para 
a = 0, introduzcamos la condición complementaria de la «desa- 
parición del rozamiento»: 

Diremos que la solución del problema (To) satisface a la condi- 
ción de «desaparición del rozamiento», si ésta es solución del problema 
([¿) cuando a — 0. 

Análogamente se resuelve el problema, si el extremo zx = l 
está fijo, y para x = O se ha dado un régimen de frontera. 

La solución del problema gencral sin condiciones iniciales 


u (0, t) el py (2), u (2, t) == Ma (0, 
se halla en forma de suma de dos sumandos, para cada uno de los 
cuales es no homogénea sólo una de las condiciones de frontera. 


Demostremos la unicidad de la solución acotada del problema sin con- 
diciones iniciales para la ecuación (61). Supondremos que la solución es 
continua, así como también sus derivados segundas, en la región 0 < 7 < 
Sl, —owo <t< tg, si las condiciones de frontera 

(0, 1) = pu (1), u(2 t) = pa (£) 


están definidas en la región —oo < i< to. 
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Sean u, (2, t) y ua (z, £) dos soluciones acotadas del problema conside- 


rado ; 
(a) lul<o<M, lul<M, 


dondo M > 0 es un cierto número. 
La diferencia do estas funciones 


v(z, t) = u (x, lt) — uz (x<, 2) 
es acotada ([ vj < 2M), satisface a la ecuación (61) y a las condiciones de 
frontera homogóneas 
v(0, 1 =0, v(I, £) =0,. 


Los coeficiontes de Fourier da la función uv 


(== ! v (z, t) sen — :az 


satisfacen, evidentemente, a la ocuación 


l 
puesto que las derivadas segundas do la Junción » (z, t) son continuas para 


E T<l. 


La solución general de la ecuación (*) es de la forma 


Pp +20 oo =0 (0. => a), (+ 


Up ()= Ane 1 Ba, (.+) 


donde gq? y gí2% son las raíces do la ocuación característica, iguales a 


a/a 
q = Y (a >0). 


Como « -> 0, ontonces Ke qn 11:*? << 0. Por lo tanto, la solución (**) do la 
ecuación (*) sorá acotada para t >» — oo sólo para A, =U y B, =0, es 
decir, v, (t) == 0 para todo n. 

De este modo, 


v(r,t) 0, y u (27, Y) ua us (z, t). 


8. Fuerza concentrada. Estudiemos el problema de las osci- 
lociones de una cuerda bajo la acción de una fuerza concentrada, 
aplicada al punto z = xo. Si la fuerza está distribuida en cierto 
intervalo (y — €, Zo + e), la solución se determina por la fór- 
mula (55). Efectuando el paso al límite cuando £ > 0, se puede 
obtener la solución del problema planteado. 

Por otro lado, al deducir la ecuación de las oscilaciones hemos 
visto (véanse (5) del p. 1 del $ 1) que en el punto Zp. al que se le 
ha aplicado una fuerza concentrada, tiene lugar una discontinui- 
dad de la derivada primera, mientras que la propia función 
se mantiene continua. La solución del problema u (x, £) de las 
oscilaciones de una cuerda bajo la acción de una fuerza concen- 
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trada on 6l punto z¿, puedo ser representada modiante dos funcio- 
nes diflcrentos: 
u(r, l)=u, (r, t) para 0OÓ<<Zo, 
u(r, t)=Uux(7, 1) para m<z<l. 
Estas funciones deben satisfacer a la ecuación 
Ugg; = AUgy para 2 Zo, (76) 
a las condiciones de frontera e iniciales 
us(0,t)=0, u(x,0)=0Q(3, 
uz (1, 1) =0; u, (x, 0) = y (2) 
y a las condiciones de conjunción en el punto z = zp (véase (8) 


del $ 1), que consisten en la condición de continuidad de la fun- 
ción u (zx, t) 


(75) 


(77) 


Us (Lo, )= Uz (xo, t) (78) 
y cn la condición que relaciona la magnitud del salto de la deri- 
vada con la fuerza f (t), concentrada en el punto zo: 


O E O 
del o) — o o po (79) 


No hay necesidad de preocuparse en que se cumplan las condicio- 
nes iniciales. Si hallamos una solución particular de la ecua- 
ción (76) que satisfaga a las condiciones de frontera de (77), así 
como también a (78) y (79), entonces, sumándole la solución de 
la ecuación homogénea de las oscilaciones, podremos satisfacer 
siempre a las condiciones inicinles dadas. 

Tomemos el caso particular 


f(t) = A cos 0ft, —o0o <t< +00 


y hallemos la solución que satisface sólo a las condiciones de fron- 
tera, suponiendo que la fuerza actúa todo el tiempo, a partir de 
¿= —oo (régimen permanente), es decir, resolvamos el problema 
sin condiciones iniciales. Buscaremos la solución en la forma 


Uy (5, t) = X, (2) cos ot para 0<z<tZo, 
Us (e, l) = X2 (2) cos 0 para zo <z<!. 
De la ecuación (76) se deduce que 


2 
xi+(2) X,=0 para 0<1<%, 
a 


o NY (80) 
x5+(2) Xia=0 pura 2<Iil 
a 
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Las funciones X, y X2 deben satisfacer, además, a las condiciones 
de frontera 


X1 (0) == 0, Xa (1) =0, (Si) 
que se desprenden de (77), y a las condiciones de conjunción 
, 14 Á 
X, (20) = X2 (20). Xy (70) — Az 4) = 30 (82) 


que se obtienen de (78) y (19). 
piano de la ecuación (30) y de las condiciones (81), se 
halla: 


Xy (2) =Csen—x, 
a 
w 

Xy (2) = D sen — (1 — a; 

a 

las condiciones de conjunción (82) dan: 

C sen — xy — D sen Ba — Eo) = () 

a 1) 


CO, + D2LcsL — En) = Ei : 
a a a a k 


Determinando de aquí los cocficientes C y D, obtenemos: 


sen — (1 — Xu) 
a 


Aa 
| = sen — cos we para UO<x< ro. 
ka u a 
sen — 1 
€ 
u(x. lt) = 
0) 
sen — Zo 
Aa (U 
Uy = > sen E (1 — 2008 (ol para << 1. 
tv 


a 


Análogamente se escribe la solución para f (t) = A sen ut. 

De esta manera, hemos obtenido la solución para el caso 
Í(t) = A cos wt Ó f (tf) = 4 sen wt. Si f (t) es una función perió- 
dica, igual a 


e: Oo Es E 
0=>5+ ha (A, Cos ont + $B,, sen wn?) 


9— 1043 
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(o es la frecuencia mínima), entuvuces, evidentemente, 


a son (1—x,) 


1 (2=( 2) E a war 
Mi=> A úl 
; ki2 £ + pa (On e a 
ma sen — ¿ 
a 


X (0%, cos wont + f, sen an), USXI< (83) ') 

u(z, 1)=1 
(m2 

asun — 2, 


My = El (2 (1-2) E. A a, 


(0N a 
on sen — | 
a 


X (a, cos ovat + P, sen ono), Lo ES l. 


Si la función f (2) no es periódica, representándola en la integral 
de Fourier se puede obtener, por un método análogo, la solución 
en forma integral. 

Si el denominador de una de las [unciones (83) es igual a cero 


wnl =um 
=0  0áh= EN a= Un. 


sen 
a 


es decir, si el espectro de las frecuencias de la fuerza contiene 
a una de las frecuencias de las oscilaciones propias (resonancia), 
no existe el régimen permanenle. 

Si el punto de aplicación de la fuerza rg es uno de los nodos 
de la onda estacionaria, que corresponde a una oscilación libre 


1) Los primeros 3umandos de estas sumas corresponden a la flexión 
estacionaria, que so dotermina por la magnitud de lu fuerza 


111) == const, 


como se aprecia ficilmente, mediante las funciones 


qn 340 _f, Zo 
uy (7, 1) =u, mE (1-2) 
para 0 <x <. Zo, 


uz (zx, )=4)=5 Hz (1-5) 


. = 


para Tp <1 sI, 
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con frecuencia (,m, entonces 
(9 (Mn : 
sen —2 ¿y = O, sen — (1 — x,) =0. 
a a 


En cste caso los numeradores de los sumandos correspondientes 
para u se anulan, y no tiene Jugar el fenómeno de resonancia. 
Si, en cambio, el punto de aplicación de una fuerza que actúa 
con frecuencia 0,, es un vientre de la onda estacionaria respectiva 
de frecuencia (Mm. enlonces 


0) 
sen —r =Í, 
a 


y el fonómeno de resonancia se expresará en su máximo grado. 

De aquí se deduce Ja regla de que para generar la resonancia 
en una cuerda aplicindole una fuerza concentrada, cg necesario 
que su frecuencia w) sea una de las frecuencias propias de la cuerda, 
y que cl punto de aplicación de Ja fuerza coincida con uno de los 
vientres de la onda estacionaria respectiva. 


9. Esquema general del mélodo de separación de las variables. 
El método de separación de las variables se puede aplicar no sólo 
a la ecuación de las oscilaciones de una cuerda homogénea, sino 
también a la ecnación de las oscilaciones de una cuerda no homo- 
génca. Estudiemos el siguiente problema: 

hallar la solución de la ecuación 


Pu 
df 


1104=2 (10%; — q (2) u = p(x) y UZSL<ÍE (>0, (84) 


que satisfaga a las condiciones 

(0, y =0, u (l, £) =0, to 30, (85) 

ea, 0) =4(), (2,0 =Y() 0<z<! (86) 
Aquí k, q y p son funciones positivas, conlinuas en el segmento 
0<<«<lt(k>0 p > 0 q > 0)". Resotveremos este problema 
por el método de separación de las variables. Para lhallar las 
soluciones particulares resolveromos, como antes, el problema 
auxiliar de la existencia de ondas estacionarias: 


hallar una solución no trivial de la ecuación (84) que satisfaga 
a las condiciones de frontera 


(0, =0, u(, 5 =0 


1? El causo en que A (1) eo anula en ciertos puntos será considerado aparto 
(véase el Complemento 3l). 


gs 
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y que tenga la forma del producto 
u (2, t) = X (1) T (1). 


Sustituyendo Ja forma supuesta de fa solución en la ccuación 
y aplicando las condiciones de frontera, se ubtiene, después de 
separar las variables: 


d dX 
—lk(49—— Il —4X A0X =0, 
| (+) | Ita E 


1" 44IT=0. 
Para determinar la función X (+) se obliene el siguiente problema 
de contorno para los valores propios'!: 
hallar los valores del parámetro ¿+ para los cuales existen so lu- 
ciones no triviales del problema: 


LOO+ApX = 0, (87) 
X(0)=0, A()=0, (88) 


y hallar también cestas soluciones. Éstos valores del parámetro A 
se llaman valores propios, y las soluciones no triviales respectivas, 
funciones propias del problema (87) — (8$). 

Expondremos las propiedades fundamentales de las funciones 
y valores propios del problema de contorno (87) y (88) que nos 
serán necesarias en lo sucestvo. 

1. Existo un conjunto numerable de valores propios A, < 
<<... <An + -«. 4 los cuales les corresponden salucio- 
nes no triviales del problema: Jas funciones propias X, (x), 
Xa ¡Eo AE o, EN (1), O 

2. Sig _>0, todos los valores propios A, son positivos. 

3. Las funciones propias X,, (1) y X, (2) para m mn son 
ortogonales entre sí con densidad p (x) en el segmento 0 << l: 

1 


Xn(0X,(0p(19dr=0 (men) (89) 


4. (Teorema del desarrollo de V. A. Steklov.) Una función 
arbitraria F (7) que tenga derivada segunda continua y satisfaga 
a las condiciones de frontera F (0) — F (1) = 0, se puede desarro- 
llar en serie que converge en forma uniforme y absoluta en las 


3) Si p = ps = const, k = kg = const, se ohticno el problemu de con- 
torno sobre las oscilaciones propins de una cuerda con extremos fijos: 


X"-ppX—0 (1-2 ) 


X (hn=0, X (1) =0 
que fuc estudiado en el $ 2. 
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funciones propias (X,, (7)): 


Pl)= Y FaXa(o. Fi= Fr)X(0p(mdz, (00) 


La) 


Nx, 1? = $ Xx? (2) p (2) dz. 


La demostración de las afirmaciones 1 y 4 se funda, por lo 
general, en la teoría de las ecuaciones integrales, y no la daremos 
aquí. En el presente punto nos detendremos en la demostración 
de las propiedades 2 y 3. 

Antes de pasar a la demostración de estas propiedades, deduz- 
camos la llamada fórmula de Green. Sean u (x) y v (x) funciones 
arbitrarias con derivadas segundas en el intervalo a <x< bd, 
y que posean derivada primera continua en el segmento ae < 
< r < b. Tomemos la expresión 

uL lv] — v£ [u) = u (kv) — v(ku'Y = [k (uv — vu))”. 
Integrando esta igualdad com respecto a x= desde a hasta b, se 
obtiene la fórmula de Green 


b b 
$ (uL[v] — eL [u) de= k(uv' — vu') |. (91) 
Demostremos la propiedad 3. Sean X, (1) y X, (x) dos fun- 
ciones propias quo corresponden o los valores propios A, y An. 


Haciendo en la fórmula (91) yu = X,, (2), v = X, (2) y teniendo 
en cuenta las condiciones de frontera (88), tendremos!): 


¿ . 
(XmL[X,]—X,£[Xm)dr=0 (a=0, b=D, 
de donde, aplicando la ecuación (87), se obtiene: 
(An — Am) X m (1) An (2) p (2) dr =0. 
De este modo, si A, < he. tione lugar la condición 


l 
) Xm (2) Xp (2) p (2) dx=0, (92) 


2) Las derivadas X;, y Xy son continuas en tudo el segmonto 0 < zx <l, 
incluyendo log puntos x == o y x= I, puesto que Ja ecuación (87) nos da: 


he (2) Xin (2) = j (2 —Am0) Xm de+C. 


De aquí se obtiene la existencia de Ja derivada Xfp para 7 =0 y z==l, 


134 CAP. JT ECUACIONES DE TIPO HTPERBOLICO 


gue expresa la orlogonalidad, con densidad p (2), de las funciones 
propias Xn (2) y X,, (7). 

Demostromos ahora que a cada valor propio le corresponde 
sólo una función propia, salvo un factor constante". lin efecto, 
cualquier función propia se dotermina unívocamente como la 
solución de unu ecuación diferencial de segundo orden, mediante 
cl valor de la propia función y de su derivada primera en x =0. 


Suponiendo que existan dos funciones, X y X, que correspondan 
a un nismo valor A y que se anulen en z = 0, y tomando la función 
x()==0 x (a), 

Xx" (0) 
se advierte que esta función salisfaco 4 la misma ecuación de 
segundo orden (87) y a las mismas condiciones iniciales que la 
función X (2): 
xo) = 20 x (0)=0, 
AX” (0) 
Xx" (0) E. e 
2” o) -£0  (0)—xX (0). 
de X"(0) 
Con esto queda demostrado que X* (x) = X (u), y que 


XA” (0) 
Obsérvese que en la demostrución se aplicó la condición 


XxX (0) +0, la cual, sin lugar a dudas, se cumple, puesto que Ja 
solución do la ecuación lineal (87) determinada por las condicio- 
nes iniciales 


X(0)=0, X'(0)=0 


es idénticamente nula, por lo que no puede ser función propia 
(véase la pág. 132). 


1) La propiedad que demostramos del primer problema de contorno 
so basa en que dos soluciones linealmente indepondientes de una ccunción 
diforoncial de segundo ordon no se puedan anular en un mismo punto. Esta 
afirmación se rofiere al problema de contorno con condiciones de frontera 
nulas. Bajo otras condiciones de frontera (por ejemplo, X (0)=X (DN, X” (0= 


= X' (1), pueden existir dos funciones propias diferentes que correspondan 
; wm nn , (2) JS 2rn 
a un mismo valor propio (XP? (1) = cos —— zx, XP (7) = seu 7 para 


l 
A (E. rn=0, 1, 21 e E 
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En virtud de la linealidad y homogeneidad de la ecuación y 
de las condiciones de contorno, es evidente que si X, (x) es una 
función propia del valor propio A,, la función A,X, (2) (4, es 
una constante arbitraria) es también función propia para el mis- 
mo 4,. Más arriba fue demostrado que con esto se cubre loda la 
clase de las funciones propias. Las funciones propias que se dife- 
rencian en un factor no las consideraremos, claro ostá, esencial- 
mente distintas. Para evitar ambigúedad en la elección del factor, 
s4 puede someter a las funciones propias a Ja condición de que 
sean normalizadas: 


¿ 
[X, IF= ) Xn (0) p (0 dr= 1. 


Si cierta función X, (x) nu satisface a esta condición, se la puede 
enormalizar», multiplicándola por un coeficiente 4, 


1 
A,X, (1) = XA, (0. An= —. 
MX ll 
Si sometemos las funciones propias del problema (87)—(88) 
a la condición de que sean normalizadas (|| X, || = 1), éstas 


orar un sislema orlogonal y normalizado: 


l | 0, mín, 
JX (0 XK (2) pimdr=/ 1, m= hi, 


Demostremos la propiedad 2. Mostremos que A>>0 para 
q >0. Sea X, (2) la finción propia normalizada que corresponde 
al valor propio 4,, de forma que 
P1X7] A A np(2) An (2). 
MulJtiplicando ambos miembros de esta igualdad por X, (a) o 
integrando con Al adds a 7 desde y hasta l, obtenemos: 


de px pta de=—[X,, (a) 1 L[X,] dz, 


o bien 
? 


-$X, 


0 


2/4 
n 


puesto que la función de (x) se supone normalizada. Integrando 
por partes y utilizando Jas condiciones de fronlora ($8), se ablieno: 


1 l l 
A, = — Xu lX 1 NADIA (0 dr + j q (2) Xi (2) di = 
0 Dn 


¡ 


= Y (9 [X, atar + Sato Xx (2) dr, (93) 


0 
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de donde se deduce, precisamente, que 
A, > 0, 


puesto que, por hipótesis, F(x)>0 y 7 (7)>0. 

Dejando de lado la demostración del teorema del desarrollo, 
nos «detendremos brevemente en el cálculo de los coeficientes «del 
desarrollo. 

No es difícil ver que 


it | 
F. E p (7) F (1) X. (x) dz. (94) 
lA, ¡2 


En efecto, multiplicando ambos miembros de la igualdad 


F (x) — 2 PAX, (2) 


por p (7) X,, (7), integrando con respocto a x desde O hasta ¿ 
y teniendo en cuenta la ortogonalidad de las funciones propias, 
se obtiene la expresión escrita más arriba para los coeficientes 
F., (coeficientes de Pourier]” . 

Volvamos ahora a la ecuación con derivadas parciales. Para la 
función 7 (t) se tiene la ecuación 


T"+4A,T =0 (39.5) 


sin ninguna condición complementaria. En virtud de que A, es 
positiva, su solución es de la forma 


T, (t) = A, cos YArt + B, sen VAnt, 
donde A,, y B, son coeficientes indeterminados. De este modo. el 
problema auxiliar tiene un conjunto infinito de soluciones del 
Lipo 
Bn (2, 1) =T, (9) Xn (2) =(A, cos Y/Ant + By sen Y/dnt) X n (2). 
Resolvamos el problema con condiciones iniciales dadas. Bus- 
caremos la solución en la forma 


u(xr, t)= y (A, cos Y/Ant + B, sen Y Ani) Xan (2). (96) 
y ../] 


El esquema formal pura satisfacer a las condiciones iniciales 
(86) se basa en el teorema del desarrollo 4, y se efectúa en forma 
complotamente análoga al caso de ura cuerda homogénea. Do 


2% La posibilidad de la integración término a término de la serie se 
sigue del teorema de Stoklov sabre la convergencia uniforme de la serie (90). 
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las igualdades 


u (x, 0) = q (2) = y AnX n (2), 


u (1,0) =Y(2)= Y B, Vi X . (2). 
noi 
se halla que 


An = Pus B,= hd ' (97) 
Vin 
donde a, y Y, son los coeficientes de Fourier de las funciones 
p (2) y p(z) en su desarrollo según el sistema de funciones 
(X, (19), ortogonal con densidad p (2). 

Limitándonos al esquema general del método de separación 
de las variables, no damos las condiciones de aplicabilidad de 
esto método tanto en lo que se refiere a los coeficientes de la 
ecuación como a lo que respecta a las funciones iniciales. 

Los trabajos básicos sobre la fundamentación de este método 
perlenecen a V. A. Steklov?. 


EJERCICIOS 


1, Hallar la función u (x, f) que determina el proceso de las 
oscilaciones de una cuerda (0, ll), fija en suas extromos y excitada 
(fig. 24), estirándola en el punto x = c en una magnitud A, es decir, 
u (c, 0) = h (véase el apéndice 1). La velocidad inicial es igual a cero. 

2. Una cuerda, fija en sus extremos, se estira en el punto r = € 
medianto una fuerza Po. Hallar las oscilaciones de lu cuerda, sí on 
el Icento inicial la furrza deja de actuar, y la velocidad inicial 
es nula. 

3. Hallar la función u (z, t) que determina el proceso de las 
oscilaciones de una cuerda (0, 1), fija en sus oxtremos y excitada por 
el impulso K, distribuido en el segmento (c — 6, c + 6): a) de mane- 
ra uniforme, b) según la ley vu cos sn (véase el apéndice lI), 
sí la desviación iniciul es igual a cero. 

4. Hallar la función u(x, t) que determina las nscilaciones 
de una cuerda (0, 1), fija en sus extremos y excitada mediante un im- 
pulso K, aplicado al punto xr = c (véase el apéndice I). La desviación 
micinl es igual a cero. 

5. Demostrar la uditividad de la enorgía de cada armónicn 
para el proceso de las oscilaciones con las condiciones de frontera 


1) Véanso las afnformaciones de la Sociedad Matemática de Járkov», 
segunda seric, t. 5, N03 1 y 2 (1890), «Problemas fundamentales de la Física 
matemática», lt. 1 (1922); Y. A. Illín, Sobre la resolubilidad de los problemas 
mixtos para las ecuaciones htperbólicas y parabólicas, Progresos de las Ciencias 
Matemáticas (Uspieji Matematícheskij Neúk), t. 15, parte 2 (1060). 
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Fig. 24 
x=0 5 y-* 


» =0, 4. =0. Considerar asimismo el caso de la condición de fron- 
tora de tercera especie u, + hu = 0 (suponer que todas las serios 
convergen uniforinmemonte). Calcular la energía de cada armónico en 
los ejercicios 1, 2, 3, 4, 

6. Un resorte, fijo en un extremo al punto z= 0, es estirado 
por un peso de masa M4, colgado del punto - = 1 Hallar las escila- 
ciones del resorto, si en el momento ¿ = 0 el peso so cae y en lu suce- 
sivo vo actúa ninguna fuerza sobre el extremo x= 1. 

7. Un extramo de una barra está fijo, y sobre el segundo actúu 
una Ínmorza F,. THullar las oscilaciones de la barra, si en el momento 
inicial lu fuerza deja de actuar. 

8. )lallar el proceso de las osciluciones de un resorte, uno de 
cuyas extremos está fijo, si al otro extremo se Je cuelga en «el momento 
inicial nn poso de masa 4. Lus coudiciones iniciales son nulas. 

9. A una cuerda homogénea con los extremos fijos x = (U y x — 1 
se Jo ha ajustado una masa M en el punto x =— ce. Hallar la desviación 
de la cuerda ri (x, 1), si: a) on el momento inicial en el punto x =c 
la cuerda cstá desplazada en una magnitud A de su posición de cquili- 
hrio y se fa suelta sin velocidad inicial; el desplazamienta y la veloct- 
dad Ínicinles son iguales a cero (véase el apéndice 11]). 

10. Jlallar el proceso de las oscilaciones do un resorte cun extre- 
mos libres, si al principio se Jo clica uniformemente (presentar 
un modelo de aste pr emal. 

11. Hallar el proceso de las oscilaciones de un resorte de extremos 
fijos elústicamente con iguales cocficientes de rigidez h, si las condi- 
ciones inicialos son arbitrarias. 

Investigar la solución para k pequeñas (ligadura «blanda») y paru 
h grandos (ligadura «rígidas), y calcular las correcciones correspondian- 
tes a los valores propios para una cuerda con extremos líbres y fijos. 

12. Hallar la desviación u (x, t) de una cuerda con cxtremos 
fijos rígidamente, si las oscilaciones lienen lugar en un medjo cuya 
resistencia es proporcional a Ja velocidud, y las condicionos iniciales 
son arbitrarias. 

13. Un cable eléctrico aislado de longitud l y de características 
L, R,C y G=0, ha sido cargado hasta cierto potencial constante 
vo. En cl momento inicial un extremo del cable se lleva a tíerra, y ol 
segundo permanece aislado todo el tiempo. Hallar la distribución de 
la tensión en el cahle. 

14. Una cuerda de extremos fijos ascila bajo la acción do una fuer- 
za armónica, distribuida con densidad f/(z, 1) = 0 (2) sen 0!. 
Hallar la desviación u (x, £) de la cuerda con condiciones iniciales 
arbitrarías. Estudiar la posibilidad de resonancia, y hallar la solu- 
ción en el caso de resonancia. 

15. Resolver el problema 14, suponiendo quo las oscilaciones 
tienen lugar en un medio cuya resistencia os, proporcional a la vuloci- 
dud. Hallar las oscilaciones estacionarias, que constituyen la parte 
Ada ta de la solución para t =>» oo. 

16. Una barra elástica de longitud l está rituada verticalmento 
y fija en forma rígida por su extremo sapurior a un ascensor que cae 
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libremente, el cual, habiendo alcanzado la velocidad va, se detiene 
súbitamente. Hallar las oscilaciones de la barra, suponiendo que su 
* extramo inferior está libre. 
17. Resolver la ecuación 


Uy — Au. — Pu +A 
con condiciones iniciales nulas y con las condiciones de frontera 
y (0, 9 =0, u ((, £) = B, 
done db, A y B son constantes. 
18. Resolver la ecuación diferencial 
Uy — Axe HA Bhz 
con condiciones iniciales nulas y con las condiciones de frontera 
u(0, t)— Bb, u (tt =C, 


donde A, 23 y C son constantes. 

19. A una cuerda homogénea, con los extremos fijos rígicdamente 
r=byzx=!l onel punto : =c(0) <c <l) se le ha aplicado la 
fuerza urmónica 

F y) = Py sen wé, 


vc actúa a partir del momento t£ — O. Hallar la desviación de la cucr- 
da u 1% f), suponiendo que las condiciones iniciales son nulas, 
20. Resolver el problema de las oscilaciones de una barra no ho- 
mogénoa de longitud 1 con sus extremos fijos rigidamente, formada 
pour dos barras homogéncos unidas en el punto 2 =e (0 < ec 1, 
si la desviación inicial tiene la forma 


h a 
de para Oe wc, 
u (2, Al h 
LU 3=7 41) para c<rst, 


y las velocidades iniciales sun iguales a cero. 
21. Hallar las oscilaciones estacionarias de un resorte, uno de 
cuyos extremos está fijo, «er en el otro actúa la fuerza 
F(0)— A sen (tot + B son wet. 


22. Hallar las oscilaciones estacionarius de una barca uo hamo- 
génos, formada «de dos barras homogéncas unidas en el punto « = e. 
si un extremo está fjo, y el otro se muevo según la ley 


u (Ll, ()= A son 0f. 


$ 4. PRORLEMA CON CONDICIONES 
EN LAS CARACTERISTICAS 


1. Planteamiento del problema. Consideremos varios problemas 
que son el dosarrollo del primer problema de contorno para la 
ecuación de las oscilaciones de una cuerda. Para simplificar, 
estudiaremos los fenómenos en las cercanías de un exbremo, con- 
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síderando al otro alejado al infinito, es decir, tomaremos como 
problema «do partida el problema para una recta semiinfinita. 

La ecuación de las oscilaciones de la cuerda u;¿.- = au, 
es simétrica con respecto a las variables x y €£, si hacemos a? = 1, 
es decir, si cambiamos la escala «del tiempo, introduciendo la 
variable £ = at'. Sin embargo, las condiciones complomentourias 
introducen una asimetría en Ja interpretación matemática de 
x y t: en las condiciones iniciales (para ¿ = 0) se dan dos funcio- 
nes, u (x, 0) y u; (x, 0), mientras que en las condiciones de 
frontera (para zx = 0) se da sólo la función u (0, £). 

Como fue indicado en el $ 2, p. 9, entre las funciones y sus 
derivadas normales para £ = 0 y x = 0 existe la relación 


u; (0, z) 4+ Uzx (0, 2) = u, (z, 0) Al Uz (z, 0) (a? => 1) 


para cualquier valor de z. De aquí se deduce que para rx = 0 y 
t =0 no es posible dar todas cestas [unciones independientemente; 
sólo tres condiciones son arbitrarias, lo cual, precisamente, indica 
la imposibilidad de plantear las condiciones complementarias 
en forma simétrica. 

Las condiciones complementarias pueden darse o bien en las 
líneas rectas x = 0, t = 0 (con problemas de este tipo hemos 
tratado hasta ahora), o bien en ciertas curvas del plano de fases. 
Por ejemplo, las condiciones de frontera se pueden dar en cierta 
curva Cy (2 = f, (£)); sin embargo, para la resolución de este 
problema la curva C,, udemás de ser suficientemente lisa, debe 
satisfacer a ciertas condiciones complementarias. 

Estudiemos el proceso de las oscilaciones de un gas en un 
tubo con frontera móvil (pistón móvil). Está claro que la velocidad 
de desplazamiento de la frontera, que se mueve según la ley 
z = f, (t), no se puede considerar arbitraria: ésta no debe sobre- 
df, (t) 
dt 
geométrica de esto es que la curva Cy (xr = f, (t)) debe estar 
separada por la característica de la línea t = O, que da los valores 
iniciales (fig. 25). Sí al menos un punto de la línea C, se hallase 
debajo de la característica x = at, el valor de la función u (zx, 1) 
se determinaría completamente por las condiciones iniciales, 
y no se podría dar arbitrariamente. El significado físico de esto 
está relacionado con que si un gas se mueve con velocidades que 
superan a la del sonido, la ecuación de la acústica pierde su vali- 
dez, y deben utihizarse las ecuaciones no lineales de la dinámica 
de los gases?), 


pasar la velocidad del sonido a < a). Una consecuencia 


1" Véase el apéndice 1V, pág. 175. 
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Fig. 25 


Las condiciones iniciales se pueden dar no sólo en el eje 1 = O, 
sino también en cierta línca Cz (2 = fa (x2)), que debo satisfacer 


a la exigencia | f, (1) | < - (en este caso C2 está en la región de 


infinencia de los datos iniciales). Los problemas de este tipo 
se resuelven fácilmente mediante la ecuación integral de las 
oscilaciones (véuse el $ 2, p. 7). 

Sin proponernos dar una lista completa de todos los problemas 
posibles de contorno, estudicmos com más detalle la delermina- 
ción de la solución a partir do Jos datos en Jas características. 
Este problema de contorno se llama a menudo problema de Goursal. 
El problema con datos en las características presenta un gran 
interés desde el punto de vista de las aplicaciones físicas. Este 
se encuentra, por ejemplo, on el estudio de los procesos de sor- 
ción y desorción de lug gases (véase el apéndico V), de los procesos 
de secado (véase el ejercicio 1) y muchos otros problemas. 


2. Método de las aproximaciones sucesivas para el problema 
de Goursat. Consideremos el problema más simple con datos 
en las características 


Lx y == AA y). Y 
u (x, 0) = q, (9), j (1) 
u (0, y) = qu (y). 


Las condiciones complementarias están dadas en las rectas x = 0 
e y = 0, que son características de la ecuación (1). Supondremos 
que las funciones q, (2) y q 2 (2) son derivables y satisfacen a la 
condición de conjunción «q, (0) = q2 (0). Integrando sucesiva- 
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inente con respecto a x= y a y la ccuación (1), se obtiene: 


ty (x, y) =8,(0, 1) + 3 (E. y) dE, 


J x 
w(z, y) ="(2, 0) +u(0, y) —u(0, 0) + en Í/(E.m de, 
o bien 


43 
(zx, y) = q (2) + pe (y) — er (0) 4 ) y 1(8, 1) dE dn. (2) 


De este modo, para la ecuación más sencilla, que no contieno 
a las derivadas primeras uz. uy y n la función buscada, la solu- 
ción se escribe en la forma analítica explícita (2). De la fórmu- 
la (2) se desprende directamente la unicidad y la existcucia de 
la solución del probloma planteado. 

Pasemos a la resolución de la ecuución lineal de tipo hiper- 
bólico 


Uyy = 0 l2, Yue + bd (zx, yu ela ye+/(n (3) 


con las condiciones complementarias en Jas características x = 
== 0, y = 0 


u (x, 0) == Qu (2), (3) 
u (0, y) = mp: (y), 
donde pi (2) y qe (y) satisfacen a las condiciones de derivabilidad 
y de conjunción. Supondremos que los cocficientes a, b y ce son 
Iunciones continuas de z e y. 


La fórmula (3) muestra que la función u (x, y) satisface a la 
ecuación integrodiferencial 


u(z, y) = $ $ laca, N) 45 + d(E, Mun +<e(E, yu] az dn + 


+ (0) + 02 (0) — 4 (0) + rEmasda. (6 


Para resolverla, aplicaremos el método de las aproximaciones 
sucesivas. Tomemos como aproximación nula a la función 


Uy (7, Y) = 0. 
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Entonces (4) nos da, pura las aproximaciones sucesivas, las 
siguientes expresiones: 


uy en A FT 20 + bi — a Ñ $0 ol | 
us (z, y) = uy (xr, y) + ] af$, n) —— Pes de 
+ b(é, Dele, n) Un — Ñ dé dí. j 


Obsérvese, de paso, que 


A Í [ar m) E Ib (am) ola, nm) te ] de, 
dx Ox 


(6) 


Ou A 


o 27 —= + [ace pr (E y) 2 EAS un] a dE. 


Demostremos la convergencia uniforme de las sucesiones 


(u,, (zx. y)). (Pq 7) : (2 (x, ”| a 
Ox Oy 


Con este fin, consideremos las diferencias 


Zn (a, y) = Un +1 (r. y) — tt, (x, y) = =— 


v 3 E Le 
=/ $ lec, n) E LEA En) z Le (5,9) 221 (É. | dé dn,. 
02, (x, y) ds GU + la, y) e O, (z, y) E 
-0x dx de 


Y 


es ] 
= $ [ec n) eE + b (xr, y) a + (zx, n) 2, (x, nm) | de... 


Oz (2, 1) dun (z Y) _ dunta, y) _ 


dy Oy dy 


= Fac. 0 > —— + (E. y + ce Y) 221 (E, ”) de. 
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Sea M el extremo superior de las magnitudes absolutas de los 
coeficientes au (zx, y). b (zx, y), e (zx, y). y H. el extremo superior 
de las magnitudes absolutas de sy = uy (e. y) y de sus derivadas, 


02 dz 
ImI<H, (2 |<H, | |<H, 
Ar dy 


cuando z e y varían dentro de cierto cuadrado (0 <zx<L, 
0<y<L). Escribamos las acolaciones mayocantes para las 
[unciones 2 den 92 Es evidente que 

0% dr dy" 


| 2 
[21<3HMzxy < 3H M (e z y) E 


BE 


pe 


< 3H My < 3UM (c+ y, 


02; 


<3HM< 30M (2 + y. 


Supongamos que tienen lugar las apreciaciones de recurrencia 


j n+1 
2 <a EE 
(n +4) 
al lago E 
Dx nm) ' 
02, 


< 3HM"Kk"" (7 + y” 
ni” 


donde K > 0 es cierto número conslanle, cuyo valor precisaremos 
más abajo. Aplicando estas acotaciones y la fórmula para la 
aproximación (n + 1)-ésima se obtiene, luego de varias simpli- 
Fficaciones que sólo aumentan la desigualdad: 


n+2 
; J n+3 p¿n-1 (z + y) (s + y ) 
2 | <3HM"""K AED ase < 


n+2 qn +2 
3H ypatkr (x sE y) ST (2K LM) 
ER OD CRM +2) 
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es 


< 3 M"* Ra"! (7 le yr (E + y 
(n+bl in+2 


armor EY? _ 3H OKLMY"" 
(n + 4) K (n+tbi ' 


+2)< 


On +1 
By 


< 3H mM" kr"! (2 + yr Ez eL y 
mn<+%0! Iin+42 


< 3H mag" (z UN yr 3H (2KLMy* 
(n + 1)! K (a+ 


+2)< 


donde 
K=L+?2. 
En los segundos miembros de estas desigualdades so hallan, 
salvo factores de proporcionalidad, los términos generales del 


desarrollo de e*AL5+4. Estas apreciaciones demuestran que las 
sucesiones de funciones 


Uy Uy + YA ++] m1. 


Ón ,, _ Qu E Ls, 
O EN a as 


óu du Oz 03n— 
—= — + — th... + blade 
dy y dy dy 


convergen uniformemente hacia sus funciones límile, que denota- 
remos mediante 


u (zx, y) = lím u, (2, y), 

v(r, y) = lím Es (a, y, 
1 (z, y)= lím e y). 
n “> >o Oy 


19—1043 
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Pasando al límite bajo el signo integral en las fórmulas (5) y (6), 
tendremos: 


yx 
u (7, y) =41 (7,4) + j 3 (a (E, y) e+0(5.m) w+c(E, nm) uJas dn,] 


v(z, y) = E a y + | [a (2,9) 0 + b(7,9) + c(x, mu] dn, 7 


o e + $la(E.0) 9 +0(8,9)10+0(E,9)u]as, 


Las igualdades que de aquí se desprenden 
V= Uzx, 
w=U, 


permiten establecer que la fuación u (z, y) satisface a la ecuación 
integrodiferencial 


x ed) 
ulz, y=09.(2) +02 (4) — 0.00) +) (10.1) d+ 


z- 

A MAC mn u+5b(5 mu +c(E, mujd¿dn. (4) 
así como también a la ecuación diferencial (3), lo que se com- 
prueba directamente derivando (4) con respectola z e y. La fun- 
ción u = u (zx, y) satisface también a las condiciones complemen- 
tarias, lo cual es de fácil comprobación. 

Demostremos ahora la unicidad de la solución del problema 
considerado (3)—(3'”). Suponiendo la existencia de dos soluciones. 
us (x, y) y uz (x, y), obtenemos inmediatamente para su dife- 
rencia 

U (z, y) = u (z, y) — uz (x, y) 


la ecuación integrodiferencial homogénea 


U (z. y =Í y (0U= 4 BOU, +c0O di dy. 


Denotando ahora por HH, el extremo superior de las magnitudes 
absolutas 


|O (z, y)|< Bs, | O, (z, Y| < Ha, |O, (z, y)| < Hi, 


para 0<I<L,O<y<L y repitiendo las apreciaciones efec- 
tuadas para las funciones Z, (7, y), demostramos la justeza de 
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la desigualdad 


ju <sg qt EEN 3H, (QKLMy*Y 


n+2D "KM (+2) 


para todo valor de n. De aquí se sigue que 
U (zx, y) =0, o bien us (z, y) == uz (z, y), 

lo que demuestra la unicidad de la solución del problema con 
datos en las características. 

Si los coeficientes a, b y c son constantes, la ecuación (3) 
se reduce, mediante el cambio 

u= pe tm 
al tipo 
Vx y + Civ = f. (8) 

Si C, = 0, obtenemos el problema para la ecuación más simple 
(1), cuya solución se da por la fórmula (2). 

Si C,»+0, la solución del problema para la ecuación (8) 
también puede ser obtenida en forma analítica explícita, por el 
método expuesto en el $ 5. 


EJERCICIOS 


%. Por un tubo (z > 0), cargado de sustancia que contiena hume- 
dad, se hace pasar aire (con velocidad v). Sen vb (z, £) la concentra- 
ción de la humedad en la sustancia absorbente, u (r, 2), la concentra- 
ción de los vapores libres. Deducir la ecuación para las funciones 
u (x, t) y v (z, 1), que describen el proceso de secado, si: 1) el proceso 
es isotérmico y 2) la ¡isoterma dol secado tione la forma u = yv, 
dondew es la constante de isotermin (véase tumbién el apéndice V). 

2. Por un tubo (x > 0) pe agua caliente n velocidad v. Saa 
u la temperatura del agua en el tubo, v, la tomperaturo de sus paredes, 
us, la tomperatura del medio circundante. Deducir las ecuacinnes para 
u y u despreciando la distribución de temperaturas en un corte del 
tubo y de sus paredes y considerando que en las fronteras agua— pared 
y pared—medio existe una caída do temperatura, y que ticne lugar 
un IS de temperatura según In ley de Newton (véase el 
cap- , . 


$ 5.RESOLUCION DE LAS ECUACIONES LINEALES 
GENERALES DE TIPO HIPERROLICO 


1. Operadores diferenciales conjugados. Establezcamos ciertas 
fórmulas auxiliares, que nos servirán para la representación de 
las soluciones de los problemas de contorno en forma integral. Sea 

L lul= Uy — Uyy + 6 (7, Yu + d(z, y) Uy +c(z, y) u(1) 
10* 
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la (zx, y), b (zx, y). e (z, y) son funciones derivables) el operador 
diferencial lineal que corresponde a una ecuación lineal de tipo 
hiperbólico. Multiplicando £ lu) por cierta función v, escribi- 
romnos separadamente cada sumando en da forna 

Vlgx = (VU) x — (VxU)x + UDox> hu, = (bvu), —u (0) y, 

VUyy == (vUy)y — (VyU)y + Ulyyy UCU — UCD. 

vauz = (aru), — u (av). 

Sumando cstos términos, se obtiene: 


VÍ [u] = UN [+] + ge + CS : (2,) 

dz Oy 

donde 

A [o] = Dex — Lyy — (40)z — (00), + cb, (3) 
BH = vu, — tv,u + ave = (vu), — (20, — av) u = (4) 
= — (vu), + (24, + au) v, (4*) 
K = — Uy + Uu + bvu = —(vu), + (20, + bo) u = (5) 
= (0), — (24, — bu) v. (5) 


Dos operadores diferenciales se llaman conjugados, si la dife- 
rencia 
v£ lu] — u «A lv] 


es la suma de derivadas parciales con respecto a z e y de ciertas 
expresiones A y K. 

Los operadores L y <%£ considerados son, evidentemente, 
conjugados. 

Si £ lv] = 4 [ul, el operador Y [ul se lama autoconjugado. 

La integral doble de la diferencia v XL lu] — uK fol sobre 
cierta región G, delimitada por el contorno C liso a trozos, es 
jgual a 

dl (v£ [u] — um [v)) dé dy = j (H dn — K ad), (6) 


donde u y v son funciones arbitrarias derivables dos veces (fórmu- 
la bidimensional de Green)”. 


2. Forma integral de la solución. Apliquemos la fórmula (6) 
a la resolución del problema siguiente: 
hallar la solución de la ecuación lincal de tipo hiperbólico 


£ lu] = sz — Uyy +4 lz, y) uz + bz, y) uy + <(z, y) u = 
= —f (2, y), (7) 


1) Véanse B. M. Budak, S. V, Fomin, /ntegrales Múltiples y Sertes, 
ed. «Naúku», 1965. 
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Fig. 20 
que satisfaga a las condiciones iniciales en la curva € 
u lc = q (2), 
Un lo =p (2) (7) 


un €es la derivada en la dirección de la normal a la curva, C), 
y hallar la región en la cual la solución se delormina por las 
condiciones (7'). 
La curva C se supone dada por la ecuación 
y f (2), 

dondo f (x) es una función derivable. Impongámosle a la curva € 
la condición de que toda característica de las familias y — x = 
= const e y + x = const corle a la curva C no más de una vez 
(para esto, es necesario que | f' (1) | < 1). La fórmula (6) nos 


da gs el triángulo curvilínco MPQ, delimitado por el arco PQ 
de la curva C y por los segmentos MP y MO (fig. 26): 


SS (o£ [u] — uoft [v]) de dy= 
MPQ 
M p 
E j (Han — Ka) + y (7 dn — Kat) 4 $ (HT dy — K dE). 


Transformemos las dos primeras integrales, tomadas a lo largo 
de las características MQ y MP. Tomando en cuenta que 


en QM 
y2 (ds es el elemento de arco a lo 
en MP ] largo de QM y MP) 


150 CAP. 11, ECUACIONES DE TIPO HIPERBOLICO 


y aplicando las fórmulas (4) y (5), se obtiene: 


| aran — Kay =— | $ due) +] (1-7) e 


= — (40) y + (ub) + S(22 - y w)u as 


y análogamenteo 
A A TE 


De aquí y de la fórmula (6) se deduce que 


(uv)p + (uv) dv  b—a 
A 


2 e») 2: —Kdy- 
HZ y JS (11 dy — K dE) 


5 SA oz (u) — UM [v) dE dn. (8) 


Esta fórmula es una identidad, válida para funciones u y y 
suficientemente suaves. 

Sea u la solución del problema con condiciones inciales, plan- 
teado más arriba, y supongamos que la función v depende del 
punto MM, considerado como parámetro, y satisface a las siguien- 
tes condiciones: 


of [1] = 34 — Uny — (au)¿ — (du) + ev= O dentro de AMPQ (9) 


Ra ys v en la característica MP, 
ds 2 7 
dv  b+a a (9a) 


v en la característica MO, 


v (M) = Í. 
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De las condiciones en las características y de la última condición, 
se halla: 


3 
92 qy 
232 
v=e" en MP, 
s 
Care ds 
22 
v=e* en MO, 


donde sy es el valor de s en el punto M. Como hemos visto en el 
$ 4, la ecuación (9) y los valores de la función v en las caracte- 
rísticas MP y MQ la determinan totalmente en la región MPQ. 
La función v es llamada con frecuencia función de Riemann. 

De esta manera, la fórmula (3) para la función u que satis- 
face a la ecuación (7) toma la siguiente forma definitiva: 


u(M) = lado Ludo + > ' [o (ue, d +u, de) — u (uv; dn-+un dE) + 


+uv(a dq — bdpl+S V(M, MO f(M”) d5 yy 

(d0 y. = dE dn). (10) 
Esta fórmula resuelvo el problema planteado, puesto que las 
expresiones bajo el signo inlegral a lo largo de 20 contienen fun- 


ciones conocidas en el arco C. En efecto, la función v fue deler- 
minada más arriba, y las funciones 


M E 


u la == 0 (7, 
p' (2) — aVI+ 1?) 
Lele = usCos (x, s) + UY” COS (z, n) = AO A : 
uy lo=u,cos(y, 5) + u, cos(y, mn) = EF (2) + 1 (11 +17) 
141%) 


se calculan a partir de los datos iniciales. 

La fórmula (10) demuestra que si los datos iniciales se conocen 
en el arco PQ, éstos determinan completamente a la función 
en el triángulo característico AP.MO, si se conoce la función 
f(x, y) en esta región!. 


1) Si la característica corla n la curva C en dos puntos P y M, (véase 
la fig. 26), el valor yu (M,) no se puode dar arbitrariamente, sino que se detor- 
mina de la fórmula (10) con datos iniciales en el arco PQ, y por los valores 
de f (x, y) en APM/Q;. 
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La fórmula (10), oblenida bajo la hipótesis de existencia de la 
solución, la determina a partir de las condiciones iniciales y del 
segundo miembro de la ecuación (7); con esto ella demucsLra, 
en esencia, la unicidad de la solución (compárese con la fórmula 
de D'Alembert, cap. IT, $ 2, pág. 62). 

Se pucde demostrar que la función nu, determinada por la 
fórmula (10), satisface a las condiciones del problema (7)—-(7”. 
Sin ombargo, no nos deltendremos en efectuar esta demostración. 


3. Interpretación física de la función de Ricmann. Escla- 
rezcamos el significado físico do la función v (M, M1”). Con este 
fin, hallemos la solución de la ecuación no homogénea 


£ lul =—2%Y  Y=2f) 


con condicionos iniciales nulas on la curva C. Observando la fór- 
mula (10), se aprecia que la solución buscada tiene la forma 


u(M)= AN v(M, MOF,(M') d9 ar. (11) 


Supongamos que f, (MM) es una función local del punto M4, igual 
a cero cn todas partes, a cxcepción de un entorno pequeño Sy 
del punto M,, y que satisíuce a la condición de normalización 


$ $ 7, (1) do 11. =1. (12) 
La fórmula (11) toma en este caso la forma 
u, (M) = 15 v(M. MY/ (M”) d0 yq-. (13) 


Aplicando el leorema del valor medio, se puode escribir: 
u-(M)=v(M, MY) 45 f,(M')d0u: =v(M, MD, 
8 


donde M! es cierto punto de la región S. 
Reduciendo el e-entorno Se al punto My (s —0), so halla: 


u(M) =límu, (M) = v(M, M.)). (14) 


La función f,, como hemos vislo en varios ejemplos, es con fre- 
cuencia la densidad de la fuerza, y la variable y, el tiempo. La 
expresión 


$ 5 f,(M") do ay == $ 8 /1(E, m9) di dn (15) 


es el impulso de la fuerza. Do aquí concluimos, en virtud de la 
fórmula (11), que v (M, M,) os la fuución do influencia del impul- 
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y 


Fio. 27 
> o, bd 


so unitario, aplicado al punto M,. La función v(M, My) = 
= D(<, y; E, ny) fue detorminada como función de los parámetros 
M (z, y), satisfaciendo con respecto n las coordenadas É, yn 
del punto M, a la ecuación 


Hg my [o] = 0 (16) 
con las condiciones complementarias (9a). 
Consideremos la [mnción 
u=u(M, My, 


que es función de los parámetros Ms (E. n) y que satisface, con 
respecto a las coordenadas zx, y del punto M, a la ccuación 


Lix, y [u] =0 (17) 
con las condiciones complementarias (véaso la fig. 27) 
du b E w en la característica M,Q,, 
Os 2 v 2 
0 b gl 
que en la característica 4f,0,, 
ds  2y2 


u(M,, M,) = 1. 
Partiendo de estas condiciones, hallamos que 


e 
— de 
AE 


u(M, | $ on HiOs | (19) 


cn M,P,, 


u(M,, M,)=1. 


La ecuación (17) y las condiciones (18) determinan totalmente 
la función u en el cuadrilátero MP,M,Q,, delimitado por los 
segmentos de caracterísiicas MP,, MO, y MiPr, MiQs. 
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Aplicando la fórmula (6) al cuadrilátero MP:M,Q,, se obtiene: 
$5  (v£ [u] — uofl [v)) dí de = 
2”, M Q M, 
= [Wan —Kd9+ 44 $ + =0 
t an 1 


(R (E, nm) es el punto variable de integración en MP,M,Q). 
Aplicando las fórmulas (4) y (5) para K y H y las condiciones (9a) 
en las características para la función v, no resulta difícil calcular 
las dos primeras integrales del segundo miembro: 


Ps 
| (HT dn — K di) = — (ud) a + (U0)p,, 
y 
) (1 dy —K de) = — (00) + (Udo, 
igual a como lo hicimos al deducir la fórmula (10). 
Análogamente, aplicando las igualdades (47), (5) y las condi- 


ciones (19) para la función u (M, M,) en las características, se 
halla: 


M, M); 
) (H dy — K dE) = ) [— (vu)¿ de — (uv)a dE] + 


My 
E ) v[(2u4 de + 2u, de) + (au dy — bu de)]= 


= $ d(uv) + E 2 (E — 7% u) vds= (uv) m, — (uv) p, 


ds 
d == — == ——= 
( $ dn 75) 


IN (H dy — K dE) =(uv)ar, — (ua, (2 iS q) E 


Br, 


Sumando estas cuatro igualdades, obtenemos: 


2 (Ub) yr = 2 (UD) yy. 
o bien 


u(M, My =v(M.M). (20) 
duesto que 


(u) yr, = (0) 5 = 1. 
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De esta manera, vemos que v (M, Mi), que es la función de influen- 
cia del impulso unitario, concentrado en el punto M,, se puede 
definir como la solución de la ecuación 

Lex, y [v (M4, My] =0, M=M(z, Y, M,=M, (E, n) 
con las condiciones complementarias (18). 


4. Ecuaciones con coeficientes constantes. Como primer ejemplo 
de aplicación de la fórmula (10), estudiaremos el problema con 
condiciones iniciales para la ecuación de las oscilaciones de una 
cuerda: 


Uyy == Uxxe Y f1 (z, t) (ua, ¡=L). 


u (x, 0) =— v(), 
Uy == Y; (1) (s, = *) » 
En la fórmula (10), el arco PQ es un segmento del eje y = 0, El 
operador 
Les [121 = Usex — Uyy 
es autoconjugado, por cuanto 


Como a =0 y b =0, la función v es igual a la unidad en 
las características MP y MQ. De aquí se deduce que 


v(M, M5) =1 
para todo punto M4” dentro dol triángulo MQ. 
Considerando luego que en nuestro caso 
dn =0 en PQ, 
se obtiene: 


Q 
A 


Observando que P = P (x— y, 0), Q =0 (z + y, 0), don- 
de x= o y son las coordenadas del punto M = M (z, y), y utili- 
zando las condiciones iniciales, tendremos: 


gE—=n+o0r+N, 


u(z, y)= 2 


x+y 


y x+Hy—"uw 
+3 1004+3) _) 16 mean 
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Volviendo a las variables z y £, se oblicne la fórmula de D'Alem- 
bert 

p (+ — ab) + q (7 4 af) 

DA TS + 


u lx, t) = 


x+nt ?txt+a(t—1t) 


4 e 4 
ar ae JOE Í sal (E, 1) dE dr, 


que ya encontramos cn el p. 9 del $ 2 (fórmula (30)). 
Como segundo ejemplo, consideremos el problema con condi- 
ciones iniciales para la ecuación con coeficientes constantes 


Uy —Uyy + QU + duy- cu =0, —o <r<oo, y>0 (21) 


(a, b, e, son números constantes), 


telyo=G (0, (22) 
Uy | ,=0 = Y (2). (23) 

La sustitución 
LU! = ue** un (24) 


permite reducir la ecuación (21) a una forma más sencilla: 
Val talad == + (de — al — bd, 

—o<r<o, y>0 (25) 
con las condiciones complementarias 


Ul=o=0(23)e* =q(), —0o<e<oo, (22) 


b ás ie 

Oplmo= (9) Fo) tm —o<z<oo, (23) 
si so eligen los parámetros A y p en forma adecuada, haciendo 
A (26) 


La deierminación de la función U (x, y) a partir de los datos 
iniciales y de la ecuación (25) se reduce a escribir la función de 
Riemann v (zx, y; E, n). 

La función uv debe satisfacer a las condiciones: 


Ves — Vpy E ev =0, (27) 


v=ái en la característica MP (28) 
v=ú4 en la característica AQ (fig. 28). ) 
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1 
z=y 
MZ, 2) 
Fig. 28 
0 PLZ-y,C) Q(T+*Y,0) 
Buscaremos a v en la forma 
v = y (2), (29) 


donde 


¿=Víir— E? —(y—vy?, obien 2=(x—E*—(y —n?. (30) 


En las características MI” y MQ la variable z se anula, de mudo 
que v (0) = 41. Ahora bien, el primcr miembro do la ecuación (27) 
se transiíorma del siguiente modo: 


Oxx — Uyy + cv = 6” (2) (Z, — 25) + 0 (2) (Zxx — 2yy) + cv =0. 


Derivando la expresión pura 22 dos veces, con respeclo a z y a 
y, obtenemos: 


22. = 2 — É, 
22y = — (y — m, 
2Zxx +2 =1, 


De aquí y de la fórmula (30), se halla: 
3, 
—i=i, ss | te 
La ecuación para y toma Ja forma siguiente: 
+ vo+aqr=0 


con Jn condición v (0) = 4. La solución de esta ccuación es la 


FDA de Bessel de orden nulo (véase el Complemento II, 1 par- 
te, $ 41). 


v (2) =Jo( Vc12), 


v(z, y; En) =J.(Ves l(x — E — (y — n”)). (31) 


o hien 
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Apliquemos ahora la fórmula (10) para determinar U (z, y); 
ésta toma en nuestro caso la forma 


va =ZN EVO, $ (00, dé — Uv, dE) (én=0. (32 


Calculemos previamente la integral por cl segmento PQ (nm = 0): 
Í (00, — Uv) a=Y J(Ve,[tr — EY — y?) Un (E, 0) — 
_U(E,0Vayda( EY YN 33 
Ve l(e—E*—y] 
Utilizando las condiciones iniciales (22), (23'), se halla: 


u(z, y nd tar+ y) En 


+> Ll Va Vie — =P) de (E) dE + 
20 7. (ye, Vx — EY — y?) 91 (E) dE | 
e TAREA A E 34 
+3 Vey a, VE E 


de donde, en virtud de (24), (22”)y (23"), se obtiene la fórmula 


_a=b a+» 


Y 2 Y 
u(zx, TRE A 


me ME Joyce Viz—E* —y) + 


AV — y?) y 
dh — 
+ V cy MR CUE p (5) di 


TA 
30 va Va—-N—Y)ye $ (5) de, (35) 
que da la solución del problema planteado. 
Considerernos el caso particular a = 0, hb = 0, es decir, la 
ecuación 
Uxx — Uyy + cu = 0. 
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De la fórmula (35) se obtione de inmediato: 


pE=n+trera, 


a+ 
e. IVAVEP A OA 


x+y Y DUO 2 
+3 Ve $ Ñ A —= Dona 


u (x, y) = 


wl 


(36) 


x—Y xXx — — 


Haciendo aquí cy == 0 e y = at, se obtiene la fórmula de D'Alem- 
bert 


ue xtat _ 
u(z, y EZ TIE + 1 $0 dí, (37) 


que da la solución de la ecuación de las oscilaciones de la cuerda 


Uxx — —7 Un =0 
a 


con las condiciones iniciales 
u (x, 0) = q (2), 
uy (2, 0) =p (2), 
Y (2) = ay (7) = au, (z, 0). 


EJERCICIOS DEL CAPITULO | 


1. Resolver el ejurcicio 1 del $ 4, suponiendo quo on el momento 
inicial la concentración de la humedad es constante a lo largo de todo 
el tubo y que a la entrada se le conecta na chorro de abre seco. 

2. Resolver el ejercicio 2 del $ 4, considerundo que la tempera- 
tura inicial del sistema es igual a ve, y que la temperatura en el extro- 
mo del tubo se mantiene todo cl tiempo igual a va > uo. 
en Resolvor el sistoma do ecunciones telegráficas (véase el $ 1, 

): 

ty + Cuy + Gu == 0, 
UL + Ly+Rt=0 
para una línea infinita con las condiciones iniciales 
i(r, 0 =p (2), uv (z, 0) = y (x). 


Indicación. Reducir el sistema de ecuaciones (5 1 (21)) a una 
ecuación de segundo orden para una de las funciones ¿ (r, 1) 6 v(z, £), 
por ejemplo, 


buy = CL + (CR + GL) iy + GRA 
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con las condiciones inciales t (7, 0) — q (2), 


di 1 R os Ro 
ET (+ ENT 4) O a A 


y lucgo aplicar la fórmula (35). 

4. Investigar la solución de la ecuación belegráfica, obtenida 
((órmuila (35)) para ol caso de G y fi pequeñas. Considerar el caso 
limite G>0, R >0 y obtener de la fórmula (33) la de D'Alembert 
para la solución de las ecuaciones de las oscilaciones de una cuerda. 


APENDICES DEL CAPITULO 1I 


J. SOBRE LAS OSCILACIONES DI: LAS CUERDAS 
DE LOS INSTRUMENTOS MUSICALES 


Una cuerda vibrando genera oscilaciones del airo, gue se 
captan por el oído del hombre en furma de sonido, dado por la 
cuerda. Lu fuerza del sonido se caracteriza por la energía o ampli- 
tud de las oscilaciones, el tono, por el periodo de las oscilaciones, 
y el timbre, por la relación entre la encrgía del tono principal 
y de los armónicos (sobretonos)!). Sin detenernos en los prucesos 
fisiológicos de la porcepción del sonido y en ol proceso de trans- 
misión del sonido por el aire, caraclerizaremos el sonido de una 
cuerda por su energía, período y distribución de la energía en los 
armónicos. 

lén los instrumentos musiculos, por lo común, se gencran oscí- 
laciones transversales de Jas cuerdas. Se distinguen tres tipos 
de instrumentos de cuerda: por puntco, de percusión y de arco. 
En los instrumentos de percusión (por ejemplo, el piano) la 
oscilación se genera mediante un gol¡e, que le da a la cuerda nna 
velocidad inicial sin desviación inicial. no los instrumentos de 
cuerda por punteo (por ejemplo, el arpa, la guitarra), las oscila- 
ciones se generan dando a la cuerda cierta desviación inicial sin 
velocidad inicial. 

Lous oscilaciones libres de una cucrda, generadas de un modo 
arbitrario, se pueden representar en la forma (véase el cap. II, $ 3) 


u(x, t)= pa (a, Cos 0nt +- ), sen wm, t) sen $ (o, —= 4) A 


En calidad da ejercicio del $ 3 fue propuesto el problema 
1,"que forma la base de la teoría elemental de la excitación de 


1 J. W. Rayleigh, Teoría del Sonido, t. Ll, cap. VI, Gostejizdat, 1940. 
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u 


Fig. 29 
Z=-J tel Tz 


las cuerdas en los instrumentos por percusión. La solución de 
este problema mucstra que si la desviación inicial de la cuorda 
está representada en forma de triángulo de altura A en el punto 
z = c (fig. 29), entonces 
. 2 
pa A b, =0. (1) 
mun c (lí -—- c) l 


La energía del n-ésimo armónico ez igual a 


j 1 | Pa nnc ,, 
E, = a plata? = Mh* ARENA sen? = (M = pl) (2) 


y decrece en forma proporcional a n?. 

En el ojercicio 4 del $ 3 se estudia la teoría elemental de la 
excitación de una cuerda por percusión, mediante un golpe con- 
centrado en el punto c, de impulso K. La solución de este pruble- 
ma so representa en la forma 


u (xr, 1) = as Y Ln on E sen pt (0.22), (3) 
Tap n=: n l ¿ l 


2 
A A (4) 
M l 


De este modo, si se excita la cuerda mediante un golpe, con- 
centrado en un pcqueño intervalo de longitud 6, las energías de 
distintos armónicos (para los cuales Ó os pequeño en comparación 
con la distancia entre los nodos) se diferenciarán poco entre sí 
y el tono generado por esta cuerda estará saturado de armónicos. 
Esta conclusión se comprucba fácilmente en el experimento. Si se 
golpea una cuerda tensa (en el monocordio) con el filo de un cuchi- 
llo, la cuerda resonará: el sonido estará cargado de armónicos. 
En el piano la cuerda se excita por el golpe de un martillito, 
forrado de fieltro. Tal excitación de la cuerda se puede repre- 
sontar mediante los csquemus siguientes: 

1. La cuerda se excita dando una velocidad inicial constante 
vy en el intervalo (c — 6, ce + 6). Este caso corresponderá a un 
111043 
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martillito plano rígido, que tenga un ancho de 206 y que golpee 
en el punto c. El proceso de las oscilaciones se «describe inediante 


la función (véase el ejercicio 3 del $ 3) 


| ávl <= 1 nano TU 5UT 
ula, f= — — sen ——- sen —Ó sen — r-sen 0, £, 
. 2 2 ” 
ma n= n l l 2 


y las energías de los armónicos son igualos a 
4M vi 2 XIC y nNnÓ 
7 sen «son —. 


2. La cuerda se cxcita mediante la velocidad inicial 


az (1—0<6, 


O (1 — €) > Ó. 


Este caso corresponde a un martillito rígido convexo de 26 de 
ancho. Este marlillo genera la velocidad jnicial mayor en el 
centro del intervalo 26, lo que puede ser descrito esquemática- 
imonte por la función citada más arriba. La oscilación generada 
de este modo tienc la forma (véase el ejercicio 3 del $ 3) 


TZ 
dv | ty Cos 


nn nn 
rl 


| 8050 < 1 nn 
u(z, == — ——_— E 30N — + 80N 0,, 1 
main, (3) 


1 
y las energías de los armónicos son iguales a 
3v36*p 23 
E, = ==> LOviO: o A A 
Aaa 
l 


3. El martillito que gencra las oscilaciones no es abyoluta- 
mente rígido. En este caso, las oscilaciones se determinan ya 
no por la velocidad inicial, sino por una fuerza que cambia con 
el tienpo. De esta manera, obtenemos una ecuación inhomogénea 


con sogundo miembro 


=—C YH Tí si |z—cl|<Ó, 
Pr, 1) = pe Bo ES 
ES 0 si Je—c|>6, 


lt > . 
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La solución de esta ecuación paru £ > T se representa en la forma 


16 F¿TÓ x 


nina 


u(z, t) == 


Tin 
COS 


Los ejemplos considerados demuestran que el “ancho del inter- 
valo en que se efectúa el golpe y la duración del mismo tienen una 
influencia bastante grande en la magnitud de la energía de los 
armónicos altos. Obsérvese, además, que la presencia del factor 


sen sen (: 2) 
l úl 2) 


nn Dai 
sen e demuestra que si el centro del golpe del martillito cae 


sobre un nodo del n-ésimo armónico, la cnergía de éste es igual 
a Cero. 

La presencia de armónicos altos (a partir del séptimo) altera 
la armonía del sonido, causando Ja sensación de disoriancia!). 
La presencia de armónicos bajos, al contrario, causa la sensación 
de plenitud del sonido. ln el piano, el lugar del golpe del marti- 
llito sa elige próximo al punto en que se fija la cuerda, entre los 
nodos de Jos armónicos séptimo y octavo, para disminuir su 
energía. Regulando el ancho del martillito y su rigidez, se tiende 
a aumentar la energía rolativa de los armónicos bajos (tLercero 
y cuarto). En los pianos antiguos, que tenían un tono más pene- 
trante, inclusive hasta cierto punto tintineante, se utilizaban 
marlillitos angostos y rígidos. 


1. SOBRE LAS OSCILACIONFS DE LAS BARRAS 


Jn los cursos de los métodos de la física matemálica se le 
concede el mayor lugar a Jas ecuaciones de segundo orden. Sin 
embargo, muchos problemas sobre las oscilagiones de las barras, 
placas. etc. se reducen a ecuaciones de orden mayor. 

Como ejemplo de ecuaciones de cuarto orden, esiudiemos el 
problema de Jas oscilaciones propias de un diapasón. equivalente 


1y Por ejemplo, si la frecuencia principal (primer armónico de 440 
oscilaciones por segundo corresponde al lu de la primera octava, urra-freenencia 
sieto veces mayor corresponde »] sol de la cuarta octava. El intervalo la — 
sol, llamado séptima menor, posee un caráctor disonante, desagrada hle al oido. 


16 
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Fig. 30 


al problema de las oscilaciones de una barra fina rectangular, 
apretada en un extremo por tenazas macizas. La determinación 
de la forma de Jas oscilaciones del diapasón y su frecuencia se 
reducen a la resolución de la «ccuación de las oscilaciones trans- 
versales de una barra» 


-36 
217 1-20, (1) 
LE 


Lista ecuación se obtiene cn muchos ¡problemas de las oscilaciunes 
do las barras, al calcular la estabilidad de las vigas giratorias, 
así como también en el estudio de la vibración de los barcos). 

Expondremos una deducción elemental de la ecuación (1). 
Consideremos una barra reclangular «de longitud ¿(0<z<D, 
altura h y ancho b (fig. 30). Tomemos un elemento de longitud dz. 
Luego de la flexión, los cortes de los extremos del elemento de 
barra considerado, que supoudremos planos, forman un ángulo 
de. Si las deformaciones son pequeñas, y la longitud del cjo de la 
barra no cambia con la flexión (dl = dx), entonces 


dy| dy Py 
dp=-—=| —— = — —= dr. 
¡o lx  dxlx+rdx ox 


La capa de material que se halla a una distancia n del eje de la 
barra y = 0, cambia su longitud en una magnitud yn de (fig. 31). 
Según la ley de Hooke, la fuerza de la tensión que actúa a lo largo 
de la capa es igual a 


IN =E bd LR —E. Ln dn, 
de 


2) Véaso, por ejemplo, la monografía de A. N. Krylov «V?braciones: 
de los barcos», 
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is “Fig. 81 


- (Fra F) 


donde E es el módilo de closticidad del material de la barra. 
El momento total de fiexión de las fuorzas que actúan ex el corto 
r es igual a 


PU E adn —p Y 
M=—Ezzb $ 1 n= — EG. (2) 
onde 
a-2 bh? 
J =b ? he = 
o 


es el momento de inercia del corte rectangular con respecto a su 
eje horizontal. Designemos por M (x) el momento que actún on 
la parte derecha de la barra en cada corte. En el corle x + dz, 
evidentemente, aclúa un momento do Ínerzas igual a — (47 + dM). 

El momento excedente — dM se equilibra por el momento de 
las fuerzas tangenciales: 


dM = PF dz. 


De aquí se oblione, en virtud de la igualdad (2), la magoitud de la 
fuerza tangencial: 


a d 
F(z, A A 7 (33) 
Ox Ox 


Igualando la fuerza resultante que aclúa sobre el elemento 


7% 4 
ar= E a — Es YY dy 
de 0: 
al producto de Ju masa del elemento por la anecleración 
Fy 
$ dx, 
ee 


donde p es la densidad de la barra, S, Ja superficie del corte trans- 
versal (aquí despreciomos cl movimiento giratorio de la flexión), 
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se O0bticue la ecuación de las oscilaciones transversales de la barra 
o* 7) : EJ 
a, a — 0 (e=22). (1) 
(. 


Las condiciones de frontera para el extremo fijo zx = 0 son 
la inmovilidad de la barra y la horizontalidad de la tangente: 


dy 
= Í — == Í). 
Y Ivo = 0, du l.-, 0 (4) 
ln el extremo libre «deben anularse el momento de flexión (2) 
y la fuerza tangencial (3), de donde se deduco que 
y y 


= 9 
0x? lx=1 Ae 


=0. (5) 


x mat] 


Para que quede totalmento determinado el movimiento de la 
barra, hay que dar además las condiciones iniciales: la desviación 
inicial y la velocidad inicial, 


17) : 
Yli=o=/(2) y Sel, =0() (0<z<0, (6) 


De este modo, el problema se reduce a la resolución de la ecua- 
ción (1) con las condiciones de frontera (4), (5) y las condiciones 
iniciales (6). 

Resolveremos el problerna por el método de separación de 
las variables, haciendo 


y = Y (2) 7 (1). (7) 
Sustituyendo la forma supuesta do la solución en (1), tendremos: 
TO YA 
arT (1) Y (x) 


Para la función Y (x), se obtiene el problema de los valores pro- 
pios 


dY dy PY 
a — ? RE = 0, A = s ==. O. 9 
Y lx 0 0 mE E de ES de ea ( ) 


La solución general de la ccusción (8) Liene la forma 


Y(2)=A0h Y 12 + Bsh Y dx +Ccos Y a+ .Dsen Y 7. 
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De las condiciones Y (0) = 0, Y” (0) = 0, se halla C = —A, 
D = —B. De aquí se sigue que 

Y (1) = A (ch Y Rx —eos Y Ax) + B (sh Ya —sen y Ax). 
Las eondiciones Y” (1 =0 e Y” (1) =0 nos dan: 

A (ch Y AL + c0s/ AL) +B (sh 214 sen Y 11)=0, 

A (sh y Al — sen Y 2) + B (ch Y Al +cos Y A) =0. 
Este sistoma homogéneo tiene soluciones no triviales A y B, si 
su determinante es igual a cero. Igualando dicho determinante a 
cero, se obtiene una ecuación trascendente para hallar los valores 
propios: 
sh Y 2i—sen Y dl=ch* Al + 2eh Y Alcos Y Al +cos/ 21, 
Como ch? x — sh? y = 1, esta ecuación puede escribirse en la 
forma 

chu.cosp=-—i1 (p= Y AL). (10) 


Las raíces de la ecuación (10) se calculan sin dificultad, por 
ejemplo, gráficamente!): 


My = 1.973, 
M2 = 4,694, 
My = 7,854, 


Mn = 3 (20 —1) para n>23. 


La última fórmula da el valor de p, con exactitud de tres cifras 
decimales, a partir de rR = 3. y con exactitud de sois cifras para 


- 


n>7. 


Consideremos ahora las frecuencias de las oscilaciones de 
uu diapasón. A la ecuación 


T"+04%4,T=0 
la satisfacen las funciones trigonométricas 
Tn (1) = a, cos 29v,1 + b, sen 21,1 
con frecuencia 


o. 2 ha _ Y y EJ y ES 
E S 29m? ps ” 


21 o 


+ Para el cálendo do las ruícos de la ccuación (11 véase J.W. Kuy- 
leigh, Trorfa del Senidw, t E, cap. VITL, 1940. 
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Las frecuencias v, de Jas oscilaciones propias se hallan en 
proporción a Jos cuadrados de p,. Puesto que 


2 2 
ts Ha 


el segundo tono propio es superior al primero en más de dos oclu- 
vas y méidlia, es decir, mayor que el sexto armónico de una cuerda 
de igual tono principal; la tercera oscilación propia es muyor que 
el tono principal en más de cuatro octavas. Por ejemplo, si el 
diapasón liene su frecuencia priucipal en 440 oscilaciones por 
segundo (standard convenido para a”, la nota la de la primera 
octava), la próxima frecuencia propia del diapasón será igual 
a 2757,5 oscilaciones por segundo (entre e''”” = 2637,3 y f'”” = 
= 294,0. las notas mi y fa de la cuarta nctava de la gama tem- 
plada uniformemente); la tercera frecuencia propia, de 7721,1 
oscilaciones por segundo ya se sale de los Jírnites de la escala 
de los sonidos propiamente musicales. 

Al generar las oscilaciones de un diapasón mediante un golpe, 
aparecen no sólo el primero, sino también los armónicos supe- 
riores, lo que explica el sonido metálico en el momento inicial. 
Sin embargo, con cl transcurso del tiempo los armónicos superio- 
res se amortignan rápidamente, y el diapasón da el souido Jimpio 
del tono principal. 


MM. OSCILACIONES DE UNA CUERDA CARGADA 


1. Planteamiento del problema. Jistudiemos el problema de 
las oscilaciones de una cuerda fija en sus extremos (0, 7), en 
algunos puntos de Ja cual, > x, (¿=41, 2, ..., n), se han 
colocado musas concentradas M;. 

Las condiciones en el punto zx, pueden ser obtenidas por dos 
medios. Si en el punto x, (i = 41, 2, ..., n) se ha aplicado la 
fuerza concentrada f£; (t), deben cumplirse las relaciones 


u (2 — 0, t) = u(r; +0, b, (1) 
ku l2E= — F. (2) 
En este caso, F, «debe ser interpretada como Ju fuerza de inercia. 
Sustituyendo en la fórmula (2) 
P; == — MU (x;, 0, 
se ubtiéne: 
Mu; (7, 1) = ku, a (3) 
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Es posible también otra deducción de la condición (3). Distri- 
buyamos la masa 4“, en el intervalo (2, — €, x, + €) con densidad 
constante Ó, y apliquemos Ja ecuación de las oscilaciones para 
una cuerda no homogénea 


dx 
donde p es la densidad de la cuerda. Sea ue (x, £) la solución 
de esta ecuación. 
Integrando la ccuación (4) con respecto a x= desde zx; — 8 
hasta 2; + e y efectuando el paso al límite cuando € — 0, se 
obtiene Ja condición (3) para la función u (x=, t) = lím u, (z, 1). 


lo 
No nos detendremos en fundamentar el paso al límite. 
Formulemos todo nuestro problema: 
hallar la solución de la ecuación de las oscilaciones 


Ú 
(o +5) = (12). LT, eL Al, (4) 


Fu 2( 0) 
===—|k—), 5 
A (5) 
que satisftaga a las condiciones de frontera 
u (0, ) =0, | (45) 
u(l, 1) == 0, $ 
a las condiciones de conjunción en los puntos x - e, 
u(z, —0,1)=4(2,4 0,0, ,, ] 
M tp (it) = hu liza a) (nm 


y a las condiciones inicialos 


te (E, ”$) = (| (wm, | 
tt, (x, 0) = y (2), (5) 
donde y (2) y y (x) son funciones dadas. 


2. Oscilaciones propias de una cuerda cargada. Nos deotendre- 
mos, ante todo, cn el análisis de las frecuencias propias y de los 
perfiles de las ondas estacionarias para una cuerda cargada. Para 
esto, debemos hallar la solución del problema planteado, qne se 
represente en forma del producto 


Ulx, l) = X (2) T (£). (9) 
Sustituyendo esta expresión en la ecuación (5) y utilizando las 
condiciones de frontera, se obliene, después de separar las varian- 


blos, 
T"FAT=0 (10) 
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do 
a LX A £ _— . 
-— (5X") q ApX e 
X(0)=0, X(9=0. 


Las condiciones de conjunción dan: 
X (2, —0) 4 (£, + 0), 
MX (<)T" =kX'" [o ye 


Tomando en cuenta la ecuación (10), escribamos la última rela- 
ción en la forma 


kX' Ed =z — AM X (x.). 


J)e este imodo, para la función X (x) se obtiene el signiente pro- 
blema de valores propios: 


—(4X") +ipX=0, kíx3>0, p(>0, (10) 
X(0)=0, X() =0, (12) 


Xt, —0=X(8, +0 ((=1.2,...,2). ? 

EX (2 +0) — AX" (2, — O) + AM,X (2) = 0. 
La particularidad del problema de contorno considerado es que el 
parámetro A figura no sólo en la ecuación. sino también en las 
condiciones complementarias. 

No nos detendromos en demostrar la existencia de un conjun- 
toinfinito de valores propios y do funciones propias, la positividad 
de los valores propios y el teorema del desarrollo. liste problema 
de contorno, al igual que los problemas de tipo habitual, consi- 
derados en ol $ 3 dol capítulo TI, se reducen a cierta ecuación 
integral, que es en este caso una ecuación integral cargada, equi- 
valento a una ecuación integral en integrales de Stieltjes. 

Detengámonos con más «detalle en la deducción de la condi- 
ción de ortogonalidad de las funciones propias 


X1 (2). Xa (0), - +. 


que es diferente, en nuestro caso, de la condición (92) del $ 3, 
y se llama condición de orlogonalidad cun carga. 

Como fue demostrado en el cap. 11 (véaso el $ 3), las fun- 
ciones propias del problema de contorno 


(13) 


d A S 
E AX) +Ap 


X(0)=0, X (0) =0 
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son ortogonales, con densidad p, cn ol intervalo (0,/): 
l 


$ Xn(0)X,l0)p(1)dr=0 (men). (14) 


Distribuyendo cada masa 3, con densidad constante Ó, en cierto 
intervalo 2; —e€<Z<zx¡+€, donde e > 0 es un número 
pequeño, se obtiene el problema de las oscilaciones propias de 
una cuerda inhomogénea con densidud  Ppa(x). Sean Asn y 
Xen (1)) los valores propios y las fanciones propias de este pro- 
lema, para las cuales debe cumplirse la condición de ortogo- 
nalidad 


Xem (0) Xen (2) Pe (1) dr=0U (15 


Separando en la igualdad (15) las integrales por Jos intervalos 
(1, — e, x, + e) y efectuando el paso al límite cuando 8 —> 0, 
se obticne la relación 


t nm 
$ Km (1) Xp (2) p (2) de + A M Xp (1 X, (r)=0 (mn), (16) 


llamada condición de ortogonalidad con carga!). 

Dejamos nuevamente de Indo el problema sobre la posibilidad 
de este paso al limite. 

La condición de ortogonalidad (16) puedo ser obtenida lam- 
bién formalmente de la ccuación y de Jas condiciones (11)—(13). 
Sean Xmíz) y X, (2) fuuciones propias del problema (1), que 
corresponden a los valores An y An, las cuales satisfacen a las 


ecuaciones 
d dX m ) 
rca [EN rt AmpX m = 0. 
| ds +imPAm = 
Z( dX. ta) . 
k ALMA. =0. 
de dr +Anf 


Multipliquemos Ja primera ecuación por X, (2), la segunda por 
Xm (2), y restemos del primer resultado el segundo. Integrando 
la igualdad. obtenida sucesivamente por los inlervalos (0, 2,); 
lx. 22), 3 (Za, 1 y sumando, tendremos: 


i 
(Ar, "7 A.) $ Xm (x) X. (1) O (1) dr q 
0 


te Xen d 


= 35 Y IXmkX:, — XnkXinfdz=0, (17) 
AS 
1) Vénse MM. Couranal y D. Hilbert, Métodos de la Física matemática, 
t. I, cop. Vi, 1051. 
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donde hacemos zy =0, zas = 1. Efectuarido la integración 
en cada sumando y uniendo los términos correspondientes a las 
sustituciones = =zx¿—0 y z=x,¿+0, se obliene una suma 
de términos dol tipo 


A¡=(A mk Xp — X ak mxo — (mk Xp — An AX pm) =r ¡:40> 


Además, las sustilnciones para z = ( y z = 1 se anulan, en vir- 
tud de las condiciones de frontera. 
Para calcular 4,, utilizaromos las condiciones de conjunción 


X (2, —0)=X,(2, +0), ] e " 
EX (24 4-0) —KX (24 —0) = — Mih,X y(x:) f=m, 1). (13) 


Escribiendo A, en la forma 
Ar Xm(2) 14X, (2: — 0) — kX,, (2, + 0] — 
— Xy (1;) QU (xr, —0) —X ip (2, + 0)1 
y aplicando la fórmula (13), se halla: 
Ay = Xp (251) Mia, Xp (21) — Xp (21) MimA mm (21) = 
= M¡X m (2) Xp (21) (An — An). 


Ahora la igualdad (17) puede escribirse en la forma 
1 h 
(Am — An) Ñ X my (2) Xn (2) p (2) dr + 2 MIX m (25) Xp (2)] = 0. 
t= 
Si Am 7 An» de aquí se dednce inmediatamente la condición de 
ortogonalidad con carga (16). 


La norma de las funciones propias X,, (7) se determina por 
la fórmula 


IX, P= | X7 (0) p (2) de + É MX? (24). (15) 

Es evidente que al desarrollar cierta función f (7) en la serie 
f(x) = 2 MX (0, 

log coeficientes del desarrollo se delorminarán por la fórmula 


l h 
Vi) X (2) p(2d24 Y Mif(z) Xn (2) 


E AA A E 
An ll 


El problema con condiciones iniciales, planteado en el p. 1, 
so resuelve por el esquema común del método de separación de las 
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variables. Análogamente se estudia el problema sobre las oscila- 
ciones de una barra (o de una viga) cuando hay masas concentradas. 

El problema sobre las oscilaciones de una cuerda cargada con 
masas concentradas, encuentra gran aplicación en la física y en la 
técnica. Ya Poisson resolvía el problema del movimiento longi- 
tudinal de un peso colgado de un hilo elástico. A. N. Krylov 
demostró!) que a este problema se reduce la teoría del indicador 
de una máquina de vapor, la de las oscilaciones giratorias de 
una viga con vulantle on el extremo, la de distintas válvulas vi- 
brantes, etc. Para la teoría de muchos instrumentos de medición 
es importante estudiar las oscilaciones giratorias de un hilo, en 
<uyo extremo hay colgada una masa (por ejemplo, un espejo). 

Los problemas de este tipo han adquirido una actualidad 
particular en relación con el estudio do la estabilidad de las 
vibraciones de las alas de un avión. Para resolver esto problema, 
€s necesario calcular las frecuencias propias del ula (viga de sec- 
ción variable), cargada con jnasas (los motores). Además, el 
problema considerado se encuentra al calcular las oscilaciones 
propias do las antenas, cargadas con condensadores y autoinduc- 
cionos concentrados (sobre esto, véase el apéndice dedicado a la 
analogía entre las oscilaciones mecánicas y las clectromagné- 
ticas). 

No nos detendremos aquí en los métodos aproximados de deter- 
minación de los valores y funciones propios del problema, que 
son análogos a los mótodos aproximados de determinación de las 
magnitudes correspondientes para una cuerda no homogénea. 


3. La cuerda con un peso en el extromo. Tiene un gran interés 
práctico el problema de Jas oscilaciones de una cuerda hbomogénca, 
uno de cuyos extremos (x = 0) está fijo, y al otro (zx = £) se le 
ha ajustado un peso de maga M. 

lin este caso la cundición para x = l adquiera la forma 


Mus a R Ku» (2, t) 


y para la amplitud de las ondas estacionarias se obtiene la ecua- 
ción 


XX” +FAnAXn=0 
con las condiciones de frontera 


X,(0)=0, x.0=% An Xn (0, 


il) Véase A. N. Krylov, Sobre ciertos ecuaciones diferenciales de la Física 
matemática, cap. VII, ed. de la Academia de Ciencias de la URSS, 1932, 
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De aqui se halla que 
sen Y Anr 


Xn (7) = , 
di sen ]/An 1 


dondo An se determina de la ecuación 


ctg Y/Anl ==“ > VE boga (20) 


La condición do ortogonalidad de las Immciones (X, (x)) toma 
la forma 


Xn(0Xm(2)pd + MX, (D) Xp (1) =0. 
Calculemos el pS de la norma 
=[x (2) pdr + MX? (0. 
Utilizando la uselta (20), se A 


l M 
Ny =— 7 $S e 2 An? 


El problema con datos iniciales se resnol ve por c1 método habilual. 


4. Correcciones para los valores propios. Calculemos las co- 
rrecciones para las frecuencias propias en el caso de pequeñas y 
graudos cargas M. Para simplificar, estudiaremos el casu en que 
el peso cstá colgado del exlremo de Ja cuerda. Son posibles dos 


casos limite. 
1. M =0. El extremo x = 1 está libre. Los valores propios 
se doterminan de la fórmula 


y 0_ MH A 
j 2 “4d 


2. M =00. El extremo xr =]1 está fijo rígidamente: 
u (1. t) == 0. Los valores propios se determinan de la fórmula. 


Nos interesará el caso de pequeñas .4M (M —=>0) y grandes M 


(M — 00). 
1%. M es pequeña. Hallemos la corrección al valor propio 


AD, haciendo 
da = A + eM, (21) 
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donde e es cierto número. Sustiluyendo (21) en la ecuación (20) 
y despreciando M? y las potencias mayores de M, se obtiene: 


An = 7 (1 — =) ; (22) 


es decir, las frecuencias propias de la cucrda cargada para 
M > 0 crecen, aproximándose a las frecuencias propias de la 
cuerda con extremo libre. 

1 


ae 


2”. M es grande. Escogiendo H como parámetro pequeño, 


hagamos: 
VIV + e 57. 
La ecuación (20) nos da: 
p 


Po= == 
Lam 
Val 
Aquí hemos despreciado los términos que conticnen a + y a las 
Ad 


potencias mayores de + ; 


De esta mancra, 


Ri=VSs- 1 P 1, 70, % 
" An = 1 der + Vi] M Ú An =4An Ml J (23) 


es decir, las frecuencias propias disminuyen al crecer la carga, 
aproximándose uniformemente a las frecuencias propias de la 
cuerda con extremos fijos. 


IV. ECUACIONES DUE LA DINAMICA DE LOS GASES 
Y TEORÍA DF. L1S ONDAS DE CHOQUE 


1. Ecuaciones de la dinámica de lus gases. Ley de conserva- 
ción de la energía. Las ecuaciones de la acústica o el $ 1) 
fueron obtenidas bajo la hipótesis de que las velocidades «del 
movimiento del ga< y las variaciones de la presión eran pequeñas, 
lo cual nos permitió lincalizar las ecuaciones de Ja hidcodiná- 
mica. 

En los problemas que surgen al estudiar el vuelo de los coholes 
y de los aviones rúpidos, en la Leoría de la balística, en la de las 
ondas explosivas, etc., hay que tratar con procesos hidrodinámi- 
cos que se caracterizan por las grandes velocidades y por olevados 
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gradientos de presiones. lin este caso, la aproximación lineal 
de la acústica no sirvo, y hay que ulilizar las ecuaciones no linea- 
les de la hidrodinámica. Como en la práctica estos tipos de movi- 
miento se encuentran en los gases, se suole hablar de la hidrodi- 
námica de las grandes velocidades como de la dinámica de los 
Eases. 

Las ecuaciones de la dinámica de los gases, en el caso del 
movimiento unidimensional de un gos (cn la dirección del eje 2), 
tienen la forma 


de 2 (py) =0 (ecuación de continuidad), (1) 
Ót dx 
yw Op ne A 
e cl +0 —— (ecuación del movimiento), (2) 
a dE 
p=f(p, T) (ecuación de ostado). (3) 


De este modo, las ecuaciones do la dinámica de los gases son 
las ecuaciones del movimiento de un líquido ideal compresible, 
cuando no acióan Ínerzas externas. 

Pascmos ahora a la deducción de la ley de conservación de 
la energía. La energía de la unidad de volumen es igual a 


ee, pe, (4) 


donde el primer término es Ja energía cinélica, y el segundo, la 
energía interna. Aquí e, evidentemente, indica la energía interna 
de la unidad de masa. 

Para un gas ideal es e = e,T, donde c, es la capacidad calo- 
rífica a volumen constante, y T, Ja temperatura. Calculemos la 
variación de la energía on la unidad do ás 


E A A 5 
(2 4 pe E += (Pe). (5) 


Efectuando la derivación en el primer sumando y aplicando 
las ecuaciones (1) y (2), se obtiene: 


0 ez) de Ov y o) ( 2) dp 
de ad PA => =1i— =p -=2:(6 
2 2 AS 2 too Ae po 


Para transformar la derivada Se), apliquemos el primer 


principio de la termodinámica, que expresa la ley de conservación 
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de la energía: 
dQ =de + pdr, (7) 


donde dQ es la cantidad de calor que el sistema obliene del exte- 
rior (o da al exterior), p dr, el trabajo invertido en cambiar el 


volumen en la magnitud dr (1 = E es el volumen específico). 


- Si el proceso es adiabático (no hay intercambio de calor con 
él medio), entonces 


dQ =0 
y 
de = pal =2 dp. (8) 
p Pp 
Aplicando esta igualdad, tendremos: 
d (pe) = € dp + pde=e dp + E dp= w dp, (9) 
d Op 
EA pe Ed A 10 
7 ee) 5 (10) 
donde 
u=e-+ > (14) 


es la función calorífica, o contenido calorífico de la unidad de 
masa. 


Ln derivada > satisface, en virtud de las relaciones (9) 


y (11), a la ecuación 
po 4, (12) 


Teniendo en cuenla las igualdades (2), (5), (6), (10), (12), se 
obtiene la loy de conservación de la cnergía en forma diforcncial: 


20) 2ln(2r») 
o) =— lr +1)). il 


Para esclarecer el significado físico de esta igualdad, integrémosla 
por cicrto volumen (7,, x2): 


xs 2 
2 (érnjam— (E ++) 


3 


xy 
121049 


178 APENDICES DXL CAPITULO J1 


A la izquierda se ticno 0) cambio de energía en la unidad de tiempo 
en el intervalo (x2,, 72), a la derecha, el flujo de energía que sale 
en la unidad de tiempo del volumen considerado. 

Si no se puede despreciar el efecto de conducción del culor, 
la ecuación de la couservación de la onergía toma la forma 


De ] 0 E ] , OT 
AS a MN a | 1, 
(+ pe dd rs dE 180) 


donde x es el coeficiente de conductividad térmica. 


2. Ondas de choque. Condiciones de compatibilidad dinámica. 
En el caso de grandes velocidades son posiblos movimientos, en 
los cuales en cicrlas superficies que se desplazan en el espacio 
surgen discontinuidades en la distribución de las magnitudes 
hidrodinámicas (presión, velocidad. densidad y otras). Estas 
discontinuidades se suelen llamar ondas de choque. 

En la superficie de la discontinuidad (frente de la onda de cho- 
que) deben cumplirso las condiciones de continuidad del flujo 
de la sustancia, de la onorgía y de la cantidad de movimiento 
(condiciones de Hugoniot). Pasemos a la deducción de estas con- 
diciones. 

Transformemos la ecuación (2) a una forma más cómoda para 
nuestros fines. Multiplicando (1) por v y sumándola con la (2), 
se vbticno: 


10) 10) 2 ; 
ro a (2) 


Escribamos ahora las ecuaciones de continuidad, movimiento 
y conservación de la energía en la forma 


00 0 


TORN — az A, (15) 

ACTO JA a 

ÓN 37 e + pu), (2) 
A 
(+00) al + ?)]: 10 


Tomemos en el plano (x, £) la curva x = a (£), que es la «huella» 
de la superficie de discontinuidad en el plano (zx, t). Sca AC 
cierto arco de la curva de discontinuidad zx = « (2), donde A y C 
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son Jos puntos de coordenadas zI,, ly Y Ta = 11 + Áz; ta = t + 
+ Az respectivamente. Construyamos el rectángulo ABCD de 
lados paralelos a los ejes de coordenadas. 

Escribamos la ley de conservación de la encrgía en forma 
integral: 


x ta 
$ (tom, — (0d Jde=— Lona, — (09 Jdt, (45) 


donde a la izquierda lonemos la variación de la masa en el inter- 
valo de tiempo (t,, £2), y a la derecha, la cantidad de sustancia 
que sale del intervalo (x,, zz) durante el tiempo (t,, tz). Si las 
funciones p y pu son continuas y derivables en todas partes dentró 
de ABCD, la ecuación (15) es equivalente a la (1”). En el caso 
considerado, esto no tiene lugar, 

Apliquemos el teorema del valor medio para cada sumando 
por separado: 


[() :=:. GS (P)i=+,] Ed A pd (PD) res +: + (PD) yx x . 
xua y 0 amayóto Al (>(% [=¿88 

en donde 2%, 2**, ¿*, ¿** son valores intermedios de Jos argu- 

mentos zx y f. 

Pasando al límite cuando Azx—=>0 (z2=>x,¡) y At—>0 
(13 — t,) y denotaudo con el subíndice 4 a los valores de las fun- 
ciones por encima de la curva x = a (£) (detrás del fronte de 
la onda de choque), y con el 2 a los valores. de las funciones por 
debajo de esta curva (delante del frente), se obtiene: 


(pz — pi) U = — (poh + (00)z, (16) 
donde 
U= PL lim 42 
t at»o Al 


es la velocidad de la onda de choque. 
En el sistema de cuordenadus que se mueve cunjuntamente 
con la onda de choque, 
uy =UÑ—vvú, us = U — ua 
indican las velocidades de las partículas delanie del frente y 
detrás del frente de la onda de choque respectivamente. La rela: 
ción (16) obtenida más arriba se puede escribir en la forma 
Pity = Pallz. (16) 
Esta igualdad expresa la continuidad del flujo de energía a tra- 
vés del frente de la onda de choque. 
12» 
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Escribiendo la ley de Ja consorvación de la cantidad de movi- 
miento en forma integral, se liene: 


x 


V (po): — (po),,] dr= — Site +0. —(p + p0),,] de, 


Xy 


donde se tiene en el segundo miembro la suma del impulso de las 
fuerzas que actúan (de la presión) y del flujo de la cantidad de 
movimiento. Pasando al límite cuando Ax >0 y At—> 0, se 
obtiene la ley de conservación del flnjo de la cantidad de movi- 
miento en cl frente: 


O (pu) — (pv)] = — (p + pu) + (p + p0)s, 


o bien 
Pas + PULG = pa + paz. (17) 


Análogamonte se obtiene también la ecuación de conservación 
de la energía cn el frente 


2 2 
pu po 
— + pe ¡E Pu | UU — 
( 2 02), ( 2 e) 


. 2 
= — PV, (E + .) + Palz (E + w) 
2 1 2 


la cual, después de transformaciones sencillas, toma la forma 
7 uz 
put (1 + 2) = Palta (ws + a : 


o bien, en virtud de la condición (16), 


2 2 
+ 104. (18) 


De esta forma, en el frente de la onda de choque deben cumplirse 
las ecuaciones (condiciones de compatibilidad dinámica, o condi- 
ciones de Hugoniot) 


Pill = Palla, (16) 

Ps + pr = Pa + pata, (17) 

w yA — w y (18) 
A 
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De las dos primeras ecuaciones (16) y (17) exprosaremos a Uy y 
uz, mediante p y p: 


ui— P2,Pa E, ui —= PL. P call 
Pr Pi — P2 Pe Pi — P2 


de donde 


1 ¿= — PLE Pp, — pa). 


Sustituyendo luego esta expresión en la ecuación (18), se 
halla la relación entre los valores de la energía a ambos lados del 
frente: 


1 
0, — 2 = — (M1 + pa) (Pr — P2) 
ZP Pa 
y 
€1 — € = —— (1 — Po) (Ps + Pa). 
2P1 Pa 
Consideremos un gas ideal, para el cual 
p=RpT; ¿=c.T, u=etIT= EP RF TEE: 
Cp —C; yg—i p 
es decir, 
YwW= >. 3 (19) 
v—1p 


Aplicando la fórmula (19), lurgo de transformaciones sencillas 
se obtiene la llamada ccuación de la adiabática de Hugoniot: 


A (p—De + (+0, 
o bien 
Pp (y+1po—(y—Dez 


Partiendo de esta fórmula se puede determinar una de las magni- 
tudes Pi, Pr, Pz, P2, Si se conocen las tres restantes. 

La onda de choque siempre se mueve con respoclo al gas de 
las rogiones de mayor presión a las de menor presión: paz > Ps 
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(teorema de Zemplen). De aquí se deduce que la densidad del 
gas detrás del froute es mayor que la densidad delante de éste. 

La fórmula (20) exprosa la dependencia entre pa y paz para 
Ps y Pi dadas. La función pz = pz (pz), para Pp, y Pi dadas, es 


E 


monóltonamonte creciente, y tiende al límite finito para > — 00 
1 


(onda de choque de gran amplitud) 


P_Y1+41 (22) 
Pr y—1 


Esta fórmula muestra el salto máximo de densidad (compresión) 

que puede existir en cl frente de una onda de choque. Para un 

gas biatómico es y = 5» Y la compresión máxima es igual a 6: 
L 8 


Pr 


Aplicando las iguaJdades (16'), (17) y (20) y haciendo p, = O, 


se halla: 
+1 e 
Y EPA a Y) PE 
2 ps 2(y+1) ps 


Si la onda de choque se mueve por un gas en reposo (u, = 0), 
la velocidad de su propagación es igual a 


U= y 11.2 
2 Pi 


es decir, ésta crece en forma proporcional a la raíz cuadrada de pz. 

Consideremos ol problema más sencillo de la teoría de las 
ondas de choque. que admite solución analítica. En el tubo cilín- 
drico xr > 0, ilimitado por un lado y cerrado con un pistón por 
el otro (x = 0), se halla un gas en reposo de densidad constante 
Pp. y a presión constante p,. En el momento inicial Y = 0, el 
pistón comienza a moverse con velocidad constante v en ol senti- 
do positivo del eje z. Ante el pistón surge una onda de choque, 
la cual coincido con éste en el momento inicial, y luego se aleja 
de él con velocidad U > v. Entre el pistón y el frente de la onda 
de choque surge la región 2, en la cual el gas se mueve con la 
velocidad del pistón. Delante del frento (región 1), el gas se 
halla en estado de reposo: p = pi, Pp = Pp, [v = O). 
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Utilizando las condiciones en el frente (16), (17) y (18), no es 
difícil determinar la velocidad del frente, así como también la 
magnitud de los saltos de densidad y de presión. 

Introduzcamos Jas magnitudes sin dimensión 


A, A pa 122, (23) 
1 


Pa 1 Cs pic 


donde e, = V YP1 63 la velocidad del sonido delante del frente 


í 
(ón la región de roposo 1). Entonces las ecuaciones de conserva- 
ción se escribirán en Ja furma 


Pe 


oU=U—0, o bien U=-——, (24) 
l—0 
e 
p=1-+vy0v, o bien p=14+y , (25) 
— 0 
o=1+ 00-37). (26) 


Eliminando de aquí a p ya Ú, se obtiene una ecuación cuadrá- 
tica para la determinación de (: 


200 —w 14+ (y +1) 0) + 124 (y—4) 1] =0 (27) 


Como por el sentido fisico es w < 1 (pz > ps), escogemos la raíz 
menor 


Ca 040 (y + Mo. 
m=1+ , y Y rd (28) 


De las ecuaciones (24) y (28) se halla: 


2 
=D ya (29) 
4 16 
e vítrea, (y + 1Y- 
iia ire e bi Y1+ 08, (30) 
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Volviendo a las magnitudes iniciales, obtenemos: 


+1 0 o V 1 (y +11 
E A e e; ser id 


pp A E (31) 
pue ) wr 
a 
E dd mt 4 M+0 
vitro Y is EA, 82 
la o A e 0 (y +1) ¿ 
Pz pal Y 4 na en 160 (33) 


Como la velocidad de la onda de choque es constante, para la 
posición del frente en el momento £ tendremos: 


r=4()= (E Vi+1L, de (34) 


En el caso límite - SY 1 (onda de choque de gran intensidad), 
1 


de las fórmulas (31)—(33) se hallan las relacionos límite 


1 1 1) o 
O A a 
yá 2 pa c 


que fueran obtenidas antes. 


Si E 1 (onda de poca intensidad), se pueden despreciar 
í 


; y? 
los términos q : 
1 
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3. J)iscontinuidades débiles. Más arriba hemos estudiado el 
movimiento de una onda de choque, en cuyo frente las magnitudes 
p, p, U y otras experimentan saltos. Tales saltos se llaman fuertes. 

Son posibles también movimientos en los cuales en cierta 
superficie experimentan un salto las derivadas primeras de las 
magnitudes p, p, v y otras, mientras que las propias magnitudes 
se mantienen constantes. Tales discontinuidades se denominan 
débiles. 

En el $ 2, p. 10, fue estudiado el movimiento de las discon- 
tinuidades de este tipo, y fue establecido que estas discontinui- 
dades se propagan a lo largo de las características. En aquel 
caso partíamos de la ccuación de la acústica. Sin embargo, tam- 
bién para los problemas uo lineales de la dinámica de los gases 
es válido un resultado análogo. 

No es difícil ver que Ja superficie de la discontinuidad débil 
se propaga con respocto al gas con velocidad igual a la velocidad 
local del sonido. En efecto, separemos un entorno pequeño de la 
superficie de la discontinuidad débil, y tomemos los valores 
medios de las magnitudes hidrodinámicas en este cntorno. La 
discontinuidad débil, evidentemente, se puede considerar como 
una pequeña excitación, entre los valores medios, la cual satis- 
face a la ccuación de la ocústica, y debe propagarse con la volo- 
cidad local del sonido. 

En calidad de ejemplo, consideremos el derrame de un gas 
en el vacío (onda de enrarecimiento). Supongamos que on el 
momento inicial t = 0 el gas, que ocupa el semiespacio x > 0, 
se halla en estado de reposo y tiene valores constantes de densidad 
p y de presión py cn toda la región = > 0. Para £ = 0, la presión 
externa, aplicada al plano z = O, cesa, y el gas comienza a mover- 
se; surge entonces una discontinuidad débil (onda de enrareci- 
miento), que se propuga con la velocidad tel sonido cy en el sentido 
positivo del eje z. En el frente delantero del gas z = xy (t), para 
t = 0, se tiene una discoutinuidad de la densidad y de la presión. 
Sin embargo, esta discontinuidad desaparece inmediatamente 
después de comenzar el movimiento. 

Eu efocto, de las condiciones de continuidad de los flujos 
de energía y cantidad «de movimiento para x == 2; (1), 


U=p, (1 — 4)= pi (1, — uf). 
POH pa ap] +1 (01 — 0j y, 
donde p;, p,, v; son los valores por la izquierda cn el punto 


Zi (t); pj, pj, ví, los valores por la derecha en el punto zx, (£), 
so obtieno 


pE=0 y pr =0, 
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puesio que 
pl =P, =t, =0. 
Para el proceso adiabático, la ecuación de estado de un gas ideal 


tiene la forma 
0 7 
p=Po (2) . (35) 
Pu 


La solución del problema la buscaremos on la forma 
p=P(E8) p=p(8); v= v(8), 


donde 
X 
b=2 
Calenlando las derivadas 
UA Utd 
Ót Lt dE” da —t dk" 


donde f =p, vó p, y sustituyendo los resultados en las ecuacio- 
nes (1) y (2), se obtiene: 


CD E=—P z> 


dv dp 
cs E ál—Z 
p—>Sp dE dE" 


(36) 


Multipliquemos la”primera ecuación por (v — E) y sumémosla 
A la segunda: 


o bien 


De aquí se tiene: 


7 


donde e es la velocidad del sonido en el proceso adiabático. 

Como se esludia ol movimiento de la discontinuidad débil 
en el sentido positivo del eje x, hay que escoger el signo t-—» 
en la fórmula anterior, es decir, 


v—iE mm —c. (37) 
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Sustituyendo esta solución en la ecuación (36), obtenemos: 


po 38) 
do  p' 
o, lo que es lo mismo, 
do 1 
dp pel 
Aplicando la ecuación de estado (35), se halla: 
y , después de integrar la ecuación (38), 
1 
2 
Vv= S .c9 | (2) a]. (39) 
p— 1 Po 
De la última fórmula se puede expresar p mediante u: 
e 
ia v1 
o=m(1+11.2) l (40) 
2 Co 


Aquí ez 
e= Y Ye 
Po 


indica la velocidad del sonido para v = O (on el gas en roposo). 
La fórmula (39) también se puede escribir en la forma 


E (41) 


Pb = 
y—i 
Sustituyendo la expresión (40) para p en la ecuación de esta- 
do (35), se halla: 


—i ql 
p=»o 1 +? 2) (42) 
0 
De las ecuaciones (41) y (37) se obtiene la fórmula 


vV= e (2 — co) 9 (43; 


que determina la dependencia de v de z y ?. Sustituyendo despué: 
la expresión (43) para v en las fórmulas (40) y (42), se abtieni 
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la dependencia de p y p con respecto a y ten forma explícita. 
Todus las magnitudes resultan dependor de - . Si so miden las 


distancias en magnitudes proporcionales a £, el cuadro del movi- 
miento no varía. Tal movimiento se denomina automodelo, 

Hallemos Ja velocidad «del movimiento del frente «delantero 
v, (£). Haciendo en la igualdad (42) p = 0, tendremos: 


2 


D, == Co. (44) 
y-—t1 
Do aquí se deduco que Ja velocidad de derrame de un gas en el 
vacio es finita. Para los gases biatómicos es y = ¿ , y 


e 


l o- 

La expresión (44) de la velocidad del frente izquierdo x = 
= 2, (£) puede ser obtenida lambién partiendo de la ecuación 
de balance de la materia 


ez 
Y pdx= pote = PoCal. (45) 
xi 
Introduciendo la variable 
z 
E= 3 . 
se vbticno: 
Cc 
j p dí = poco: 


Sustituyendo luego la expresión para p de (40) y haciendo 


v+1  < 
tendremos: 
Ao _2 1 
paa, (46) 
hy v+1 
donde 
1 Yy-—c 
y AR UE id 4 Mer FEO REA, 
y+1  c 
Después de calcular la integral (46), se obtiene: 
y+l y+ 


ES, A PA 


V. DINAMICA DE LA SORGION DE LOS GASES 189 


es decir, 
A = O, 
de donde se deduce, precisamente, «(ue 
jas 2Cp a 
y—1 


El problema del derrame de un gas en el vacío queda así resuelto. 

Nos hemos limitado sólo a los problemas más sencillos de la 
dinámica de los gases. Para un estudio más detallado de los 
problemas aquí citados, el lector puede consultar la bibliogra- 
fía especializada!). 
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1. Ecuaciones que describen cl proceso de sorción de un gas. 
Estudieraos el proceso de absorción (sorción) de un gas?). Supon- 
gamos que por un tubo (cuyo eje tomaremos como eje coordena- 
do zx). lleno de sustancia absorbente (sorbente), sc hace pasar 
una mezcla de gas y aire. Denotemos por a (x, €) la cantidad do 
gas absorbido por Ja unidad «de volumen de sorbente, y por 
u (x, €), la concentración del gas que se halla cn los poros del 
sorbente en la capa z. 

Escribamos la ccuación de bulance de sustancia, suponiendo 
que la velocidad del gas v es suficientemente grande, y que el 
proceso de difusión no juega un papel sustancial en la propaga- 
ción del gas. Consideremos la capa de sorbente desde x, hasta z> 
durante el intervalo de tiempo desde t, hasta tz. Lis evidente que 
para ésta se puedo escribir la ecuación de balance de la materia 


[vu |;, — vel, 18 6:=[(0+0) 1, —(0+ 01,18 Az. (0) 


la cual, después de simplificar entre AzAt y do pasar nl límite 
cuando Ax > 0, Af —>- 0, toma )a forma 


Ju 15) 
— v— =+—— la + u). 2 
Or Ol 2 


11 Véase ÑN. E. Cochin, LT. A Kibel y N. V. HRozo, /7idromrcánica Teórica, 
Il parte, cap. I, ed. Gostejizdat, 1948; L. Landau y E. Lifshitz, Mecá- 
nica de lus Medios Continuos, cap. VIT, GosteJizdat, 1944; Ya B. Zeldovich. 
Teorín de las Ondas de Choque e Introducción a la Dinámica de los Gases, 
ed. de la Academia de Ciencias do la RSS, 1946; L. 1. Sodov, Propagación 
de las ondas de choque potentes, Matomálica y Mecánica Aplicadas (Prikladnáia 
matemática y mejánica), t. X. flasc. 2 (1940), 

2) Véase A. ÑN. Tíijonov, A. A. Zhujovitsky y Ya. L. Zahezhinsky, 
Absorción de un gas de una corrtente de atre por una capa de material granuloso, 


Z.F.J., t. 20, fasc. 10 (1946). 
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13] primer miembro de esta ecuación representa la cantidad de 
gas que so acumula en virtud del transporte, calculado para lu 
unidad de longitud y de tiempo; el segundo miembro es la canli- 
dad de gas que se empleó en elevar la concentración del gas absor- 
bido, y la del gas que se encuentra en los poros. A esta ecuación 
de balanco se le debe agregar la ecuación de la cinética de la sor- 
ción $0 

-— = fB (u — y), (3 

a B (u — y) 3) 


donde f$ es el llumado cocficiente cinético, y, la concentración 
del gas que se halla en «equilibrio» con la cantidad de gas absor- 


bida. 
Las magnitudes a e y están ligadas por la ecuación 


a =f (y), (4) 


que es una característica del sorbente. 
La curva a = f (y) se llama isoterma de la sorción. Si 


y 
ly) = . 
lg A- PY 


la curva se Jlama ¿soterma de Langmtuir. El tipo más sencillo de 
la función f corresponde a la llamadu isoterma de Henry, que 
es válida en las regiones de poca concentración, 


| 
=-— Uh, 5 
y, (5) 


donde 1 es el coeficiente de Henry. 


En esle caso se obtiene el problema siguiento: 
hallar las funciones u (z, 1) y «a (xz, t) partiendo de las ecuaciones 


Ed du m0 (2) 
dx  0l dt 
= = f (u — ya) (6) 
con las condiciones complementarias 
a(zx, 0)=0, 
u lx, 0) == O, ) (7 
u (0, t) = Uy, (8) 


donde u¿ es la concentración de gas en la entrada. 
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Ju 
ot 
la concentración librc en los poros del sorbente, con respecto 


Despreciando la derivada —— , que es el gas empleado en elevar 


a la derivada 5 , Que es el gas empleado*en elevar la cantidad 


de gas absorbido, se obtieno!): 


Qu da y 
ES dx 0 (2 
Ja 
O A, (6) 
a(z, 0) =0, 


ul (0, £) = Up. 


Eliminemos la función a (x, t), derivando la primera ecuación 
con respecto a t, y utilizando la segunda ecuación: 


— vu Put: —Pya, = Pus + Bryles. 
o bien 


se tE m4 Pi 


Determinemos la condición inicial para u, haciendo en la primera 
ecuación ¿ =0, 


—vuz (x, 0) = Bu (xr, O, u (0, 0) = lo, 
de donde se halla: 
sl 
u (x, 0) ue A 


El problema de hallar la función u (x, £) se redujo a integrar 
la ecuación 


Un + En, + PByu, =0 (9) 
con las condiciones complementarias 
mb 
u (a, 0) =uje **, (10) 
u (0, 2) = uo. (8) 


1) Para el sistema de ecuaciones (2) y (6) es suficiente una condición 
Inicial, puesto que cl oje £ = O en esle coso se transforma cn característica. 
Para más detallos, véazo la nota al pie do la pág. 192. 
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Las caracteristicas de esta ecuación son las líneas 
x= const, tf <= const. 


Las condiciones complementarias de este problema son los valores 
de la función buscada u (x, £) en las características. Análogamen- 
te se plantea el problema para la función a (x, e): 


lau + P a, + Pya,=0, (11) 

a(r, 0) - U, (1) 

a(0, == (1 —e7PY!) (12) 
v 


Hay que hacer notar que un problema semejante se encuentra 
al investigar muchos otros problemas (por ejemplo, el proceso 
de secado por una corriente de aire, el calentamiento de un tubo 
por un chorro de agua, etc.)?). 


14 Al pasar a Ina ceuación (2% hemos despreciado el término u¿. Sin 
embargo, no es dificil demostrar que se llega a la misma ecueción, si se 
introducen las variables 

tai=—; t=r+ E 
y” 2 Ty 


t=x, Y: (fig. 32), 


Fig. 32 


en las cuales el tiempo en el punto z se calcula a partir de ty = 5 , que é9 
el momento en que llega a este punto la mezcla de gas y aire. En efecto. 


Y. DINAMICA DF” LA SORCION DE LOS GASES 193 


La solución de la ecuación (10) se puede obtener en forma 
explícita por el método expuesto cn el $ 5, y se expresa por la 
fórmula 


——— Xyf, Es 
ULT, ¿1) — uje [ezo (2 y x1t,) + E Í e + lo (2 Vr) ar] » (13) 
Ti 0 


T l , ; , Ey 
donde xr, = Pz ,» th = E son variables sin dimensión, fo, la fun- 
ción de Bessel de primera especio de orden nulo de argumento 
imaginario. 


Utilizando fórmulas asintóticas para la función f¿, no es 
difícil obtener la representación asintótica de la solución para 
valores grandes de Jos argumentos. 


2. Solución asintótica. Más arriba hemos estudiado el proceso 
do sorción de un gas, que se somete « la isoterma de sorción de 
Henry, la cual relaciona la cantidad de sustancia absorhida a 
rn pe concenlración de equilibrio inediante la depondencia 
inca 


1 
—= >? Y. 
Consideremos la isoterma de sorción de la forma general 
a = [f (y). 
Si introducimos Jas variables sin dimensión 
l - u a 
Ly == — > ja u=—, un U= —, 
a V ula un UaY 
y la ecuacion (2) toma la forma 
nu da - 
REA (en 
E =Btu—ya). (5) 
Las condiciones iniciales (7) y las ecuaciones (2) y (6) nos dan: 
uv lx, 0)=0, ] 


14 (2, 0) =0. S (15) 
En la región entre la recta l = 0 Y ol aje E, se obtiene el problema de deter- 
minar Ja función u partiendo du las condiciones iniciales (7%) (problema do 
Cauchy). Es evidente que en esta región la función u (x, 1) = 0 (así como 
también a = 0). De las ecuaciones (2” Y (6) so aprecia que pora t = 0 
la función u (x, £) tiene una discontinnidad, mientras que la función a (z, £) 
se mantiene conlinua. De este nudo, para t= 0 la función u, como fuo 
demostrado anteriormente, se deteramina de la ecuación (2”) para a (z, 0) = 0. 
Determinando, al igual que on la pág. 191 (véase las lórmulas (10) y (12)», 
Jos valores u (x, 0) y € (0, £, obtenemos para las funciones u (r, 1) y 
a (xr, £) problemas con condiciones en las características. 


13-1043 
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el sistema (2), (6), (7), (8) adquiere la forma 


pq 0 00 
dz, o ot; 
, (14) 
0 = (u — z), 
0, 
1 | 
v = f, (2) =— f (214) (15) 
UY 
con las condiciones complementarias 
u (0, =1, (16) 
v(r, 0) =0. (17) 


Nos interesará ol comportamiento asintótico de las funciones que 
representan la solución del sistema (14). 

Introduciremos las siguientes hipótesis con respecto a la 
función f, (z): 

1. f, (z) es una función creciente, y f, (0) = 0. 

2. fi; (2) posee derivada continma para todos los valores de z, 
0<z<l. 

3. El rayo que va del origen de coordenadas al punto 
(1, f, (1)) se encuentra debajo de lu curva f, (z) en el seginento 
0<z2<Í (fig. 33) lo cual, en particular, tiene lugar para una 
isoterma convexa. 

Introduciendo la notación para la función inversa 


z=f,* (1) = F (o), 
buscaremos la solución asintótica del problema planteado en 
forma de la onda 
u= (5), 
es =2—of, 18 
¿=p (8), * 155% 


donde o es la velocidad de propagación de la onda, que debemos 


determinar. 
Esto significa que para grandes distancias (cuando x —> 00) 


o después de 'un gran intervalo de tiempo G —> 00), 
D(z, E =0V p=p(2—0l); £ (2,1) =U4 =p (x — 01). 


Las concentraciones u y v deben satisfacer, para x =006/= 00, 
a la condición de equilibrio 


v=f,(u) o bien u=F (o). 
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De la condición (16) se deduce, entonces, que 
llamo =p (— 00) =15 (00) =ulo=/1(1). (89) 
De la condición (17) se sigue: 
Ole =p (+ 00) = 0; y (+ 00) = li lzmas = F(0) =0. (20) 
Las condiciones (19) significan que pora ¿—>00 (E -» — 00), 
debe tener lugar la saturación en todas partes, 


Sustituyendo la forma supuesta de la solución en la ecuación 
(14), se obtiene: 


y” =0qy' =0, (21) 
oq" =y —F (1p). (22) 
De (21) y (20) se concluye que 
Y (E) — oq (E) =0. (23) 
Entonces de las ecuaciones (19) se deduce que 
. (24) 


(lio 14)" 


o bien, en las magnitudes con dimensión, 


(24) 


Do (22) y (23) se halla: 
de 
— € ————- = dé (25 
op — £ (9) / 


Luego de integrar, tendremos: 


w (q) = ¿— En, (26) 
donde o (q) es cierta integral del primer miembro, y Eq, la cons- 
tante de integración. Do aquí se determina la función buscada, 
p (E), salvo la constante desconucida Eg: 

q = 07 (8 — E0), (27) 

p — 007 (3 — Eg). (28) 

Investiguemos si se puede determinar la función (7, y si 
Jas funciones q y p satisfarán a las condiciones planteadas cuando 
139 
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Fig. 33 


A A A (29 


de 09 — 17 (4) 
os decir, 
E — 0 = 0 (4) 
es una Ínnción de p monólonamente decreciente. En efecto, el 
denominador en (29) es igual a 


1 

1 (1) 
El primer sumando es la abscika del punto que pertenece a la 
ordenada q y se halla en el rayo que va del origen de coordenadas 


al punto (1, f, (1)) (fig. 33). Como hemos convenido en que la 
curva p = f, (2) está situada por encima de este rayo, entonces 


or — 1 (9) = e —1* (q) 


fp) < ? WUZP<E (1) 


1 
f tt) 
y, por lo tanlo, 

or — fp) => 4 
Además, 
sp—/¡'(4)=0 para g=0 y para q=/, (1) 
De aquí se deduce que 
E — En = w (y) = 09 para q = 0, 

E— Eo = 0 (q) = —o para q = fis (1). 
Para la función inversa se obtiene: 

p=w"*(E—E)=f (1) para ¿= —oo, 

p= 07% (E-— Ef) = 0 para E =-00. 
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Continuando, en virtud de la igualdad (29) tondremos: 


1 
A A para É=-—oo, 
Yy= ap = =D p=0 para E= 00. 


De esta manera, todas las condiciones (19) y (20) se satistacen, 
con lo cual queda demostrado que el sistema de ecuaciones tiené 
solución en forma de onda, que contiene 4 una constante indo- 
terminada o. 

Para determinar Eq, integremos la primera ecuación con res- 
pecto a £, desde O hasta ?,. y con respecto a y desde U hnsta zo: 


to to No Xy 
I$ U (To, 1) dr — fu (0, 3) del + T)| e (x, to) de — $ Y(u, 0) del 0. 
Ó Ú u 0 


(30) 

La igualdad obtenida expresa la ley de conservación de la innte- 

ria. Pasando al límite cuando zy¿—- 00 y utilizando las condicio- 
nes iniciales para u y v, se halla: 
ou 147 


) Ur, IN dr= $ u (0, 1) de = to. 
0 


Supongamos que para graudes valores de t la solución de 


nuestro problema se aproxima a las funciones u y y halladas más 
arriba en forma de ondas. 
Si se determina €, de la condición 


| v la, y) dr —ity>0  (t¿— 00), (31) 
entonces éste será precisamente el valor Ey que corresponde a las 
funciones u (z, t) y v (z, 1). 

Transformemos nuestra integral: 


$ E (o, lp) de = $ y (zx — 01) dr = Ñ o? (x— 0, — En) da = 
0 ñ 


co en o Es E = x — 0l, — Eb, 
7% 0440 (0 de (arta ) 


Denolemos por «p* el valor de 07 (£) para [ = 0: 
071 (0) = q*. 


198 APENDICES DEL CAPITULO IJ 


Fig. 34 


E 


No es difícil observace que si p = wm! (5) es la función inversa de 
E = 0 (q), cnloncos (fig. 34) 


$ o" (b0rA= j o" U(DA + $ wm? de dl = 
; e ot, 
=[—Eyw0 "(Ey + Al (+ h o(p)dpl. (32) 


De aquí se deduce que en lugar de la claldad limite (31) se 
puedo escribir: 
00 
wm" (2) di — to= 
—0to— 
y (—0ly—%0) 


= ¡(0 lo + E) y (— 04 — E) + ) o (9) dp) — ty 0 
(t¿—> 00). (32) 


Pasemos al límite cuando £y —> oo. lintonces 
op (—0to — Eo) > 04 (—o00) = Of, (1) = 1. (327) 
Para calcular el límite de la expresión 
Otop (—0tpy — En) — £o, 
apliquemos la ecuación (25). Desarrollando f”* (p) = F (q) 
en serie en un entorno del punto qp4 = f, (1), se obtiene: 


0p — F (p) = 0 (9 — quo) + 1— f (q) = 
= 0 (q — o) — IF (9) — F (9)! = 


= [06 — FP (YN (p— PH) +... 
de donile 


dt 
AU=" (EN) P — Lo) + - 


donde los puntos suspensivos indican los térininos de orden 
mayor con respecto a (p — o). 
De la condición 3 de la función f, se deduce que 


1 
F" (4) A 
AS f, (1) 
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De la ecuación (33) se halla el orden de crecimiento de q 
cuando £ > — oo: 


p= Ae" + Po, (34) 
donde A y k > Ú son eiertas constantes. 
De (34) se sigue que 
Mm to [09 (— Ot — E) — 1] = lím ¿Ave * 0to+td =p (32) 
ada el paso al límite Ad tg > co en la formula (32”) 
y tomando en cuenta (32) y (32””), se obtiene: 


e 35 
4) 7 o (p) de. (35) 


Con esto quedan totulmente determinados los perfiles de la onda 
(u, v). 

El caso de la isoterma de Langmujr posee un interés especial. 
Hallemos la solución asintótita para el proceso de la sorción de 
un gas que se somete a la isoterma de Langmuir. 

La ecuación (25) adquiere la forma 


— 0 PE = ai, (36) 
op — ? 
l—pe 
donde u = a = 1 + pes la velocidad de la onda. De (36) 
1 
se halla: 
E — do = 0 (p), 
donde 
1 — pm a 


$ — 0q (1 — pp) 


= [Lin(o—1—poq) —10 9] + A. 
sal 


Es evidente que cuando q varía entre 0 y f, (1), 0 (q) varía en- 
tre — 0 y + 00. Escojamos A de forma que 
á 1 
p = 7h (1, 
es decir, que 
1 


. 1 1 
o (4) =0 para Qq ==> 7: 
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o (q) = sd [m2 ap 10214219]. 
o—tlo 


151 valor 87 se halla de la fórmula 


Y a 
30 ) w (p) dq; = — (In 2 — 1) 


y no depende de p = o , es decir, de la concentración de entrada. 


La solución asintótica buscada tiene la forma 


v(z, t) =w* (x — ol — Eg). 
Úlz, ) =«u0 * (7 — 01 e (37) 


donde «7? (E) es la función inversa con respecto a w (p). 

En la fig. 35, so exponen los resultados de la integración numé- 
rica de las ecuaciones (14) para la isoterma de Langmuir por el 
método de diferencias finitas. Estas gráficas están dadas para 
los valores O0O<1t< ti = 10. Para t = €,, dos resultados de la 
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integración numérica coinciden con la solución asintótica cor 
exactitud de hasta el 1%. Para valores £ > £,, se pucden aplicar 
las fórmulas asintóticas. 


VI. ANALOGIAS FISICAS 


Al investigar fenómenos en distintas ramas de la física, 
con frecuencia descubrimos caracteres comunes en estos fenóme- 
nos. Entonces, al plantesr matemáticamente el problema, obte- 
nemos Jas mismas ecuaciones, que describen diferentes fenómenos 
físicos. El ejemplo más sencillo puede darlo la ecuación 


dix 
de 


que describo los diferentes procesos oscilatorios de los sistemas 
más sencillos: el péndulo matemático, las oscilaciones de un peso: 
bajo la acción de la fuerza de elasticidad de un resorte, las oscila- 
ciones eléctricas en un circuito simple con bobina y condensador, 
etc. La generalidad de las ecuaciones para distintos procesos 
físicos permite, en base al estudio de las propiedades de un 
fenómeno, hacer conclusiones sobre las propiedades de otro fenó- 
meno, menos estudiado. Así, el estudio de distintos fenómonos 
acústicos puede ser muy simplificado mediante el estudio previo 
de sistemas eléctricos semejantes. 

La propagación de las oscilaciones eléctricas cn los sistemas 
de constantes distribuidas se describe, como es sabido, por las 
ecuaciones telegráficas 


a + br= 0, 


ol ov 
EA a 
Ox Ol + ] 
, | (1) 
AA ALA 
0x Ot 


donde C, G, £, R son la capacidad, la pérdida, la inductancia 
y la resistencia distribuidas dol sistema. Si se puede despreciar 
la resistencia y la pérdida de corriente, se obtienen para V e ? 
las ecuaciones ondulatorias habituales 


PY PV 
E Y 
da? ge 
2 
LT AN 
Úx Ot 
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y las ecuaciones (1) toman la forma 


CIR ac ON 
dx TN 
ov_,ar 2) 
Ox Ñ O! : 


Al resolver el problema de la propagación del sonido en una direc- 
ción, por ejemplo, al estudiar el movimiento del aire en los tubos, 
se obtienen las ecuaciones 


dp __ db | 
ox Cot" | 
db. dal (3) 
da «dal? 


donde v es la velocidad de las partículas que oscilan, p, la den- 
sidad, p, la presión, y t = poy, cl cocficiente de elasticidad 
del aire. 

La semejanza de las ecuaciones (2) y (3) permite establecer 
una correspondencia entre las magnitudes acústicas y las eléc- 
tricas. A la diferencia de potencial le corresponde la presión, a la 
corriente, la velocidad de desplazamiento de las partículas. La 
densidad, quo determina las propiedades inerciales del gas, corres- 
*"ponde a la inductancia del circuito eléctrico, y la capacidad 


de éste corresponde a z , €s decir, a la magnitud inversa del coefi- 


ciente de elasticidad. La misma correspondencia se puede estable- 
cer también partiendo de las expresiones de las energías cinética 
y potencial para los sistemas eléclrico y acústico. 

Volviendo a las ecuaciones (1), podemos introducir los aná- 
logos acústicos de la resistencia y de la pérdida. La magnitud 
de la resistencia acústica debe ser considerada si al estudiar el 
movimiento de un gas resulta fundamental el rozamiento de éste 
«en las páredes dél recipiente. Por analogía con la resistencia 
eléctrica, que se determina como la razón entre la tensión y la 
<orriéente, se puede introducir la resistencia acústica, determinada 
por la razón entre la presión y la corriente en el medio, que es 
proporcional a la velocidad de desplazamiento de las partículas 


del gas, Ra = — . En los casos en que se investiga el movimiento 


«de un gas en un medio poroso, hay que introducir una magnitud, 
análoga a la pérdida en los circuitos eléctricos. Esta magnitud, 
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que se denota mediante P, se llama porosidad, y se determina 
por la parte del volumen del material que queda llena de aire. 

El análogo mecánico de la ecuación telegráfica es la ecuación 
de las oscilaciones longitudinales de una barra, la cual, ua seme- 
janza con Jas ecuaciones (2), se puede escribir en la forma 


dr k 0" Ox Y 


donde T es la tensión de la barra, v, la velocidad de los puntos 
que vibran, p, la densidad y k, el coeficiente de elasticidad de la 
barra. 

Comparando esta ecuación con la (2), podemos establecer 
una analogía entre las magnitudes eléctricas y mecánicas. Así, 
oslableciendo una correspondencia entre la tensión eléctrica y la 
tensión do la cuerda, la corriente y la velocidad del movimiento 
«le las partículas, se obliene que la magnitud inversa del coefi- 
ciente de elasticidad corresponde a la capacidad, y la densidad, 
a la inductancia. 

De esta manera, cl estudio de los problemas dinámicos seme- 
jantes nos lleva a establecer una correspondencia entre una serie 
de magnitudes eléctricas, acústicas y mecánicas. Esla correspon- 
doncia puede ser ilustrada mediante el cnadro siguiente!): 


Sistema oléctiico 


Sistema acústico Sistema mecánico 


Y, 
G 
F | Potencial r Prosión p Tensión (fuerza) 7 
<= | Corriente / Velocidad de las Voloacidad del despla- 
Ñ partículas vp — zamiento z 
Carga e Desplazamiento u Desplazamiento X 
| Inductancia  /. Inercia (densidad)p — Densidad do masa Pm 
+] E : 
¿ Capacidad C Capacidad acústica  Suavidad Cu=x 
E Ena 
E os 
A | Resistencia  / Resistoncia acús- Resistencia mecánica / yy 
tica Ra 


Los razonamientos expuestos más arriba permiten oblener 
en varios problemas acústicos ciertas nociones sobre el carácter 
de los fenómenos. sin resolver el problema. 


id ') Véase, por ejemplo, H. F. Olson, Analogtas Dinámicas, ed. 1. L., 
47. 
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Así, el problema sobre el movimiento del aire en los poros 
para las ondas armónicas simples se reduce a las ecuaciones!) 


docto — grad p, 
Ap + ¿Yo 7 (Tr — 00m) p =0, 
pe 


donde u es la velocidad de volumen del aire a través de los poros, 
Pp, la presión, p, Ja densidad, py», la densidad efectiva del aire 
en los poros, que puede ser mayor que P, puesto que en los poros 
pueden oscilar, conjuntamente con el aire, partículas de la sus- 
tancia, P, la porosidad, c y w, la velocidad y la frecuencia del 
sonido. r, la resistencia a la corriente, que caracteriza la cuíde 


do presión en el material. Haciendo r = Ra, Om = La, - = 
= Ca, obtenomos nuestras ecuaciones en la forma 

0 

La Sy + Rru= —gradp, CaLa, — ce +CaRha — gp = Ap. 


ót 


Estas ecuaciones son totalmente semejantes a las de propagación 
de las oscilaciones eléctricas en una línea. Por esto, por analogía 
con la resistencia ondulatoria de la línea, 


Y= V R+Y iw0£ 
Ss Ghia” 


podemos escribir directamente la expresión para la resistencia, 
llamada impedancia característica del material poroso: 
po 


/ 


r 
Pm = t— 
2=ev5 Y ET 


considerando aquí G = 0. La expresión de la impedancia caracte- 
rística indica la amortiguación de las ondas que se propagan en 
el material poroso. 

La analogía establecida entre los fenómenos eléctrico y 
acústicos permite sustituir el estudio de varios problemas acús- 
ticos por el análisis de los esquemas eléctricos equivalentes. 
Ultimamente el método de semejanza ha encontrado una gran 
aplicación en las máquinas de cálculo modeladoras, en las cuales 
para resolver la ecuación que corresponde a cierto proceso físico, 
se forma el esquema oléctrico equivalente. 


1) Vease V. V. Furduev, klectroacíústica, ed. Gostejizdat, 1948. 


CAPITULO 1H 
ECUACIONES DE TIPO 
PARABOLICO 


Las ecuaciones en derivadas parcialos de segundo orden de 
tipo parabólico se encuentran con la mayor frecuencia en el estudio 
de los procesos de conducción del calor y de difusión. La ecunción 
más sencilla de tipo parabólico 


Uxr — Uy = 0 (y = ett) 


30 llama comúnmente ecuación de la conducción del calor. 


$ 1. PROBLEMAS SIMPLES QUE SF REDUCEN 
A ECUACIONES DE TIPO PARABOLICO. 
PLANTEAMIENTO BE LOS PROBLEMAS DE CONTORNO 


1. Problema lineal de la propagación del calor. Tomemos una 
barra homogénea de longitud 1, térmicamente aislada por los 
lados y lo suficientemente fina como para que en cualquier momen- 
to de liempo se pueda considerar la temperatura igual en todos 
los puntos de un corte transversal. Si se mantienen los extremos 
de la barra a termperaluras constanles u, y us enlonces, como es 
biem conocido, a lo largo de la barra se ostablece la distribución 
lineal de iemperatura (fig. 36) 


(1) =Uu, 4322. (1) 


En este caso, del extremo más caliente al menos caliente pasará 
calor. La cantidad de calor que pasa por una sección de la barra 
de superficie S por la unidad de tiempo, se expresa por la Sór- 
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u 

us 
Fig. 36 

uz 
T 

0 ¿ 
untla empírica 

A RES, (2) 

2 dx 


donde k es el coeficiente de conductividad térmica, que depende 
del material de la barra. 

La magnitud del flujo calorífico se considera positiva, si el 
calor pasa on dirección del crecimiento de z. 

Analicemos el proceso de distribución de la temperatura en 
la barra. Este proceso puede ser deoserito mediante la función 
u (7, £), que representa la temperatura en el corte x en el momento 
de tiempo t. Hallemos la ecuación a la que debe satisfacer Ja 
función u (x, £). Para cesto, formulemos las leyes físicas que deter- 
minan los procesos relacionados con la propagación del calor. 

1. Ley de Fourier. Si la temperatura del cuerpo no es homogé- 
nea, en éste aparecen flujos caloríficos, dirigidos desde los luga- 
res de mayor temperatura hasta los lugares de menor temperatura. 

La cantidad de calor que pasa por la sección x durante el 
intervalo de tiempo (t, t + df), es igual a 


dQ =q8S dl, (3) 
donde 


du 

= —k(13— 

E Óx (4) 

es la densidad del flujo calorífico, igual a la cantidad de calor 

que pasa en la unidad de tiempo por una superficie de 1 cm?, 

Esta ley es una generalización de la fórmula (2). Se lo puede dar 
también la forma integral 


2 du 
= 5 rote Dal, (5) 
donde O es la cantidad de calor que pasa durante el intervalo 


de tiempo (t,, 12) por la sección x=. Si la barra no es homogénea 
k es una función de z. 
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2. La cantidad de calor que es necesario dar a un cuerpo homo- 
géneo para elevar su temperatura en Au, es igual «u 


Q = cmAu = cpVAu, (6) 


donde c es el calor especifico, m, la masa del cuerpo, p, su densi- 
dad, V, el volumen. j 

Si la variación de temperatura tiene una magnitud diferente 
en distintas partes de la barra, o si ésta no es homogénea, entonces. 


O= | cpS Au (2) ar. (7) 


3. Dentro de la barra puede surgir o absorberse calor (por 
ejemplo, al pasar corriente, como consecuencia de reacciones 
químicas, etc.). La emisión de calor se puede caracterizar por la 
densidad de las fuentes térmicas F (x, tf) en el punto x= en el mo- 
mento +*). Como resultado de Ja acción de estas fuentes en el 
intervalo de la barra (x, x 4 dx) durante un intervalo de tiempo 
(£, t + d£) se emitirá una cantidad de calor 


dO = SF (x, 1) dx dt, (8) 
o, en forma integral, 
la x, 
O=SÍ Í Fíz, hdxdl, (9) 
t. Xi 


donde Q es la cantidad de calor que se emite en cl intervalo de la 
barra (7,, T2) durante el tiompo (t,, 22). 

Laa ecuación de conducción del calor se obiiene al calcular 
el balance de calor en cierto segmento (7,, 22) durante cierto 
intervalo de tiempo (t,, ta). Aplicando la ley de conservación 
de la energía y las fórmulas (5), (7) y (9), se puede escribir la 
igualdad 


xl 
le + VÍ P(EDAid= 


Xi t, 


y Ou | du 
k=(z, —k= (2, 1 
S Óx (z, 1) xx Ox (z. 1) 


Xi 
= | cplu(E. to) —u(E, 419] dE, (10) 
que es precisamente la ecuación de la conducción del calor en 
forma integral. 


1) SI, por ejemplo, el calor se desprende como resultadu del paso de una 
corriente eléctrica de intensidad T por la barra, cuya resistencia por unidad 
de longitud os igual a R, entouces F = 0,24 -7*R. 


208 CAP, If. ECUACIONES DE TIPO PARABOLICO 


Para obtener la ecuación de la couducción del calor en forma 
diferencial, supongamos que la función u (x, t) posee Jas deriva: 


das continuas uz, y uy?). 
Aplicando el teorema del valor medio, se obtiene la igualdad 


— ko (x.1) At+ Fiz, 1) Arát= 


ll 
= [ep [1 (3, t2) —u (E.£)]) ¿=x, Ar, (11) 

la cual, en virtud del teorema del valor medio, se puede Lrans- 

formar como sigue 

14) 


du , | A 
Ez [+26 JA AtAz+F (zx, t)Ardi= 


du 
[426 T) 


Pu 


i=ty 


=|0 E ( »| AzAt, (32) 
=> 


donde £,, £,, lí y Z;, Z¿, Z¿ SOR puntos intermedios de los intervalos 


(ts, t2) y (ti. 22). 
De aquí, después de simplificar entre el producto AzAf, 


se halla: 
AT Y 


a (42) 
dx Ox 
t=1j t=la 


Todos estos razonamientos son aplicables a intervalos cualesquiera 
(L1, 22) y (t1, t2). Pasando al límite cuando 2,, 22 > 2 y l1, la — !, 
se obtiene la ecuación 
0 ( 01) du 
—lk—) 4 F1xrt=cp—, (14) 
dxX dx ut 
que se llama ecuación de la conducción del calor. 

Consideremos ciertos casog particulares. 

1. Si la barra es homogénca, entonces k, c, p se pueden consi- 
«dlerar constantes, y la ecuación se escribe comúnmente en la forma 
FPír. £ 

cp j 


(13) 


+ Fire. ( 


k 
Uy = Or + /f (2, t), ra, fix, )= 


2) Al pedir que la función u (z, £) sua derivable podemos perder varias 
soluciones posibles, que satisiagan a la ecuación integral y no a la difé> 
rencinl. Sin embargo, en cl caso de las ecuaciones de conducción del calor, 
al pedir que la solución soa derivable, de hecho no perdomos soluciones 

iblos, puesto que se puede demostrar que si una función satisface a. 15 
ecuación (10), ésta dubo ser forzosamente dorívable. 
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donde a? es una constante, llamada coeficiente de conductividad 
de temperatura. Si no hay fuentes de calor, es decir, si F (x, t) = 
== 0, la ecuación de la conducción del calor toma la forma sencilla 
uy = AUxx. (14) 
2. La densidad de las fuentes de cator puede depender de la 
temperatura. En el caso do un intercambio térmico con el medio, 
que se someta a la ley de Newton, la cantidad de calor que pierde 
la barra*), calculada en las unidades de longitud y tiempo, es 
igual a 
Fo = h (u — 0), 


donde 0 (x, t) es la temperatura del medio, h. el coeficiente de 
intercambio térmico. De esta manera, la densidad de las fuentes 
caloríficas en el punto z en el momento 1 es igual a 

F =F, (2, 1) —h(u — 0), (15) 


donde PF, (x, £) es la donsidad de las otras fuentes de calor. 
Si la barra es homogénea, la ecuación de la conducción del 
calor con intercambio térmico lateral tiene la forma siguiente: 


Uy = ly — au +[$(x, t), 


ds h a _ | FP (5,0 ¿a 
donde a = Po f(x, 0=0%0 (7, ) + NETOS cs una función 


conocida. 

3. Los coeficientes Á y c, por regla genoral, son funciones de la 
temperatura de variación lenta. Por esto, la suposición hecha 
sobre la constancia «dle cstos coeficientes es posible sólo con la 
condición de que se tomen intervalos pequeños de variación 
de temperatura. El estudio de los procesos térmicos en un gran 
intervalo de variación de temperaturas nos lleva a la ecuación 
cuasilineal de la conducción del calor, que se escribe en la forma 


2 2) On 
—lk(e, Fr, h=C(u, eo (lu, 7) — 
A (ue, x) ER +Fírf (u, 7) p (u, x) a 


para un medio no homogéneo (véase el apéndice 111). 


2. Ecuación de la «difusión. Si el medio ostá lleno de gas 
de modo no uniforme, tiene Ingar la difusión de éste de los lugores 
de mayor concentración a tos de menor concentración. Esto mismo 
fenómeno tiene lugar en l«s soluciones, si la concentración de la 
sustancia diluida en el volumen no es constante. 


1) Como en nuestra oproximación no se tiene en cuenta la distribución 
de la temperatura por la sección, la acción do las fuentes superlicialos es 
equivalente a la acción de las fumiutes tridimensionales de culor. 
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Analicemos el proceso de difusión en un tubo vacío, o en 
ws tubo lleno de un medio poroso, suponiendo que en todo momen- 
lo de tiempo la concentración del gas (de la solución) es ¡igual 
en cada sección. Entonces, el proceso de difusión puede ser des- 
crilo mediante la función u (e, £), que representa la concentración 
en el corte + en el momento de tiempo ?. 

Según la ley de Nernst, la masa de gas que pasa por la sección 
x duranto el intervalo de tiempo (£, ¿ + A?) es igual a 


Ju. ; ed 
dQ = —D E (2, 0S di WS de, 
: du . 
H=-D E, (16) 


donde D os el coeficiente de difusión, S, la superficie del corte 
del bubo, W (zx, £). la densidad del flujo de difusión, igual a la 
masa de gas que pasa en la unidad «de tiempo por la unidad «do 
superficie. 

Por definición de concentración, la cantidad de gas on ol volu- 
men V es igual a 

Q = uV; 

do aquí se obliene que la variación de masa del gas en el segiuento 
del tubo (71, 2), al variar la concentración en Au, es igual a 


xJ 
AQ= y c(r) Yu-S dx, 


donde e (7) es el coeficiente de porosidad!). 
Escribamos la ccuación «de balance de la masa del gas en el 
segmento (x,, x2) durante un intervalo de tiempo (t;, 22): 


S $ E (20 e (a Y—D (2) E (za »] 0 
=85 Ve(i)futs to) —u(e. t0JdE 


De aquí. de manera semejante al p. 1, se obtiene la ecuación 
0 ( 0) du 
—|D=i|=c—, 1 
Óx dx En 
que es la ecuación de la difusión. Esta es lotalmente análoga a la 
ecuación de conducción del calor. Al deducir esta ecuación, hemos 


'¿ Se llama coeficionte de porosidad a la rolación centre el volumes 
de lus poros y el volumen total Vo, igual, en nuestro caso, a 3 dz. 
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considerado que en el tubo no hay fuentes de suslancia, y que 
no hay difusión n través de las paredes del tubo. La considera- 
ción do estos fenómenos conduce a ecuaciones similares a las (14) 
y (35) (véase el cap. VI, $ 2, p. 3). 

Si el coeficiente de difusión es constante, la ecuación de la 
difusión adquiere Ja forma 


donde 
» 0D 


tl =—, 


e 


Si el coeficiente de porosidad es c = 1, y el de difusión es 
constante, la ecuación de la difusión tiene la forma 


3. Propagación del calor en cl espacio. El proceso de propaga- 
ción del calor cn el espacio puede ser caracterizado por la tempe- 
ralura u (7, y, z, £), que cs función de zx, y, z y f. 

Si la temperatura no es constante, surgen. flujos térmicos, 
dirigidos con los Ingares «de mayor temperatura hasta los de 
menor temperatura. 

Sea do cierto clemento do superficie en el punto 2 (€, n, £) 
con normal 2. Ea cantidad de calor que pasa por do en la unidad 
de tiempo, según la ley de Fourier, es igual a 


du 


W, do = (Hn) do = — k 00, 
donde %k es el coeficiente de conductividad térmica, Se , la deri- 
vada en la dirección de la normal nr hacia do, igusl a 
>u 
du = cos (n. + a Y - E (nr. 2) = (grad u, 1). 
ón 0 dy dz 


La ley de Fourier se escribe a menudo en la forma 
1 = —k grad u, 
donde FY es el vector de densidad del flujo lérmico. 
Si el medio es isótropo, dk es un escalar. Jin el caso de un inedio 


anisótropo, kes un tensor, y el vector del flujo lérmico JP es el 


producto del iensor k por el veclor —grad u. Nosotros estudiare- 
mos solamente medios isótropos. 


Pasemos a la deducción de la ecuación de conducción del 
calor en el espacio. 


14* 
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Tomemos cierto volamen V, delimitado por la superficie $. 
La ecuación del balance de calor para cl volumen V durante el 
tiempo Ál = tz — tf, tiene Ja forma: 


SS colu(P, ts) —u(P, e)14V,— 
=- fas (5 w,do + fanfij FP, 9aVa, (48) 


donde P =P (E, n, £) es el punto de integración, dVp = 
= dE dn dE, el elemento de volumen, cp, la capacidad calorífica 
de la unidad de volumen, W,,, Ja componente normal de la den- 
sidad del flujo térmico. Esta ecuación expresa Ja ley de conser- 
vación del calor on el volumen V durante el tiempo At: la varia- 
ción de la cantidad de calor en el volumen Y durante el Liempo. 
At = to — ty (primer miembro de (18)) es causado por el flujo 
térmico a través de la superficie de frontera S (primer sumando 
del segundo miembro de la igualdad (18)), así como también por 
la cantidad de calor que se desprende en el volumen V durante 
el tiempo At, como resultado de la acción de las fuentes de calor. 

Para pasar de la ecuación integral del balance a la ecuación 
diferencial, supongamos que u(M, t) = u (zx, y, z, t) ticne deri- 
vadas segundas con respecto a z, y, z, y dorivada primera con 
respecto a ?t, y que estas derivadas son continuas en la región 
considerada. Entonces se puede aplicar la fórmula de Ostro- 
gradski 


33 W, do = 555 div HdV 


y transformar la ecuación del balance a la forma 
ISS cplu(P, to) —utP, 1]av»= 


t t: 
=-—4 555 0iv Mavyd + Y SÍ F(P, 2) dVp ar, 
ts E ly V 
(Supondromos que F (P, 2) es una función continua de sus argu- 
mentos.) Aplicando el teorema del valor medio y el teorema 
del incremento finito para las integrales y para las funciones 
de varias variables, se obtiene: 
Pon du 
Ót 


At-V= -—div | AtV + PFP At-V, 
i=ty tot, t=ts 
P=p, P=P, Pa Py 

donde +,, f,. th son puntos intermedios en el intervalo Af, y P,, 
P3, Py, puntos en el volumen V. Fijemos cierto punto M (zx, y, 2) 
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dentro de V, y haremos tender V a este punto, y Af, a cero. Des- 
pués de simplificar entre At V y de efectuar el paso al límite indi- 
cado, se obliene: 


e (2,4, 2, D0=-—divWWV (xr, y, 2,0) +F(z, y, 2, ). 


Sustituyendo 1” por la fórmula JW = —k grad u, se obtiene la 
ecuación diferencial de la conducción del calor 


cpu, = div (k grad uy) + F, 


14) gu 7) du 0 Ou 
e ql a Dira lo iaa ra 


Si el medio es homugéneo, esla ecuación se escribe habitualmente 
en la forma 


o bien 


F 
Uy = (Ur + yy + Uzz) + cp , 


h E E 
donde a? = e es cl coeficiente de conductividad de temperatura, 


o bien 
au =4 Mi +] (1-2) ' 
cp 
¡42 ye pl 
donde A = 727 .|- sei + Sor eS el operador de Laplace. 


4. Planteamiento de los problemas de contorno. Para obtener 
una solución única de la ecuación de conducción del calor, es 
necesario agregar a ésta condiciones iniciales y de frontera. 

La condición inicial, a diferencia de la ecuación de tipo hiper- 
bólico, consiste sólo en la determinación de los valores de la 
función u (x, £) en el momento inicial tq. 

Les condiciones de frontera pueden ser diferentes, según el 
régimen de lemperalura en las fronteras. Se estudian tres tipos 
fundamentales de condiciones de frontera. 

4. En el extremo de la barra x = O se da la temperatura 


u (0, t) = p (0, 
donde y (£) es una función dada en cierto segmento ft. <1<T, 


siendo 7 el intervalo de tiempo durante el cual se estudia el 
proceso. 
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2. En el extremo x= = se da el valor de la derivada 

óu | 

— l, tl=wv Ú E 

ja 0 =v 10 
A esta condición se llega si está dada la magnitud del flujo tér- 
mico Q (l, £) que pasa por la sección del extremo de la barra, 

uu 
Q(, 9 =—K E (0,1), 


de donde Sl () = v (1), siendo v (2 una función conocida, 
que se exprosa mediante el flujo dado O (1, £) por la fórmula 
Q1t0 

ko 


v (1) = — 


3. En el extremo  = l está dada una relación lineal entro 
la derivada y la función: 


Sl t)= —4Afu(?, t) —0(0) 


Esta condición do frontera corresponde a un intercambio térmico 

de acuerdo con Ja Icy de Newton en la «superficie del cuerpo con 

cel medio ambiento, cuya temperatura O es conocida. Utilizando 

las dos expresiones del flujo térmico que sale por el corle z = 1, 
Q :-h(u — 0) 

y 


se obtiene el ecnunciado malemático de la Lercera condición de 
frontera en la forma 


An 
qe )= —Afu (1, 2) —0(0), 


donde 4 =7 es el coeficiente de intercambio térmico, 8 (£), 


cierta función dada. Para el extrejoo x= 0 do la barra (0, /), 
la tercera condición de frontera lierne la forma 


de. dl 
3700, ) =A[u(0, ) —0 (0 


Las condiciones de frontera para z =0 y zx = 1 pueden ser 
de diferentos tipos, de modo que el número dc problemas distintos 
es grande. 
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El primer problema de contorno consiste en hallar la solu- 
ción « = u (z, £) de la ecuación de la conducción del calor 


uy = *?N,, para O<xr<l! 0O<IS<T, 
que satisface a las condiciones 
u (zx, 0) = q (1), U<I<!, 
u(0, ) =p (0, u(L, =p (0) 0<:<7, 


donde q (2), py (t) y po (1) son funciones dadas. 

Análogamente se plantean los otros problemas de contorno con 
distintas combinaciones de condiciones de contorno para x= = 
== Q y x=-1. Son posibles condiciones de contorno de tipo más 
complejo que las que fueron consideradas más arriba. 

Supongamos, por ejemplo, que en el extremo z = Ó de la 
barra so ha situado una capacidad calorífica concentrada C, 
(por ejermplo, un cuerpo con gran conductividad térmica, a con- 
secuencia de lo cual la Lemperaltura por todo el volumen de este 
cuerpo se puede considerar constante) y que tiene lugar un intor- 
cambio de calor con el medio exterior de acuerdo con la ley de 
Nowton. Enlonces la condición de contorno para  = 0 (que expre- 
sa la ecuación del balance térmico) tondrá la forma 


, Qu du 
C,—=k— —h (u —uo), 
Ot dr 
siendo “o la temperatura del sedio exterior. Esla condición 
Ñ du ,. Pu. : 
contiene a Ja derivada er Ó "TER si se tiene en cuenta la ecua- 


ción u, = a%u,.). 

Si el medio no es homogéneo, y los coeficientes de la ecuación 
son funciones discontianas, el intervalo (0, 2), en el cual se busca 
la solución del problema, se divide por Jos puntos de «disconbi- 
nuidad de los cocficientes cn varias partes, dentro de las cuales 
la función u salisface a la ecuación de conducción del calor, y cn 
las fronteras, a Jas condiciones de conjunción. 

En ol caso mús simple, estas condiciones consisten en la con- 
tinuidad de la temperatura y del flujo Llérmico: 


u (1, —0, 2) = u (x; -e 0, £), 
he (x:—0) e (2, —0, 1) - le (x,+0) o (2,¿4-0, 1), 


donde x¿ son los puntos de discontinuidad de los cuéficientes. 

Además de los problemas citados aquí, a menudo se encuentran 
los casos límite. Consideremos el proceso de conducción del calor 
en una barra muy larga. Durante un pequeño intervalo de tiem- 
po, la influencia del régimen lérmico dado on da frontera influye 
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muy débilmente en la parte ceutral de la barra, y la temperatur. 
en este intervalo se determina fundamentalmente sólo por 1 
distribución inicial de la temperatura. En este caso, e) cálcul 
exacto de la Jongitud de la barra no tieno significación 
puesto que la variación de su longitud no influirá fundamental 
mente en la temperatura dol intervalo que nos interesa; en pro 
blemas de este tipo comúnmente se considera que la barra pose: 
Jongitud infinita. De este modo, se plantea el problema con condi 
cinnes iniciales (problema de Cauchy) sobre la distribución de l: 
temperatura en la recta infinita: 

hallar la solución de la ecuación de conducción del calor en li 
región — so << o y tl 2 fo, que satisfaga a la condiciór 

u (x, to) =p (1) (— o <z< + 00), 
donde q (1) es una función dada. 

Analogamente, si el segmento de barra, cuya temperatura nos 
interesa, se halla cerca de un extremo y lejos del otro, en este casa 
la temperatura prácticamente se determina por el régimen lér- 
micu del extremo próximo, y por las condiciones iniciales. En 
problemas de este tipo, generalmente se considera que la barra es 
semiinfinita, y que la coordenada. contada a partir del extremo, 
varía entre los límites 0 < x < 00. Formulemos, en calidad de 
ejemplo, el primer problema de contorno para la barra semiinfintta: 

hallar la solución do la ecuación de conducción del calor en la 
región (Ó<1<Oo y lo < Él, que satisfaga a las condiciones 

U (Z, to) = q (£) (0<z< 00), ] 
(0,0 =u(b0 (> to, J 


donde q (1) y n (2) son funciones dadas. 

Los problemas que acabamos de exponer son casos límite 
(degeneraciones) de los problemas de contorno fundamentales. 
También sou posibles los casos límite del problema fundamental 
de otro tipo, cuando se desprecia el cálculo exacto de las 
condiciones iniciales. La influencia de las condiciones iniciales 
en la propagación de la temperatura por la barra se debilita con 
ol transcurso del tiempo. Si el momento que nos iúteresa está 
suficientemente alejado del inicial, la temperatura de la burra 
se determina prácticamente por las condiciones de frontera, 
puosto que la variación de las condiciones iniciales no cambiaría 
el estado tórmico de la barra en los límites de la exactitud de la 
observación. En este-caso se puede considerar, prácticamente, que 
el experimento se prolongó un tiempo infinitamente largo, y que 
por esto las condiciones iniciales no infinyen. 

Do oste modo, se obtienen los problemas de contorno sin condi- 
ciones inictales, cuando se busca la solución de la ecuación de 
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la conducción del calor para 0<zxX<ly — 00 < f, que satis. 
face a las condiciones | 

u (0, t) = ts (2, 

u (l, 1) = pa (2). 


Según el carácter del régimen de frontera, también son posibles 
otros tipos de problemas sin condiciones iniciales. 

Es muy importante el problema sin condiciones iniciales 
para la barra semiinfinita (1 = co), cuando se pide hallar la 
solución de la ecuación de conducción del calor para 0 <zx< Oo, 
> — oo, que satisfaga a la condición 


u (0, t) = p (2), 


donde yu (£) es una función dada. 
Con mayor frecuencia se encuentran los problemas sin condi- 
ciones iniciales con un réfimen periódico de frontera: 


u (t) = A cos wi 


(véaso el apéndice 1 del cap. 117). 

Es natural considerar que al pasar un gran intervalo de tiem- 
po, la temperatura de la barra prácticamente también varía 
según una ley periódica con la migma frecuencia. Sin embargo, 
si «(queremos considerar exactamente las condiciones inicia- 
les formalmente no obtendremos nunca una solución perió- 
dica. puesto que la influencia de dichas condiciones, si bien se 
debilitará con el transcurso del tiempo, nunca se anulará; te- 
niendo en cuenta los errores do las mediciones, no tiene sentido 
considerar esta influencia. Examinando la solución periódica, 
despreciamos Ja influencia de los datos iniciales. 

El planteamiento de los problemas de contorno, expuesto más 
arriba, se refiere, claro está, no sólo a la ecuación con coeficientes 
coustantes. Por «ecuación de la conducción del calor» se podría. 
interpretar cualquiera de las ecuaciones de los puntos precedentes. 

Además de los problemas de contorno lineales que acabamos 
de exponer, se plantean también problemas con condiciones de 
frontera no linealos, por ejernplo, del tipo 


ón 
k 7 (0, )= 0 [u*(0, 2) —8*(0, 2)]. 


Esta condición de frontera corresponde a una irradiación de 
acuerdo con la ley de Stephan-Boltzmann por el extremo z = 0 
hacia un medio con icmperatura 0 (+). 

Detengámonos con más detalle en el planteo do los problemas 
de contorno. Consideremos el primer problema de contorno para 
una región acolada. 
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Fig. 37 


Llamaremos solución del primer problema de contorno, a una 
función u (2, £) que lenga las siguientos propiedades: 
1) u (x, £) está determinada y es continua en la región cerrada 


2) u (xr. £) satisface a la ecuación de conducción del calor 
en la región abierta 


O<zr<l fo< ft; 


3) u(z, £ satisface a la condición inicial y a las de frontera, 
es decir, 


u (x, tu) a E (2), u (0, t) =.H) (1), u (2, t) = Ha (0), 


donde «p (2). uy ((). po (£) son funciones continuas, que satisfacen 
a las condiciones de conjunción 


$ (0) =p, (t) l (0, tp) 


Y (1) o (£0) [ = (£, to)l, 


necesarias para la continuidad de u (x, 2) en la rogión corrada. 

Consideremos el plano de Jos estados de fases (z, £) (fig. 37). 
En nuestro problema, se busca una función u (x, t), determinada 
dentro «el rectángulo ABCD. Esta región se determina por el 
propio planteo del problema, puesto que so estudia el proceso 
de propagación del calor en la barra 0 < - < l durante el inter- 
valo de tiempo to <!t<7T, en el cual conocemos ol régimen 
térmico en los extremos. Sea fy = 0: supondromos que u (x, 1) 
satisface a la ecuación sólo para 0O<xr<l!0O<i<T, pero 
no para ¿ = ( (lado 45), ni tampoco para x == 0, z = l (lados AD 
y BC). donde los valores de esta función se dan directamente por 
las condiciones iniciales y de frontera. Si exigiésemos que la 
ecuación se satisfaciera, por ejemplo, para ¿ = O, con esto habría- 
mos exigido la existencia de la derivada q” = uz, (r, 0), que 
figwra en la ecuación. Con esta exigencia limitaríamos el campo 


y 
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de fenómenos físicos que estudiamos, excluyendo de la conside- 
ración las funciones. para los cuales esta condición no se cumple. 
La condición 3). sin la hipótesis de continnidad de u (r, £) en 
la región 0 <x <1.0<t< 7 (es decir, en el rectángulo cerrado 
ABCD) u otra condición, que sustituya n esta hipótesis, pierde 
el sentido?). En efecto, consideremos la función v (r, €), definida 
«le la siguiente maneca: 


v(r, 1 =C (0Uzzr<l 0<t<T), 
v(r, 0) = q (2) (0<z< D, 


v(0, () = H, (5, 
v(l, L) = Ho (1) 


donde C es una constante arbitraria. La función v (x, £) satisface, 
evidentemente, a la condición 2), así como también a las condi- 
ciones de frontera. Sin embargo, esta función no representa el 
proceso de propagación de la temperatura eun una barra con term- 
peralura inicial q (2) Y C y temperaturas de frontera y, (2) 
HE (y pe (1)  C, puesto que es discontinua para £ = 0, x = O, 
E 

La continuidad de la Función « (x, 1) para0d0<zr<!O0<t< 
< T se deduce de que esta función satisface a la ecuación. De este 
moro, la exigencia do que u (7, ?) sea conlinun para U<z<l, 
0<1<T se rofiere, en esencia, sólo a los puntos donde se dan 
los valores iniciales y los de frontera. En lo sucesivo, por «solu- 
ción de la ecuación que satisface a las condiciones de frontera» 
se sabreentenderá una función que salisfaga un las condiciones 
1), 2), 3), sin especificar cada vez estas condiciones, siempre que 
no haya necesidad especial de hacerlo. 

Análogamente se plantean otros problemas «de contorno, entre 
ellos, Jos problemas en una barca infinita y los problemas sin 
condiciones iniciales. 

Para los problemas con varias variables geométricas inde- 
pendientes, se manliene lodo lo expuesto más arriba. ln estos 
problemas, para t == £, se da la temperalura inicial, y en la super- 
ficie del cuerpo, las condicionos de frontera. Se pueden considerar 
también problemas para una región infinita. 

Con respecto a cada uno de los problemas planteados, surgen 
las siguienles cuesliones?): 

1) nnicidad de la soJución del problema planteado, 


] (1<!<7), 


1) Más abajo se estudiarán problemas de contorno con condiciones de 
Srontera o iniciales discontinuas. Para estos problemas $e procisará cu qué 
sentido se entiende el cumplimiento de las condiciones de [routera. 

3) Compárose con el ca. 1, $ 2. 
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2) €xisteucia de la solución, 

3) dependencia continua de la solución do las condicioxes 
complementarias. 

Si el problema planteado tiene varias soluciones, las palabras 
esolución del problema» no ticnen un sentido determinado. Por 
esto, antes de hablar de Jn solución de un problema, es necesario 
demostrar su unicidad. Ln la práctica, el problema más impor- 
tanto es el 2), puesto que al demostrar la existencia de la solu- 
ción se da, por lo general, un método para su cálculo. 

Como ya fue indicado antes (véase el. capítulo IT, $ 2, p. 3), 
un proceso se llama físicamente determinado, si cuando las 
condiciones iniciales y las de frontera del problema cambian 
poco, su solución también varía poco. En lo sucesivo, demostrare- 
mos que el proceso de propagación del calor se determina física- 
mente por sus condiciones iniciales y de frontera, es decir, una 
pequeña variación de estas condiciones cambia poco la propia 
solución. 


5. Principio del valor máximo. En lo sucesivo consideraremos 
la ecuación con coeficientes constantes 
Como hemos visto, esta ecuación se reduce, mediante el cambio 


ex+ dt p p* 
r=e -U para f=—>z=, ÁA=Y—>» 
2n 44” 


a la forma 
Uy = tu 

Demostromos la siguiente propicdad de esta ecuación, que 
llamaremos principio del valor máximo. 

Si una función u (z, £), determinada y continua en la región 
cerrada O<t<T y 0<x<!, satisface a la ecuación de la 
conducción del calor 

dt, = au, (19) 


en los puntos de la región U<xr<I! 0<t<T7, los valores 
máximo y mínimo de la función u (x, t) se alcanzan o bien en el 
momento inicial, o bien en los puntos de la frontera  =06zx = l. 

La función u (zx, 1) = const satisface, evidentemente, a la 
ecuación de la conducción del calor, y alcanza su valor máximo 
(mínimo) en cualquier punto. Sin embargo, esto no contradice al 
teorema, puesto quo de su condición ye deduce que si el valor 
máximo (mínimo) se alcanza dentro de la región, éste también 
(y no solamenta) se debe alcanzar o bien pura £ = 0, o bien pará 
z=0,Ó6 para zx =l. 
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El sentido físico de este teorema es evidente: si la temperatura 
en la frontera y en el momento ivicial no supera cierto valor M, 
entonces, si no hay fuentes de calor dentro del cuerpo, no se 
puede crear una temperatura mayor que M. Detengámonos 
primeramente en la demostración del teorema para el valor 
máximo. 
La demostración se lleva a cabo por el método de reducción 
al absurdo. Denotemos por M el valor máximo de u (x, t) para 
=0(0<zxr<), o para z = 0, o bien para x = ¿(0 < t < T)) 
y supongamos que en cierto punto (Yo, to) (0 <<! 0< 
< to < T) la función u (x, £) alcanza su valor máximo, igual a 


u (zo, tg) = M + 8. 

Comparemos los signos de ambos miembros de la ecuación 
(19) en cl punto (o, to). Como en este punto la función alcanza 
su valor máximo, necesariamente debe ser 

0/7] Pu 
— (ta to) =0 y — (Zo. lo) <07). (20) 
dx Ox 


Continuando, cono u(zto £) alcanza su valor máximo para 
t = tp. entonces?) 


du 


JE (Lo, to) >0. (21) 


E Si no se supone la continuidud de la función u (x, €) cu la región 
coerrada0 < 272 <1,0<15< 7, ésta podría no alcanzar su ináximo en ningún 
punto, y los razonamientos ulteriores no serían aplicables. En virtud del 
teorema do que cada función continua alcanza su valor máximo en una región 
cerrada, podemos estar 9 pres de que: 4) la función u (z, £) alcanza su valor 
máximo en la frontera inlerior o en las laterales del rectángulo, que denotare- 
mos por M; 2) si u (x, t) es mayor que M por lo menos en un punto, existo 
un punto (zp, to), en el cual u (x, t) alcanza su valor máximo, que supera a Af: 


u (Zo, to) = MA+ 8 (8 > 0, 


0O<ro<!, 0<to< T. 


2) En efecto, como cs conocido del análisis matemático, las condiciones 
suficientes para quo la función f (r) touga un mínimo relativo en un punto 


Yo, situado en cl interior del intervalo (U, ¿) son las siguientes: óf = (, 
0af Oz | somaxo 


— > 0. De este modo, sí f («) tiene cn el punto xy su valor máximo, 
gr2 o 


entonces 1) 7” (zp) = 0 y 2) no puede ser 7” (Zo) > 0, es decir, debe sor 
f” (2x0) < 0. 
3) Está claro, además, que si ty << 7, entonces 4 po 0; si, on cambio 


ol 
to = T, entonces = >0. 


siendo, además, 
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Comparando los signos de ambos miembros de la ecuación (19), 
se observa que éstos son «liferentes. Sin embargo. este razuita- 
miento aún no demuestra el loorema, puesto que ambos miembros 
pueden ser iguales a cero, lo cual no implica ninguna contradic- 
ción. Hemos efectuado este razonamiento para que quede clara 
Ja idea de la demostración. Para efectuar Ja demostración completa, 
Za u du 
hallemos un punto (x,, £). en el cual 55 <0 y e > 0. Para 
esto, tomemos Ja función auxiliar 
Dl, t)- u(xr, 0) + k (lo —M, (22) 
donde k es cierlo número constante. ls evidente que 


[2 (Zo, to) =u (Lp. Lo) = M + € 
kito — 0) <k7. 
e 


Tomemos he > 0 de forma tal que k7 seca menor que zos decir, 


e . y] » . 
k<>3p ¿enlonces, el valor máximo de v (x, £) para 2 = 0, o bien 


y 


; € . 
para 7::0, . - Eno superará a M 4 3, es decir, 
a 


vta, 1< M+z - (para ¿0,6 ¿=0, Óó r=0), (23) 
puesto que para estos eta el primer sumando de la fór- 
mula (22) no supera n M, y el segundo, a 3 ] 


En virtud de la continuidad de la función yv (zx, £), ésta debe 
alcanzar su valor máximo en cierto punto (r,, t1). Es evidente que 
y (z4, t,) Ta U (La, la) = M + e, 


Por esto, 1 >0y0<z,<!, puesto que para ¿=06zx=0, 
x = 1, tieno lugar la desigualdad (23). En el punto (x,. t,), por 
analogía a (20) y (21), debe ser Uy. (51. 1) L0, v, (Z=4. 1) 2 0: 
Teniendo en cuenta (22), se halla: 
Urez (Ly, t1) = Vxx (%1- 41) < 

Us (%1, ti) = 0, (Yu. ty) + 29 k > 0. 
De aquí se deduce que 

u, (Ts, £1) e AU La» t1) > k> O, 


es decir, la ecuación (19) no se satisface cn el punto interior (x1, ti). 
Con esto queda demostrado que Ja solución u (7, £) de la ecuación 
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de la conducción del calor (19), dentro de la región, no puede 
tomar valores que superen «l valor máximo de u (5, £) en la 
frontera (es decir, para ¿=0, x =0, x=l 

Análogamente se puede demostrar también la segunda parto 
del ieorema, sobre ol valor mínimo. Aunque ósto no tiene por qué 
demostrarse por separado, puesto que la función u, = —u tiené 
su valor máximo eu donde u tiene el mínimo. 

Ahora estableceromos varios corolarios del principio del 
valor máximo. Ante todo, «demostremos el teorema de unicidad. 
para el primer problema de contorno. 


6. Teorema de unicidad. Si dos funciones us (1, t) y us (x, £), 
definidas y continuas en la región 0X<x<! 0<X1<T, satis- 
facen a la ecuación de ronducción del calor 


Uy = MU... + f(x. ) (para0<zr<!t>0) (24) 
y a iguales condiciones iniciales y de frontera 
Uy (7, (0) = us (7, 0) = q (2), 
4 (0, ) =4u (0, Y) =MmM2 (0, 
uy (£. 1) Uy (Ll. £) = pi (0), 


entonces Uy (a, t) == Us (2. £)?). | 
Para demostrar oste teorema, lomermmos la función 


Y (xr, €) = uz (x, t) — uy (zx, 1). 
Como las funciones us (7. £) y us (5, 2) son continuas para 


UZa<!, 
OS<:<T, 


entonces también la función v (7, £), igual a su diferencia, será 
conliuua cn la misma región. Como la diferencia de dos solu- 
ciones de la ecuación de Ja conducción del calor en la región 
O<zx<ld, £25>0, la función v (z, £) es también solución de la 
ecuación de la conducción del calor en dicha región. De este modo, 
se puede aplicar el principio «del valor máximo a esta función, 
es decir, ésta alcanza sus valores máximo y mínimo o bicn para 
t= 0, o bien para x =0, Ó x = l. Sin embargo, por hipótesis 
se liene: 
v(x, 0) =0, v(0, 2) =0, v(l, t) = 
Por esto. 
v (xr, 1) =0, 


1) En el p. 3 del $ 2 este teurema será reforzado, quitándoso la condición 
de continuidad para t =Q0. 
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es decir, 
Us (2, l) uu ur (zx, £). 

De aquí se deduce que la solución del primer problema de 
contorno es única. 

Demostremos además varios corolarios directos del principio 
del valor máximo. En lo sucesivo diremos simplemente «solu- 
ción de la ecuación do la conducción del calors, en lugar de enu- 
merar con más detalle las propiedades de las funciones, que satis- 
facen, además, a las condiciones iniciales y de frontera. 

1. Si dos soluciones de la ccuación de la conducción del calor 
u, (zx, t) y us (x, £) satisfacen a las condiciones 

ay (2, 0) < us (zx, 0), 
uy (0, t) <u2(0, £), us (Ll, ) < us (l, 1), 
entonces 
uy (x, t) <X bz (x, t) 
para todos los valores de V5Zx<1,U<t<T. 

En efecto, la diferencia v (z, f) = us (x, £) — uy (z, £) salis- 

face u las hipótesis del principio del valor máximo y, además, 


v(x, 09 >0, (0, )-:0, ell, ) >0. 
Por esto, 
v(r, 1) >0 para 0O<21<l  0<!1<T, 


puesto que si no la función v (zx, £) tendría un valor mínimc 
negativo en Ja región 


O<xr<!t OÓ<It<T. 
2. Si tres soluciones de la ccuación de la conducción del calor 
u(z, £), u(z, t), u (z, £) 
3atisfacen a las condiciones 
u (1; ) <u(z, t) <ú (z, f) para t=0,7=0yzx=l, 


«entonces estas mismas desigualdades se cumplen idénticumente, es 
decir, para todo ryten0 <<! 0<1t<T7. 

Este enunciado es una aplicación del corolario 1 a las fun- 
ciones 


u(z, e), ú (xr, t) y u(z, £), u (2, £). 


3. Si para dos soluciones de la ecuación de la conducción del 
calor u, (z, t) y uz (x, t) tiene lugar la desirualdad 


| u (2, t)—ulzr, Ol <e para ¿=0,7=0z<=!1, 
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entonces 
| us (2, £) —uslz, bl <e 


idénticamente, es decír, tiene lugar para todo z y £ en 
0O<<! O<E<T. 


Esta afirmación se desprende del corolario 2, si se aplica 
a las soluciones de la ecuación de la conducción del calor 


u (x, t) = —e, 


u (x, 1) = u (2, 1) — ua (2, l), 
U lx, t) = e. ; 


El corolario 3 permite establecer la dependencia continua 
de la solución del primer probloma de contorno de los valores 
inicial y de frontera. Si so toma en cierto problema físico, en 
lugar de la solución de Ja ecuación de la conducción del calor 
que corresponde a las condiciones inicial y de frontera 


u (ax, 0) = p (2), u (0, 2) = pa (2), u (2, 2) = pa (2, 


la solución us, (x, 2) correspondiente a otros vulores inicial y de 
frontera, determinados por las funciones q* (1), hj (2), ue (£), 
que no se diferencian, en los límites de la exactitnd dada e, 
de las funciones q (1), uy (t), pa (£): 


9(0—¿ (3 1|<e, lu(0—m(01<e, 


lpa() — 12 (01<8, 


entonces la función us, (x, t) se diferenciará de la u(z, £) en 
los lírnites de la misma exactitud e: 

lu(z, y —u (7, 0) | < e. 
En esto consiste, precisamente, el principio de la determinación 
física del problema. 

Hemos efectuado el estudio detallado del problema sobre 
la unicidad y la determinación física del problema en el ejemplo 
del primer problema de contorno para un segmento acotado. 
El teorema de unicidad del primer problema de contorno para 
una región acotada en el espacio de dos o tres dimensiones puedo 
ser demostrada repitiendo textualmente los razonamientos expues- 
tos más arriba. 

Problemas semejantes surgen en el estudio de otros proble- 
mas, varios de los cuales hemos planteado en el p. 4. Estos proble- 
mas exigen algunos cambios en el método de la demostración. 

La unicidad del problema para una región no acotada (véase 
el p. 7), o del problema sin condiciones iniciales, tiene lugar sólo 


151043 
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si se impouen cierlas condiciones complementarias a las funcio- 
nes estudiadas. 


7. Teorema de unicidad para la recta infinita. Al resolver 
el problema en la recta infinita, es fuudamental la condición 
de acotación de la función buscada en toda la región, es decir, la 
existencia de un 234 tal que Ju (zx, £)] < M4 para lodos los 


AA IR 
Siu, (1. €) y o (<, £) son funciones continuas, acoladas en toda 


la región de variación de las variables (7, 1), que satisfacen a la 
ecuación de la conducción «del calor 
Uy = Uz. (— omo <r<o,t>0) (19) 
y a la condición 
Uy (x, O) = ua (r, 0) (— 0 <zx< 00), 
entonces 
tj (a, las uz (xr, t) (—o<r<oo, ¿20). 
Tomemos, como siempre, la función 
12 (x, t) = uy; (z, t) — Un (X, 1). 
Esta función es continua, satisface a la ccuación de la conducción 
del calor, es acotada en loda la región: 
v( 0 |<| uta )]|+/ (7, D[< 231 (20 <vzxr<oo, 
t 0) y satisface a la condición 
v (xr, 0) -- Y. 

El principio del valor máximo, que hemos aplicado para 
demostrar la unicidad del problema para el segmento, aquí no: 
es aplicable, puesto que en una región no ucotada la función 
v (x, t) puede no alcanzar valores máximos en ningún punto 
Para aplicar este principio, consideremos la región 

[| <L, 
donde L es un número auxiliar, que luego aumentaremos inde 
finidamente, y la función 


Vía, )= a (2 + 01) (25) 


La función V (x, t) es continua, satisface a la ecuación de la 

conducción del calor, lo cual se puede comprobar derivando 
y, además, posee las propiedades siguientes: 
V (x, 0) >| v (2, 07] = 0, 

V(EL, 9 > 2M > Uv (11, 1). (26) 
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Para la región ucotada | x | <L OX<t<T, es válido el prin- 
cipio del valor máximo. Aplicando el corolario 2 del punto ante- 
rior a las funciones u = — V (zx, ), u =v (+, 1) y a = V lx, ?) 
y teniendo en cuenta (26), se obtiene: 
4M É 2 : 4M a* 2 
== q (Eso )<ot, ps (E 4 er . 

Fijemos ciertos valores de (x, £) y, utilizando la arbitrariedad 
de £, lo aumentaremos indefinidamente. Pasando al límite 
cuando L —> oo, se obticue: 

v(zx, () = 0, 

lo cual demuestra el Leorema. 
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1. Problema de contorno homogéneo. Pasemos a la resolu- 
ción del primer problema de contorno para la ecuación de la 
conducción del calor en el segmento: 


U; = UU HF f (2, O, ((6<z<!, t>0) (1) 
con la condición inicial 
u(z, 0)= (0). (0<x<D (2) 


y las condiciones de [ronbera 


a (0, =p (0, ) ] 
ut out) | >% 48) 


Comenzaremos el estudio del primer problema gencral de 
contorno por la resolución del siguiente problema canónico: 

hallar la solución continua en la región cerrada (0 < x < 
<1,0<t<7f) de la ecuación homogénea 


Ur = A, UI! O<IEST, (4) 
que satisfaga a la condición inicial 
y (r, 0) = q (2), 0O<xrx<l (2) 
y a las condiciones homogéneas de fronlera 
u(0, ) =0, u(.,N=0, U<Ii<T. (5) 


Para resolvor este problema, analicemos primero cómo se 
estila en el método de separación de las variables, el problema 
auxiliar fundamental: 

hallar la solución de la ecuación 


Ur = AU Urza 
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que no sea idénticamente nula, que satisfaga a las condiciones 
homogéneas de frontera 


u(0, ) =0, u(,  =0 (5) 
y que se represente en la forma 
u (zx, t) = X (1) 7 (1), (6) 


donde X (x) es una función sólo de la variable zx, y 7 (£), sólo de £. 

Sustituyendo la forma supuesta de la solución (6) en la ecua- 
ción (4) y dividiendo ambos miembros de Ja igualdad entre 
a?XT', so obliene: 


LE (7) 


donde A = const, puesto que el primer miembro de la igualdad 
depende sólo de t, y el segundo, sólo de z. 
Do aquí se deduce que 


X"+4X=0, (8) 
T" +4 GMT un 0, (8 

Las condiciones de frontera (3) dan: 
X(0)=0, X (1) =0), (9) 


De esta manera, para determinar Ja función X (x) se obtiene el 
problema sobre los valores propios (problema de Sturm-——Liouville) 


X"+4X=0, X(0=0, X()=0, (10) 


analizado al resolver la ecuación de las oscilaciones en el capí- 
tulo II (véase $ 3, p. 1). Alf demostramos que sólo para valores 
del parámetro 4 iguales a 


1 =(2) m=14,2,3,..., (11) 


existen soluciones no triviales de la ecuación (8), iguales a 

X a (2) = sen a z. (12) 
A estos valores A, les corresponden las soluciones de la ecua- 
ción (8”) 

Tn (t)=Cpe 04, (13) 
donde C, son coeficientes por ahora indeterminados. 
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Volviendo al problema auxiliar fundamental, se advierte 
que las funciones 


Unlz, )=X (DT, (09) =C,e “nt sen = X (14) 


son soluciones particulares de la ecuación (4), que satisfacen 
a las condiciones de frontera nulas. 

- Resolvamos ahora oc) problema (1). Escribamos formalmente 
la serie 


u (x, ) = A! Cue Ep on S z. (15) 


La función u (x, €) satisface a las condiciones de frontera, puesto 
que la satisfacen todos los términos de la serie. Al pedir que se 
cumplan Jas condiciones iniciales, se obtiene: 


p (7) =u (7, 0) = Y CrsenTEz, (16) 
n==1 


es decir, C, son los coeficientes de Fourier de Ja función q (2) 
al desarrollarla en serie de senos cn el intervalo (0, 12): 


2 / 
Ca=49 =p 1 6 (5) sen 56 -d£. (17) 


Consideremos ahora la serie (15) con los coeficientos Ch, 
determinados mediante Ja fórmula (17), y demostremos quo esta 
serie satisface a torlas los condiciones del problema (1). Para esto, 
hay que demostrar que la función u (x, £), detorminada por la 
serie (15), es derivable, satisface a la ecuación en la región 0 < 
<zxc<l,tr>0 y es conlinna en los puntos de la frontera do 
esta región (para t:= 0, z=0, zx =l). 

Como la ecnación (4) es lineal, en virtud del principio de 
superposición, la serie formada por soluciones particulares, 
también será solución, si ésta converge y-se la puedo derivar tér- 
mino a término dos veces con respecto a x, y una vez con respecto 
a t (véase el lema del capítulo 2, 8 3, p. 3). Demostremos que 


sit>it>0 (es ua número auxiliar cualquiera), las series de 
las derivadas 


= Ou ” du 
Y LL Y] 
n= dt A 2, dx? 
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convergen uniformemente. lón efecto, 


2 any? _, / 
| —C, (5) ante Cala sena < 


Úl 
<rc(3) «ante EY 


l 


lin lo sucesivo formularemos las condiciones complementarias 
a que debe satisfacer la función q (2). Supongamos primeramente 
que q (7) es acotada, | y (4) ] < Af; entonces 

238 E n 
— | $ q (E) sen add E dE 
lio l 


[C,I= <2M, 


de donde se deduce que 
de, 
Ot 


2 nay2 uz aa 
<zm(2) nte E j para ¿> ft 


y análogamento 
Pan 
— 


dx 


2 TU pan 
<2M (5) ne (rea para ¿> 1. 


ln general, 
| o 


0P de 


-— 


2H +1 _ pan 2 - 
<2m(2) aa e A e para £ > ¿. 


Invesliguemos la convergencia de la serie mayorante S a,, donde 
Nm 
(MM ar 
a dalt (15) 
En virtud del criterio de J)'Alembert, esta serie converge, puesto 
que 


E (3) at(nt+2n4 01 


lím Ln+t lím m4 NA 
noo! Cn n > 00 n? e— (Ey anna 
ESTAN 
= lim (s +1) e (Jose nu 


- De aquí se desprende la posibilidad de derivar la seric (15) término 
a término cualquier número de veces, en la rogión ¿> ¿> 0. 
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Ahora bien, aplicando el principio de superposición, concluimos 
que Ja función definida por esta serio satisface a la ecuación (4). 
En virtud de la arbitraricdad de t, esto tiene lugar para todo 
£>0. Con esto gueda demostrado que para ¿>> 0 la serie (15) 
representa una función derivable el número necesario de veces 
y que satisface a la ecuación (4)!). 

Si la función q (x) es continua, tiene una derivada contínua 
a trozos y satisface a las condiciones qp (0) — 0 y y (2) = 0, la serle 


E (Yo 
| O 
is l (15) 
dotermina una función continua para t > 0, 

Fíectivamente, de la desigualdad 


Pu, (7, |<] Cn] (para 21 >0 0U<z<), 


se deduce directamente la convergencia uniforme de la serie (15) 
para 1>0, 0 <zx<l,lo que demucstra la justeza de la afirma- 
ción hocha, si «e tiene en cuenta que para una función q (x) con- 
tinua y lisa a trozos. la serie de los valores absolutos «de los coefi- 
cientes do Fourier converge, si q (0) = (q (1) ==: 02, 

De esta forma. el problema «de determinación «o la solución 
del primer problema de contorno para Ja ecuación lhomogénea 
con condiciones de frontera nulas y condición inicial continua 
y lisa a trozos, está resuelta totalmente. 


2. Función de la fuente. Transformemos la solución obtenida 
(15), sustituyendo C, por sus valores: 


E A LY a TR 
de (z, t)= y C,e ( l ) E sen e 
1 


7 Ue 


casi eo 3 5 la 
97 [2er ra. 5 ) sen 
nes ly l l 
1 6 no pan 2 a 
> $ E Ne G ) (sen acom | q: (€) dE. 


1) Al demostrar que la serie (45) satisface a la ecuación 1, == Pu 
ava t >0, se ntilizó sólo la ncotución de los coeficientes de Fourier C,,, 
u cual, en particular. tendeá lugar pars cualquier función acotada q (xs). 

2) Véanse el cap. 11,58 3, p. 3 
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El cambio de lugar de la suma y la integración siempre es lícito 

para t>> 0, en virtud de que la serie entre paréntesis converge 

uniformemente con respecto a E para t>> 0). 
Introduzcamos la notación 


o _ (10 ys 
G(z, E, a=+ 30 7) son asen E. (18) 


Utilizando la función G (x=, €, t), se puode representar a la fun- 
ción u (z, t) en la forma 


¿ 
u (x=, 1)= ) Gíz, E, ) 9 (E) dE. (19) 


La función G (x, E, t) se llama función de la fuente puntual instan- 
tánea o, con más detalle, función de la influencia térmica de una 
fuente puntual instantánea de calor. 

Demostremos que la función de la fuente G (zx, E, t), conside- 
rada como función de x, representa la distribución do la tempera- 
tura en la barra 0 <z<l en el momento de tiempo £, si la 
temperatura en el momento inicial ¿ = O es igual a cero y en 
este momento en el punto x = É se desprende instantáneamente 
cierta cantidad de calor (cuya magnitud determinaremos más 
tarde), y en los extremos de la barra se mantiene todo el tiempo 
la temperatura nula. 

La expresión «cantidad de calor Q que se desprende en el 
punto E», indica, como siempre, que se toma el calor que se genera 
en un intervalo «pequeño» cerca dcl punto estudiado E. La 
variación de la temperatura «e (E), causada por la aparición de 
calor en las proximidades del punto, será, evidentemente, igual 
a cero fuera del intervalo (E — €, E 4- €), en el cual se genera 
calor, y dentro de este intervalo qa, (E) se puede considerar una 
función positiva, continua y derivable, para la cual 


tte 
cp S ve) d=0, (20) 


puesto que el primer miembro de esta ecuación representa, pre- 
cisamente, la cantidad de calor que causa la variación de la 
temperatura en la magnitud q. (€). El proceso de propagación 
de la temporatura se determina en este caso por la fórmula (19): 


ue (z, ) = ) G(<, E, ) qe (E) dE. (21) 


1) La serie Xa,, donde a, so determina mediante la fórmnla (15), 
para q = 0 es mayorante de la serio entre corchetes. 
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Efectuemos ahora el paso al límite cuando e — 0. Tomando 
en cuenta la continuidad de G para t>>0 y la igualdad (20),. 
y aplicando el teorema del valor medio para valores fijos de 
z, 1, tendremos: 


t+e 
ula, 1= $ 68,090 = 


¿tz Q 
=G(2, 8,1) | ve(Dd=G(,E,9%, (21) 
ie cp 
donde E£* es cierto punto intermedio del intervalo ($ — e, 
£E-+ e). En virtud de la continuidad de la función G (2,1 E, t) 
con respecto a E para t > 0, se obtiene: 


límu (a, 19= Le, tp 
e=»0 cp 


« ao y 2 
e y rusen EE, (22) 


cp l Yo mz 


De aquí se deduce que G (x, E, £) representa la temperatura en 

el punto z en el momento t£, causada por la acción de una fuente 

puntual instantánea de potencia Q = ep, situado en el momento 
= ( en el punto E del intervalo (0, 1). 

Señalemos la siguiente propiedad de la función G (x, E, 1): 
esta función es G (7, E, £) > 0 para cualesquiera r, E y ¿>0, 
En efecto, consideremos una función inicial q. (1) que posea las 
propiedades enumeradas más arriba, y la solución que le corresponde 
(21”). De la no negatividad de las condiciones inicial y de fron- 
tera, en virtud del principio del valor máximo, se sigue que 

Me (2, £) >0 


para todo 0 << ly t> 0. De aquí, aplicando la fórmula (21”) 
ser tione: 


u¿(1,1)=Gíx, E*, pL£>0 (para t> 0). (215 
cp 


Pasando al límite cuando e > 0, de (21”) se obtiene la desigualdad 
Gx, E, 1) >0 para0<zx,ES<I!yto>0, 


la cual, precisamente, había que demostrar. 
Este resultado tiene un significado físico sencillo. Sin embar- 
Eo, establecerlo directamente partiendo de la fórmula (19) sería 
fícultoso, puesto que Gíx, E, £) se representa mediante una 


serie de signo varjablo. 
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3. Problemas de contorno con condiciones iniciales discontinuas. 
La teoría que acabamos de exponer se refiere n las soluciones de 
la ecuación de la conducción del calor que son continuas en la 
región cerrada O<r<f£ U<1i<T. Estas condiciones «te 
continuidad son muy restrictivas. En efecto. tomemos el problema 
más sencillo, sobre el enfriamiento de una barra calentada uni- 
formemenule con temperatura unla en sus extremos. Las condi- 
ciones complementarias lienen la forma 


u (zx, 0) == uy, u (0, £) — u(t, t) = 0. 


Si uy > 0, la solución de este problema debe ser discontinua en 
los puntos (0, 0) y (1, 0). Este ejemplo demuestra que las con- 
diciónes planteadas más arriba de continuidad del valor inicial 
y las condiciones de su conjunción con los valores de fron- 
tera, eascluyen de la consideración casos que son de importancia 
práctica. Sin embargo, la fórmula (19) da la solución del problema 
de contorno también en este caso. 

En las aplienciones, a menudo se utilizan fórmulas que se 
salen do Jos lJimiles de las condiciones para su aplicación, sin 
plantear en absoluto el problema sobre las condiciones de aplica- 
ción de las fórmulas. La fundamenlación sucesiva de todas las 
fórmulas sería muy engorrosa. y muchas veces distraería la aten- 
ción «del investigador de las facetas cuanlitativas y cualitativas 
del fenómeno, que son caracleríslicas de la esencia física del 
proceso. 

Sin embargo, nosolros consideramos necesario, al menos en los 
ejemplos más sencillos, fundamentar cl aparato malemático 
necesario para la resolución «de los problemas fundamentales. 

Consideremos los problemas de contorno con funciones inicia- 
Jes continuas a trozos, sin suponer que la función inicial está 
unida a las condiciones de frontera. Esta clase de condiciones 
complementarias es suficientemente general para las necesidades 
de la práctica, y suficientemente sencilla para la exposición 
de Ja teoría. Nuestro fin es demostrar que la misma fórmula (19) 
da la solución dol problema planteado. Realizaremos su estudio 
en varias otapas. Demostremos previamente el teorema: 

La sulución de la ecuación de la conducción del calor 


Uy = QUUrx (0<e< fl, t>>0), (4) 


continua en la región cerrada (VU <l 0<?!< 7?) y que 
satisface a las condiciones 


Uu (0, t) = u(t, 2) =0, 120, (5) 
u (e, 0)=y(m. O<T<I (2) 
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donde «q (7) cs una función arbilraria cualquiera, que se anula 
para xr = 0, z = [Í, está determinada univocamente y se representa 
mediante la fórmula 


l 
u lx, 1) = ) G(z. E, 1) p (6) d£. (19) 


Esle teorema fue demostrado más arriba bajo la hipótesis de que 
se cumplía la condición complementaria de que la función q (E) 
poscía derivada continua a trozos. 

Eliminemos esta condición. Consideremos la sucesión de 
funciones continuas, derivables a trozos, Q, (E) (pn (0) = q, (1) = 
= 0). que converge uniformemente hacia q (2). (Como q, (2) 
se puede tomar, por ejemplo, las funciones representadas mediante 


líneas quebradas, que coinciden con q (2) en los puntos 


k =0,1,2,.... a.) Las funciones u,, (2, £), detorminadas por 
la función (19) a parlir de q, (.c), satisfacen a todas las condicio- 
nes del teorema, puesto que q, (2) satisfacen a la condición de 
ser derivables a Lrozos. lstus funciones convergen uniformemente, 
y determinan, en el límite. una función continua u (x, 0. En 
efecto, para cualquier e se puede indicar un n (e) lal que 


| Ga, (2) — Co, (3) |ZSEO<ZIES< O sí dy. ha > (e), 


pnosto que estas funciones, por hipótesis, convergen unilormemen- 
te. De aquí, en virtud del principio de los vulores máximos se 
deduce que también 


Un (E. tl) —= Un, (2, H)|< € 
1 2 | 
(O0<2<LOS<IST), si dy, nan (e), 


m. -=0 


lo cual demuestra la convergencia uniforme de la sucesión de 
funciones u, (x%, 1) hacia cierta función continua u(z. 1). 

Si se pasa al límite hajo el signo integral. fijando un punto 
(x, £), se obtiene que la Eunción 


u fr, t)= lim uu, (7, 1) = 
n—» on 


) 
= lím |Gír, E, O 4, (E) dE = (Gir, E, 14 (5) dE 
n—» ( 0 
es continua on la región cerrada U0O<X<x<LUOU<I1<T, y satis- 
face a Ja condición inicial (2). En virtud de la nota al pie de la 
púg. 231, no es difícil probar que ésta satisface lambién a Ja 
ecuación (4) para ¿> 0, La demostración del teorema queda 
concluida. 
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La fórmula (19) da la única solución continua del problema 
considerado. 
Domostremos ol teorema de untcidad para el enso de una lesa intetal 


p (1) continua a trozos, sin suponer que esta función está unida a las condí- 
ciones de frontera. Demostremos que la emi continua en la región 


1 >0, que satisface a la ecuación de la couducción del calor 
ly = An (3) 
cn la región 0< z< l, t>0, a las condiciones de frontera nulas 
u(0, ti) =u(1,195=0 (5) 
y a la condición inicial 
s (x, 0) = q (z). (2) 


está determinada univocamente, 8i: , . 
1) ésta es continua en los puntos de continuidad de la función q(x) y 
2) cs acotada en la región cerrada U<z<I1, 0<t< to donde to es 
un número positivo arbitrario, . 
Supongamos que esta función existe. Evidentemente, en virtud del 
teorema anterior, ésta puede ser representada en la región t > £ mediante 
la fórmula 


lt 
u(9=| 6 (31-50 10>7>0) 19) 
Ú 


para todo £, dundo £ cs un valor auxiliar, 
0< E <E- pp (1)=u(x, 1). 


Efectuemos cl paso al límite en esta fórmula cuando t > 0, mante- 
niendo conslantes a z y a t. Demostremos!) que es posible ol paso al límite 
bajo el signo integral y que, en consecuencia, la función u (z, £) se puede 
roprezentar como la integral 

l 


emo= | Cr bora o e) (5,0), (19) 
0 


que la determina unívocamente. 


1) El teoroma que se demuestra más abajo es un caso particular del 
teorema do Lebesgue sobro lu posibilidad del paso al límite bajo el sigró 
integral, si la sucesión de funciones F, (7) converge casi en todas partes 
hacia una función límito sumable £ (x), y si esta sucesión está acotada ¡por 
una función sumable. Esta domostración se efoctúa para evitar ol uso da 
conceptos de la teoría de los conjuntos. Si se utilizan dichos conceptos, se 
puede demostrar, on forma totalmente análoga, el teorema de que lá 
solución du la ecuación de la conducción del calor u (z, t) que satisface a 
las condiciones de frontora nulas, está determinada uníivocamente: 

y sl u (z, £) < P (2), donde F (z) es cierta función sumable y 

) si 


lím uy (2, y) =0 (7), 
lo 9 96 


casi on todas partes, donde q (x) es una función inicial sumablo dada. 
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Tod ARA 28 pl rd Ad O 
2 == HA hh a Fig. 389 
= Ex-1 Le Zn se 


Sean Xq, Zz, +. .» %y los puntos de discontinuidad de la función q (2). 
Haciendo zo =0 y xu414 = 1 (fig. 38) y tomando segmentos cerrados 
Tn (TR TOS Tag 0) (k=0, 4, ..., ad: donde Ú cs cierto número 
fijo suficientemente pequeño. no es difícil advertir que el integrando de (19”) 
tiende uniformemente hacia el integrando do (19) en cada ségmonto 
Ip (X=0, 1, 2,...,. mn. En los segmentos J» e — 8 EX 1 < Xp + 0) 
(k = 1, 2, dis lo TIET + 8) e ( =d%t< 
< 2, +1). los integrandos de (19) y (19') están acotados A número N 

ara todo t(0 < *t < to), en virtud de la hipótesis de la acotación do la 
unción u (x, ft), y en virtud de la continuidad de G(z, E, 1) para0<E< 
< 1, t >0. Dividiendo la diferencía de las integrales (19) y (19') en 2n + 3 
integrales, tomadas sobre f, (k =0,1, ..., nefh(k=0,14, ..., n+ 1), 
se observa que esta diferencia se puede hacer menor que un número e dado 
de antemano, si 


ES € 1 
S2n+3 4N * 
de modo que 


| ) (Co 0 10 C (2 5008148 | 
h 


y si t se escoge tan pequeño que 
1 (255, t— 0 q (Glez E) p(E) |< 


<i> para ¿ten /fi(k=0, 1, .... A), 


de modo que 


IS [Gtz, E, £—1) q, 45) Glez, E, 2) 9 (E) dE |< 
R 


e sE 
<3m2+3 para it km 0, A 1 


“De aquí se deduce Ja desigunidad 
! 
| | [G(=, E, 10 (9-6 (2,509 (51d | <e para (<t, 
0 


que demuestra la legitimidad del paso al límite cuando + => 0 bujo ul signo 
pia Here De esta manera, si existe una función u (z, 1) que satisfaga a las 
condiciones del teorema, ésta se representa en la forma (19), lo cual demues- 
tra la unicidad de tal función. 
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PA 


Fig. 39 


] 

l 1 
| | 
1 Í 
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| | 
—- T 


0 pl 
eh 


Demostremos ahora que la fórmula ((9) representa la solución 
acotada de Ja ecuación (4) que satisface a las condiciones (2) para 
cualquier función continua a trozos q (7), y que es continua en 
todos los puntos de continuidad de q (x). 

Demostraremos este teorema en dos elopas. Demostremos que 
es válido si q (7) es una función lincal: 

p(a) > £x. (2) 
Tomemos la sucesión de funciones conltimias auxiliares (fig. 39) 


cr para o5r<t( - 1), 
q, (2) = 


a (l— 1) para 16 Less a = (rn —1)c. 


Las [unciones u, (7, £), determinadas medianto la fórmula (19) 
para q, (2), son soluciones continuas de la ecuación de la con- 
ducción del calor con condiciones de frontera nulas y condicio- 
nos iniciales 

Un (1, 0) = q, (2). 


En (x) < Pr. (7) (U < t < b, 
entonces, en virtud del principio de los valores máximos, 
Un (2, t) < Un+t (x, t). 


La función Up (1) = cx es una solución continua de la ecuación 
de la conducción del calor. En virtud del principio del valor 
máximo, 


Como 


in (2, 1) < Un (2), 


puesto que esta desigualdad tiene lugar para =0, zx =l y 
t=0. De este modo, u, (7, £t) es una sucesión monótonamente 
no decreciente, acolada superiormento por la función Uo (o), 
de donde se deduce que esta sucesión convorge. No es difícil ver que 


i 
u(z, t) => lím u, (zx, 2) = lím VC (z, E, dq, (8) dE = 
Fl ->20 n+ 


=16(x,,9p() 4 <U(o, 
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puesto que el paso al límite bajo el signo integral es lícito. En 
virtud de la nota al pic de la pág. 231, cesta función satisface 
a la ecuación y a las condiciones de frontera nulas para t > 0, 
Demostremos gue esta función es continua para l = U si Ú re r Á 


< 1. Sea to < 1. Tomemos n de modo que roy < 1 (s — >). En 
este caso Q, aq lu (ro). Tomando en cuenta que 
Les pe 0y<ud(r, 119<Uo (zx) 
y que 
lím u, (x, 1) = lím E, (1) = q (zo), 
a ec Y, 


se concluye que existe el límite 
Jim u(z. t)= q (zo), 


> 

t--0 
que no dependo de la forma en que lienden x — xp y ¿—> 0. De 
aquí se sigue, precisamente, Ja continuidad de u (zx, ¿) en el 
punto (po, 0). Esta función es acotada, puesto que no supera 
a E, (1). De esta mancra. para q (7) = ex ol teorema queda demos- 
trado. 

Mediante el cambio de z por l— zx, se demuestra que el 

teorema es válido para 

y (1) = b (1 — q). (2) 


De aquí se deduce que éste cs válido para cualquier función del 
tipo 
q (1) = B + Az, 

puesto que una función así so puede vblener sumando (2*) y (25. 
Continuando, de aquí se deduce lambién que el teorema es válido 
para cualquier función continua, sin suponer que q (0) = q (1) = 
= (), Efectivamente, cualquier función « (x) de esto tipo se 
puede representar en la forma 


pla) [a (0 + $0) — 0) +4(), 


donde el sumando entre corchetes es una función lineal, y y (2), 
una fuoción continua, que se anula en Jos extremos del seginento: 
y (0) = y (1) = 0, Como ya hemos probado que para cada suman- 
do el teorema es aplicable, de aquí se deduce que éste es válido 
también para q (2). 

Demostremos ahora el teorema para cnalquier función q (x) 
continua u trozos. La fórmula (19) determina también en esto 
caso la solución, que satisface a la ccuación y a las condiciones 
de frontera nulas. 
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Supongamos que zyg es un punto de continuidad de la función 
p (2). Demostremos que para cualquier € se puede hallar un 
Ó (e) tal que j|u(z, £ — q(ro)|<e. si | x— zol|<Ó (e) 
y t<Ó6 (e). En virtud de la continuidad de la función q (x) en 
ol punto zp, existe un y (e) tal que 


9 (a) — (2) 1<3 para [zx —zo| <n(e), 


de donde 
p()—5 << o) +3 para |z— 2] <n(e). (23) 


Escribamos las funciones continuas derivahles auxiliares q (2) 
y 0 (x): 

— e. 

p (7) = q (20) + y para [2— xp] <n (e). 


p (1) > p(z) parta [z—x.)!|>n(), (a) 


0 (2) =9 (20) — y para [z—ol <n le). | 
(2) <q (2) para [z— zo] >n (e). (b) 


En el intervalo | z — zo | > n (e). las Jfunciones P y y satis 


facen sólo a las condiciones (a) y (b), siendo en lo restante arbitra- 
rias. En virtud do las desigualdades (23), será 


q (2) < 9 (2) < q (2). (24) 


Tomemos las funciones 


1 
U (a, t) =16(z, E, 1) p (E) di, 
1 


u (5, 1) = $6 (2, E, €) y (E) dE. 


En virtud de la continuidad de las funciones y (x) y y (x), las 
funciones u (zx, t) y u (z, £ son continuas en el punto Zo, es 
decir, existe un Ó (e) tal que 


DNAAICIESS 
a para |r—zx.]|<Ó6(e) 1¿<0f(e), 
Ju (a, 0—9M1<>5 
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de donde 


a, 1 < += v (0) +e, 
; para |z— zol < 56 (e), ¿< 6 (8). 
u (2, 1) >Q (1) — y = 4 (to) —e 


En virtud de que la función G (x, E, t) no es negativa, de la fór- 
mula (24) se deduce que 


u (x=, 1) <u(z, l) <u(z, t). (25) 
De aquí se obtienen las desigualdados 
p(2)o —e <u(z,t) E€q(z7o) +8 para |[2— xp]|< (e), 2<ó(e) 
o bien 
|u(z, 1) — (20) |< e para |z— 20] <6 (0), 1 <8 (o), 


que es lo que se quería demostrar. La acotación de la función 
| u (z, 1) | se deduce de (25) y de la acotación do las funciones 
u (x, t) y u (z, £). Con esto el teorema queda demostrado. 


4. Ecuación no homogénea de la conducción del calor. Con- 
sideremos la ecuación no homogénea do la conducción del calor 


Uy = Our + 1f (2, €) (1) 
con la condición inicial 


u(x, 0) =0 (26) 
y las condiciones de frontera 

u (0, £) =0, 

u (L, t) =0. (5) 


Buscaremos la solución u (xr, ?) de este problema en forma de 
serio de Fourier en las funciones propias del problema (11), es 


: s su 
decir, cn las funciones < sen =P z) > 
on 


u(z, t) = Zn (1) sen GA (27) 


considerando a £ como un parámetro. Para hallar la función 
u (x, €) hay que determinar las [unciones u, (t). Representemos 
a f(x. ft) en forma de la serie 


f(x, = 3 Fn (£) sen 5 Z, 


10—1043 
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donde 


1] 
In (1) = > (16, 0500 Eds (28) 


Sustiluyendo la forma supuesta de la solución en la ecuación 
inicial sá tondremos: 


2 

y sen — Tm (€ dun (e) +u(0 — fm o] = l). 
q oj l l 

Esta ecuación será satisfecha si todos los coeficientes del desarro- 

llo son iguales u cero, es decir, si 


e (p=-. (E). (0+ 10. 29) 


Utilizando la condición inicial para u (zx, £) 


iS 


u(x, 0) = Sa ¿E (0) sen=-==0, 


se oblienc la condición inicial para un (ft): 
Un, (0) = 0. (30) 


Resolviendo la ecuación diferencial ordinaria (29) con la condi- 
ción inicial nula (30)*), se halla 


alt—+1) 


a 
an (Y=fe fn (1) dt. (31) 
0 


Sustituyendo la expresión (31) para u, (t) en la fórmula (27), se 
obtiene la solución del problema inicial on la forma 


u(x, t) = [je a =y aa “fa (1) de leon Ez. (32) 


ne 


Apliquemos la expresión (28) para f, (1) y transformecmos la 
solución hallada eo 


u (1, = $ ESO a Pa senta: sen $)/6.0 dE dr= 


Ine 


to1 
Ss $ $6, E,t—0/(E,1)dEdr, (33) 


1) Véase la letsa pequeña al final del p. 4, $ S, capa !l. 
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donde 
16 y2 


G(z, E, === > a l Usen asen E (34) 
n=1 


coincide con la función de la fuente, determinada por la fórmu- 
la (18). 
Aclaremos el significado físico de la solución obtenida 


tf 
u(z, t)= ! 16 (z, E, ¿—7)/(E. 1) dE dr. (33) 


Supongamos que la función f (E, 7) es diferente de cero sólo en 
un entorno suficientemente pequeño del punto Mo (Eo, To) 


to <E< Eo + Al, To <T< To + Át. 


La función F (E, 1) =c pf (E. 7) es la densidad de las fuentes 
térmicas. La cantidad total de calor que se genera en el sogmen- 
to (0. 7) durante todo el tiempo de acción de la fuento (cs decir, 
durante Art), es igual a 


ToFATEYFHAE 
Q= 5 | co/(E,7) dEdr. (35) 


( O 


Apliquemos el teorema del valor medio a la expresión 


u(x, t) = [6(z, E, 1—T)/(€, 7) dE dr= 


TOokAT Eo + AE y - Q a 
dE Í Ct Df (EmDAd=G (zx, E, tt). =u(x, 0, 
cp 


To 50 


donde 
ESCEEHAE TT T + Ar. 
Pasando al límile cuando AE >0 y At —>0, se oltione la fun- 
ción 
u(r, 1] = lím u (2, 8 = Lale, En £— To), (36) 
AL=>0 cp 
At—0 
que se puede interpretar como la función de la influcncia de una 
fuente instantánea de calor, concentrada en cl punto Ey en el 
momento Ta. 
Le (x, E, t — T), que es la acción 
de la fuente instantánca unitaria concentrada, la acción de las 
16» 


Si se conoce Ja función 
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fuentes distribuidas conlinuamente con densidad PF (zx, t) = 
= cpf (z, t), debe expresarse por la fórmula (33), en correspon- 
dencia con el significado físico de la función G (x, E, 2 — 1). 

De esta manera, la influencia lLérmica de las fuentes de calor 
que actúan en la región (580, Eo + A8) (To, To + AT) está dada 
por la cxprosión 


Cta, E. L—DI (E, ner (L 18 1) 8565). 


Si las fuentes están distribuidas en forina continua, sumando 
las influencias térmicas de las fuentes que actúan en toda la 
región 0O<tÉ<! 0<tT<f, se obtieno, después de pasar al 
límite cuando AE =>-0 y At => 0, 


to 1 
u (a, 1) = ) $6 (, E, ¿ —1)/(E, 1) dE dz. 


De esta forma, partiendo del significado físico de Ja función 
de la fuente G (zx, E, t), se podría haber escrito directamente la 
expresión (33) para la función que da Ja solución de la ecuación 
inhomogénca. 

Teniendo la forma en la cual debe representarse la solución 
del problema, se pueden investigar las condiciones de aplicación 
do esta fórmula con respeclo a la función f (E, T). Nosotros no 
efectuaremos dicha investigación. 

Hemos estudiado aquí la ecuación no homogénea con condicio- 
nes iniciales nulas. Si la condición inicial es diferente de cero, 
a esta solución se le debe agregar la de la ecuación homogénea con 
A condición inicial dada u (x, 0) = q (2), que fue hallada en 
el p. 1. 

ss. Primer problema general de contorno. Analicemos el pri- 
mer problema general de contorno para la ecuación de la conduc- 
ción del calor: 

hallar la solución de la ecuación 


u = aus > 1 (x, t) (1) 
con las condiciones complementarias 
u (x, 0) = y (2), (2) 
u(0,  =u (0, ) 
u (1. 1) = pa lt). (3) 


Introduzcamos la nueva función incógnita v (x, ?), 
v (zx, ) =U(2 ) + v(z, 1, (37) 
que representa la desviación de cierta función conocida U (x, ft). 
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Esta función v (x, t) se determinará como la solución de la 
ecuación e 
ne 0 — AV =f (z, t), 
f (zx, t) == Í (zx, 1) A LU, 5% av U y 2) 
con las condiciones complementarias 
ví, 0 =0(, p(1) = p (2) — U (z, 0), 
p(O, ) =p (0), pr() = 1 (0) —U(0, £). 
v(t t)=pa(!), (1) = uz (1) — E (2, 1). 
Escojamos la función auxiliar U (zx, £) de forma que sea 


pr(09=0 y u(0)=0, 
para lo cual es suficiente hacer?) 


U(z, 0 =w(0 + 5 [2 (0) — 110] 


De este modo, la determinación de la función u (x, £) quo da la 
solución del primer problema general de contorno se redujo a hallar 
la función v (zx, t) que da Ja solución del problema de contorno 
con condiciones de frontera nulas. Jl inétodo de determinar la 
función v (x, £) se expone cn el p. 4. 

El esquema formal que acabamos de exponer para resolver 
los problemas con términos inhomogéneos en Ja ecuación y cn 
Jas condiciones de frontera. no siempre es cómodo para representar 
la función buscada u (x, t). Las dificultades que surgen para deter- 
minar la función auxilior v (z. £) dependen de la [unción YU (z, 0, 
de la cual se busca la desviación. 

En particular, para los problemas con segundos miembros 
estacionarios es más cómodo separar Ja solución estacionuria 
y buscar la desviación de esta solución?). 

Consideremos, por ejemplo, el probloma para la barra acotada 
(0, ?), cuyos extremos se mantienen a temperaluras constantes 
Uy Y Uy: 

U,= lla, 


u(x, DO =4 (7, 
u (0, t) tua. 
n(L, tu, 


1) Véase el cap. 11,8 3, p. 5 
3) Véase el cap. 11, $ 3, p. 
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Buscaremos la solución en forma de la suma 
u(x, 1) =u (2) +v(z, 0, 


donde u (x) es la temperatura estacionaria, y € (r, £), la dos- 
viación de dicha temperutura. 
Para las funciones u (2) y v(z, £) tendremos las condiciones 


- > 2 
u =0, DV¿ = GM UVxxi 


u (0) = o, víz, 0) =p (1) — (2) = pi (1); 
u()=u,, r(0, 9=0, 
v(L, 1 = 0. 
Doe aquí se halla: 


uu (7) = Uy + 7 (4, — o). 


La función v(zx, £), determinada por Ja condición inicial 
y las condiciones homogéneas de frontera. se halla sin dificultad 
por el método de separación do las variables. 


EJERCICIOS 


í. Doducir la ecuación para el pruceso de calontamicato de un 
alambre fino howmogóneo por una corriente eléctrica constante, si en 
su superficio tine lugar un intercambir, térmico con el medio ambiente. 


2. Deducir la ecuación du la difusión en un medio que sn mueve 
uniforinemente en la dirección del eje x= con velocidad w. Analizar el 
caso de una variable independionte. 

3. Partiendo de las ecuaciones de Maxwell, saponiendo que 
Es = E¿ =0, A, =0 y despreciando Jas corrientes de desplazamien- 
to, demostrar que on un medio conductor homogénco la componente 
Ey del campo electromagnótico satisíace a la ocuación 

PE Ano dE y 
23 ad at? 


doude y es la conductibilidad dol madio, y c, la velocidad de la luz. 
Deducir la ecuación para H... 


4. Dar una interpretación física de las siguiontos condiciunes de 
frontera en los problomas do conducción del calor y de difusión: 


a) 4a(0,t)=0, bu (0$=0, 
€) U, (0, 1) —hu(0, $) ==20,  (A>0). 
uc (LL 0+ he(l, tt 0 
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5. Resolver el problema sobre el onfriamiento de una harra homo- 
gónea calontada unilormemento con temporatura nula en los extre- 
mi puponiendo que no hay intercambio térmico en la superficie 
ateral. 


8. La temperatura inicial «de una barra cs n (7, U) = ug = const 
ara 0<zr<! La temperatura de los extremos se mantione cons- 
anto, u (0, €) == ns; u (dl, tf) = ug para 0<!<oo0. Hallar la tera- 
eratura de la batra, sí no hay intercambio térmico on la superfício 
atcral. Hallar la temporatura estacionaria. 


7. Resolver el ejercicio 6 bajo las sigulentos condiciones de [ron- 
tera: cn un extremo se mauticno la temperatura constante, y el otro 
extremo está aislado térmicamente. 


8. Resolver ul problema del calentamiento de un alambra fino 
homogéneo mediante una corriento eléctrica constante, si la tempera- 
tura smicjal, la de frontera y la del medio ambiente son iguales a cero. 


9. Un cilindro do longitud ?, lleno do aire a la presión y la tempo- 
ratura del medio ambiente, se abro do un extremo eh el momenta ini- 
cial de tiempo, y de la atmóstcra circundante, donda la concentración 
de- cierto gas es igual n no, comienza la difusión del gas cn el cilindro. 
Hallar la cantidad de gas que se difuude en el cilindro «durante un 
tienpo t, si la concentración inicial de gas en el cilindro es igual a 
COJO. 

30. Resolver el problema Y bajo la hipótesis «de que el estromo 
avere dol cilindro estó cerrado por una membrana semtimpeormea- 

e 

11. Resolver el problema sabre cl enfriamiento de una barra homo- 
gónea de superficie loter:ild aislada térmicamente, si su lemperalura 
inicial es « (2, 07 = q (2), y en los extremos hay un intercambio tér- 
mico con el medio, de temperatura nula. Considerar cl cazo particular 
y ln = ug. 

12. Resolver el ejercicio 11, supumiendo que la temperatura del 
medio ambiente us igual » Eo. 


12. Resolver el ejercicio 11. considerando que en la «uperficio 
latera) tiene lugar un intercambio térmico con el media, enva tempera- 
tura: 

u) es jgual a cer, 

bh) es constante e gual a ty. 


14. Hallur la temperatura permanente de una barra, desprecian- 
do el intercambio térmico en la suporficio lateral y considerando que 
un extremo de la barra está térmicamente aislado, y al segundo ex- 
tremo se le conecta un flujo térmico que varía armónicamente con 
el ticmpo. 


15. Resolver el ejercicio 14, considerando que un extremo de Ja 
barra tiene temperatura nula, y la temperatura del segundo extremo 
aria armónicamente con el transcurso del tiempo. 


16. Una barra (0, 2) está formada do dos trozos homogéneos de 
igual sección transversal, «que se unen en el punto x = zo y poseen 
las características 04, hi, y 82, £2 respectivamente. Hallar la tempera- 
lura permanente en esta burra (ondas térmicas), si un oxtremo de ello 
(x= 0) se mantiene a temperatura nula, y la temperatura del se- 
gundo varía sinusoidalmente con el tiempo. 
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17. El extremo izquierdo de la borra compuesta del ejercicio 
16 su mantiene a temperatura igual a cero, y el derecho, a temperatura 
« (1, £) = uy; la ltomperatura inicial de la barra es igual a cero. Ha- 
llar su temperatura u (z, t) en el régimen regular (primer tórmino del 
desurrollo). 

18. Hallar la temperatura u (x, £) de una barra, cuya tempcera- 
pOEn iniciai es igual a cero, si las condicioncs de frontera tienen la 
orma 


u(0, l) = Ac, un (1, t)=B, 


donde A, 2 y a> 0 son constantes. 


$ 3. PROBLEMAS EN LA RECTA INFINITA 


1. Propagación del calor en la recta infinita. Función de la 
fuente para una región no acotada. Conside remos en la recta 
infinita el problema con condiciones iniciales (problema de 
Cauchy): 

hallar la función acotada u (zx, 2), definida en la región —oo < 
<x<o,t>0, que satisfaga a la ecuación de conducción del 


calor 


Uy = Az, 0 <iIZO, E7>O, (1) 
y a la condición inicial 
u(z, 0) = (2), —-o<z<oo, (2) 


Si q (1) es una función continua, el cumplimiento de la condición 
inicial se entenderá en el sentido de que u (x, t) es continua 
para £ = O, ex decir, 

lím u (zx, £) = q (zp). 


t—>0 
L>Xy 


Como hemos visto en el p. 7 del $ 1, la solución de la ecuación 
de conducción del calor se determina unívocamonte por sus condi- 
ciones iniciales, si ésta es acotada. Por esto, en el enunciado 
de los teoremas se introduce la condición de acotación. 

Ante todo, daremos el esquema formal de resolución del 
problema planteado, que se basa en la separación de las variables. 

Buscaremos la solución no trivial acotada de la ecuación 
(1) quo so represente en forma del producto 


u (x, t) = X (z) T (2). (3) 
Sustituyendo la expresión (3) en (1), se obtiene: 
Xx" Tr Y 


Pc E 
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donde A* es el parámetro de la separación, De aquí se deduco que 
T" + aa?T =0, (4) 
Xx” +4 AX =0. (5) 


Resolviendo las ecuaciónos (4) y (5), se hallan las soluciones par- 
ticulares de la ecuación (1) del tipo 


u, (2, 1) =A (Y) PO tt1Ax, (6) 


que satisfacen a Ja condición de acotación. Aquí A es un núme- 
ro real cualquiera, — co ZA < 00; por esto en (6) tomaremos 
el signo «más» y formaremos la función 


u(z, 1) = Ñ A (A) ¿PAI + lA dá. (7) 


Si las derivadas que figuran en la ecuación (1) se pueden cal- 
cular derivando bajo el signo integral en (7), la función (7), evi- 
denlemente, satisfará a la ecuación (1), por ser superposición 
de soluciones particulares de esta ecuación. 

Al imponer el cumplimiento de la condición inicial para 
t = 0, tendremos 


rx) 


pla)= | AMe*d. (8) 


—0 


Apliquemos ahora la fórmula de la transformación inversa de la 
integral de Fourier: 


A0= 90d (9) 


Sustituyondo (9) cn (7) y cambiando el orden de integración, 
se vbliene: 


u (a, t) = — E S (E CUR dE ARA dy = 


00 


== 5 $ ( Y TRENES da) p (E) dE. (10) 


La integral interna en (10) es igual al) 


ie - Ria —3) 30 1 -_ —— 
O Y da —= —i— e ar, (11) 
21 00 2 Vxua?! 


3) Véase B. M. Budak, S. V. Fomín, Integrales Múltiples y Sertes, 
ed. eNañka», 1965. 
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Sustituyendo (11) en (10), se obliene Ja representación integral 
de la solución buscada 


on 


u(r,1)= $) G(., E, D4(8 dE, (12) 
doudeo 
4 _r—£M 
Gx, Es £) == ———e 1, (13) 
2 Vaa" 


La función G (7. E; £), determinada por la fórmula (13), se llama 
a menudo solución fundamental do la ecuación de la conducción 
del calor. 
Se puede demostrar, por comprobación directa, que la función 
(x—)? 
Q e 4nr(t—¿.) (1 3) 


G(t, Et — to) = — == 
7 ep2 V ra? (t — tp) 


es la temporatura en el punto z cn el inomento de tiempo £, si 
en el momento inicial del tempo ¿== tg on el punto E se genera 
una cantidad de calor Q = cp. 

La función G(zx, E, £— ty) satisface a Ja ecuación de la 
conducción del calor con respecto a las variables (7, 1%), lo cual 
sc puede comprobar por derivación directa. 

La cantidad de calor que hay en cl eje z en el momento £ >> Lo 
cs igual a 


ñ QQ - == dx 
Ccp G (x, Z, l — £.,) de = y e Ati ly A 
A, Va * 2 Va? (1 — t,) 


2 $ e" da=0Q=cp, 


Vr - —=00 


1 Eu olecto, 

(x—E/3 
1 Ii SE 
== — — TT € 4? (t— fo) , 


2Yn 2/a(—ap1 
(532 


1 1 4 le— Ej —Hiit=NY 
G == Í 337 A | e 212 1€- to) ; 
E 2ayal 2 era? "5 ar (ep o? 
(x- 32 


as satlr... Ey2 


G = El Eo 
pal 2er? at pr? 


] e hal 1t—1y) : 


es decir, 
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puesto que 


$ pa? da = ya 


xa—t | de ) 
A 2 
2 + a? (1 — £a 2 Vu? (1 — to) 


De este modo, la cantidad de calor en la recta no cambia con el 
trauscurso del tiempo. La función G (xr, E, t — tp) depende del 
tieempo sólo mediante el «rgumento 0 = a? (t — tp). de manera 
que esta función se pueda escribir en la forma 


_ fi 218 
, z e “vw, (13%) 


En la fig. 40 se representa la gráfica de la función G en dependen- 
cia de y para diferentes valores de 0. Casi toda la superficio”que 
delimitu esta curva se hulla sobre el intorvalo 


(E — €, 3 +- e), 
donde e es un númoro arbitrariamente pequeño, siempre que 


9 = a? (t — 1p) sea un número suficientemento pequeño. La 
magnitud de esta superficie, multiplicada por cp. es igual 
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Fig. 41 


8 


a la cantidad de calor que se genera en el momento inicial. De 
esta forma, para pequeños valores ¿ — ty> 0, casi todo el calor 
está concentrado en un entorno pegueño del punto ¿. De lo expues- 
to se deduce que en el momento ty toda la cantidad de calor se 
encuentra en el punto E. 

Analizando la variación de tomperatura en el punto fijo 
mz=E-+hcon el transcurso del tiempo, para h = 0, cs decir, 
para 7 =— E, se obtione 


ES 
2 Vave 


De esta manera, la temperatura on el punto dondo se genera calor 
Cs. infinitamente grande para pequeñas 0. 

Si y E, es docir, kh 4 0, la función G se representa en forma 
del producto de dos factores 


llo 


El segundo factor es menor que la unidad: para O grandes es 
= 1, para Ó pequeñas es == O. De aquí se desprende que Gxptk = 
= EE para 0 grandes; Gum: < Gr-¿ para O pequeñas. Cuanto 
menor sea h, es decir, cuanto más próximo se halle x a E, mayor 
será el segundo factor. Las graficas de las funciones G,.-¿ y Cunt 
para hz < h, se representan en la fig. 41. 

No es difícil ver que 


lím CGus.t = UN 
0>0 


e Ao 


Calculando el límite de la indeterminación, se halla: 


4. -3 
ms e 

lim | E 46 —— lím ——— = 
ou L2Y/x VO 2 Vx e-0 o 
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La fórmula (13') muestra que en cualquier punto x=, la tempe- 
ratura creada por una fuente puntual instantánea que actúa en 
el momento inicial t = O, es diferente de cero para momentos de 
tiempo arbitrariamente pequeños. Un hecho semejante se podría 
interpretar como el resultado de una propagación de temperatura 
infinitamente rápida (velocidad infinita). Sin embargo, esto 
contradice a las concepciones cinético-moleculares sobre la natu- 
raleza del calor. Tal contradicción se obtiene porque al deducir 
la ecuación de la conducción del calor hemos utilizado concop- 
ciones fenomenológicas sobre la propagación del calor, sin tomar 
en cuenta la inercia del proceso del movimiento de las moléculas. 

Ahora estudiaremos las condiciones de aplicación de la fór- 
mula (12). 

Demostremos que la fórmula 


4 >o 4 _(x—Ey Ñ 
a e A (12) 
o a 


llamada integral de Poisson, representa, para cualquier función 
acoteda | (E8)| < M, a la solución acolada de la ecuación de 
la conducción dol calor, para £ > 0, que tiende en forma continua 
bacia q (2) cuando £—> 0, en todos los puntos de contivuidad de 
esta función. 

Demostremos previamente el lema (principio generalizado de 
superposición). 

Si la función U (zx, t, a) satisface, con respecto a las variables 
(x. t), a Ja ecuación diferencial lineal 


L(U)=0 
para cualquier valor fijo del parámetro a, la integral 


u lu, (== 


ulx, t) = $ U(z, t, a) p (a) da 


es también solución de la misma ecuación, L (u) = 0, si las derí- 
vadas que figuran en el operador diferencial lincal /. (U) pueden 
ser calecnladas derivando bajo el signo integral. 

La demostración de este lema es sumamente sencilla. El ope- 
rador diferencial lineal Z (U) es la suma de derivadas de la fun- 
ción U con ciertos coeficientes, que dependen de z y t. La deriva- 
ción de la función u, por hipótesis, se puede efectuar bajo el 
signo integral. De aquí se deduce que 


L(uY=f L(U (z, t, a)) y (a) de =0, 


es decir, que la función u (x, 2) satisface a la ccuación £ (u) = 0. 
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Recordemos las condiciones suficientos para que sea posible 
la derivación bajo cl signo de una integral quo depende de un 
parúmelro. 

La función 


0 
Fí)= | /(z, 2) da 


es derivable bajo el signo integral parn Jímites finitos a y b, 
y] 
yr 
la región de su variación (véase J3. M. Budak, S. V. Fomín, 
Integrales Múltiples y Series, od. «¿Naúkn», 1965). 

Tampoco es difícil ver que la función 


si (z, a) es una función continua de las variables z y a en 


?: 
F (2) =) f(x, a) y (a) de 


es derivable bajo el signo integral para límites finitos a y b, 
bajo las mismas condiciones con respecto a la función f (x, «) 
y pura una función arbitraria, acotada (y aún absolutamente in- 
terrablo) q (a). Si los límites de integración son infinitos, en 
este caso se erige la convergencia uniforme de la integral que 
se obtiene después de derivar el integrando con respecto al pará- 
metro (vénse la ob. cit.). 

Estas mismas observaciones tienen lugar también para las 
integrales múltiples que dependen de parámetros. 

Para las ecuaciones lineales £ (u) = O, tieno lugar el prin- 
cipio de superposición, que consiste en que la función 


u(z, )= Co (e, 0, 


que se representa como la suma de un número finito de soluciones 
particulares, es también solución de la ecuación. Si se tiene una 
solución u (x, £, a), que depende de un parámetro, la suma 
integral 

PU(z, t, 2) Cr (Cn =q(2,) Aa) (14) 


es también solución de la ecuación £ (u) = O. El lema demostra- 
do, al igual que el de la pág. 107, establece las condiciones bajo 
las cuales el límite de la suma (14), que on nuestro caso es igual a 


w(x, t)= | U (z, t, 2) q (a) da, 


es también solución de la ecuación £ (u) = O. Desde este punto 
de vista, el lema demostrado, así como el de Ja pág. 107, es natural 
llamarlo principio generalizado de superposición. 
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Estudiemos ahora la integral (12'). Demostremos, primera- 
mente, que si la función q (x) es acotada, | y (1) | < M, la inte- 
gral (12) converge, y es una función acotada. En ofecto, 


oo 4 _ (eb? 


“talt dt— 
miz a 
-“— f ora=m(a- 2), 


2 Va? 


lu(z, 0) | <M—— 


puesto que 


191) 
$ q do = VA. 

Demostremos ahora que la integral (12”) satisface a la ccuación 
de la conducción del calor para ¿>> 0. Para esto, es suficiente 
demostrar que las derivadas de esta integral, para £>> 0, se 
pueden calcular derivando bajo cl signo integral. 

En el caso de límites finitos de integración esto es lícito, puesto 
que lodas las derivadas de la función 


3 E (1—E)? 
o e sa?! 
2 V na?! 


son continuas para ¿>> 06. Para que sea posible la derivación 
bajo el signo de inlegral impropia, es suficiente probar que la 
integral obtenida después «de derivar cl integrando converge uni- 
formemente. Efectuaremos esto análisis en el cjemplo de la deri- 
vada primera con respecto a z. 

De este modo, para demostrar que la función (12) es derivablo 
con respecto a x, así como lambién la igualdad 

dn 0 

es suficiente demostrar la convergencia uniforme de la integral 
del segundo miembro. Además, para que la función sca derivable 
en el punto (Za, to), es suficiente demostrar la convergencia uni- 
forme de la integral en cierta región de valores de las variables 
que contenga a los valores investigados (zp, tp). por ejemplo, 
en la región 


t<tbh<ts |rl<7 
La condición suficiente para que la integral converja unifor- 


meomente (análoga al crilerio de convergencia uniforme de una 
serie) es que exista una Íunción posiliva F (€), que no dependa 
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de los parámetros (x, £), que secu mayorante de la función 


ICx( 3,01): 


5 Glz, EL (E |<F(, E>7, E<—zz, (15) 
y cuya iaa seca convergente: 
SFE d<o, | Fdo. (15) 


La magnitud x, indica cierto número, a partir del cual se cumple 
la desigualdad (15). 
Hallemos Ja acotación de la magnitud absoluta de la expre- 


O 
sión bajo cl signo integral en la fórmula para Sr : 


96 1 lia 


2Vx 2 [atJ" z an | p (8) < 


E E, 0) Ip (8)1= 


MotEl+rx Ep - 
e $: =PF(E) para E<zx, (16) 
=V% 2 [a* 2[a74, ds 


para cualesquiera || <zy11<t<te2. No es difícil comprobar 
la convergencia de la integral (15”) de la función F (E). La inlegral 


ñ HE 
F (€) dt = A 
S EU 1 2 [a*t,]”- 
7 A 42 a 
2% 2 [a*2,]"> : ds 
(E, =1El — 2) 


converge, puesto que en el integrando hay un factor del tipo 
(al + b) e-*3*, De Pd concluimos que 


NO e LGS 


En forma completamente análoga se demuestra la posibilidad 
del cálculo de todas las demás derivadas bajo el signo integral. 
Con esto queda demostrado que la función (12”) satisface a la 
ecuación de la conducción del calor. 
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Demostremos ahora la propiedad fundamental de la integral 
12”), a saber, que 


u (x, 2) > p (29) para 1-» 0 y 2: >2p 


am todos los puntos de continuidad de la función e (2). 
De esta manera, supongamos que q (rx) es continua en cierto 
punto Ty. Debemos demostrar que 


Jím y (x, t) = Q (20), 
2=x 
es decir, que para todo e > 0 existe un d (e) tal que 
| ux.t) —q(e) |] <z, 
siempre que 
|z—0]<6 (5) y |t1<5 (e). 


En virtud de la hipótesis de que q (x) es continua en el punto zy, 
existe un n (e) tal que 


ONIS (17) 
si 
|¡r—zw|<n 


Dividiendo el intervalo de integración en partes, representemos 
aud(x, t) como la suma de tres términos: 


4 xa E 
E a » t p(5 dE + vz): ..dE-+ 
+35. di=u(0,0+u le, 0) +ule, (18) 
2y5n Y 
donde 


Ej = Xp — N Y La = Zo + To 


El sumando principal de esta suma, uz, se puede representar en 
la forma 


IN 
alo 7) Ve e sis de + 


4 xa 1 Gp? 
—— al nad dE=Í F,. 
+oVid Va e 4 [q(5) — p(r)]dE=f, + 


171043 
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La integral /, se calcula directamente: 


*«—¿)2 ZE 
q (Zo) 6 ñati pl ye ) all Els 
=> da da 
l 2 yx Xy Var 2 yr EN S 
2 Var 
donde 
KA — Y dE 
e (19) 
2 2Vae t 2Vat 


Si ]z—zx. | <nm el límite superior se vuelve positivo, y el 
inferior, negativo, y para ¿-—>- 0, el límite superior tiende hacia 
+ oo, y el inferior, hacia — oo. De aquí sa sigue que 


lím 1, = y (x,). 
t->»0 


De esta ¡naneora, existe un 6, tal que 
| — (<> (20) 
siempre que 
|[z—zx|<Ó6 y |t]<Ó6,. 


Demostremos que las demás integrales, FTz, Us y U, son pequeñas. 
Acotemos anto todo la integral f,: 


(x—EY 
Val 0 E | (E) — p (zo) 1d. 


De las igualdados (18) se ve que para 
1 <i¿<zz 
tiene lugar la desigualdad 
|E— 0] <mnm. 


Aplicando la vesiBualdas (16) y la siguiente: 


|] < 


1 1 
VA Mn 
para x” y z” cualesquiera, se obtiene 


x — lap 
Ria = 1 j 1 e 4421 dE = 


6 2Y1 £, Vat 


x3—XI 
4 2 Va? as 
“iv Je 'da< >» Q) 
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donde la nueva variable a se determina mediante la fórmula (19). 
Ácotemos 


1 (x—31 


1 12 e a 
a O 
XA» a 


Fus (2, MA 


< 


S e “dis0 para 0 


Va es tro E 
21 uz 
y análogamente 
1 = 4 ME Sud + 
hu, (x, M=2 7 ero ri sat ($) as| < 
2 + 121 
ze y € “diw>0 para TO (93) 


Vs t->0, 


puesto que si T-—> fa, entonces 2 — 2 >0y2%—uwx=<C0O0, y si 
t—=-0, entonces en los últimos términos de (22) y (23) los límites 
inferior y superior tienden ¡4 + 00 y — oo respectivamente. Por 
lo tanto, existe un 62 tal que 


e 
[eg (z, 0|<<G 


Y Mmidl<z. (24) 
si 

¡2 —o| < 82 y |£| < 62. 
Utilizando las acotaciones establecidas (22), (23), se obtiene: 
ju(a, 0) — (120) | =/| 4 + (7, — q (201 + 2 + us | < 


Sl l+ IMP) 1+ IR +1 l<g a pr p+r3=s 


(25) 
siempre que 
[x—u)]|<8 
y 
|[21<6, 
donde Ó es el mínimo de los números 8, y 8. 
De esta forma, hemos demostrado quo la función 
0-1 a 
u (x, t) = — —e it p() (12 
2/n => Va? 


179 
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es acotada, satisface a la ecuación de la conducción del calor 
y a la condición inicial. 

Si el valor inicial no se da para t = 0, sino para ¿ = to. la 
expresión de u (z, t) adquicre la forma 


4 00 4 _ GEA 
ula, === ] ==e $4%*—1o) y (E) al. 
253; a” (t — to) (127) 


La unicidad de la solución obtenida para una función conti- 
nua q (+) so doduce del teorema demostrado en el $ 2, p. 3. Si 
la función inicial q (2) tiene un número finito de puntos de dis- 
continuidad, la integral (12”) representa la solución acolada “de 
la ecuación (1), que es continua on todas partes, a excepción 
de los puntos de «discontinuidad de la función q (x2)). 

Consideremos, cn calidad de ejemplo, cl problema siguiente: 

hallar la solución de la ecuación de la conducción del calor, si 
la temperatura inicial (para t = t, = 0) tiene valores constantes, 
pero diferentes para x > 0 y x < 0, a saber: 


T, para z7>0, 


pies )=0()=( F¿ para =<0. 


Aplicando la fórmula (12'), se obtiene la solución del problema 
en la forma 


La 
¿DH = = 
u (x ) 2/1 > az e pl ) 
x— ty s 00 (xp? 
A í a dE e ca E 
TU 00 2 Va: yo 2Va*t 
e 
Ta 2 art 1 T, k (y 2 
= —= “da + — da = 
Ya EN ú Fr ye 


T, + T2 e —q1 
= —_—_= dae, (26 
E (28) 


1) Utilizando 01*método “expuesto on el p. 3 del $ 2, se puede comprobar 
que la función u (z, $) se determina unívocamente pur las condiciones exume- 
radas. 
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puesto que 

e , o A 

y e a E ES “da = 
E 

a da 

2 Y 

y 

4 00 


dE E A A 
| 2 OS uE: 70 


Ya -: 


ua (14 2 j0 aa) (==3). 
2. yno 2 Vas 


El perfil de la temperatura en el momento dado t se representa 
por la curva 


E 
E do, 


donde z es la abscisa del punto en el cual se determina la tempe- 
ratura, si se toma como unidad de longitud el valor 2 Y att, 
en dependencia de t. La construcción de esta curva no ofrece 
dificultad, puesto que la integral 


D A Í e da, 


Vi 


Mamada comúnmente integral de los errores, se encuentra con 
frecuencia en la teoría de las probabilidades, y para ésta exis- 
ten tablas detalladas). 


1) Véase, ejemplo, A. A. Márkov, Curso de la Teoria de las Proba- 
bilidades, donde se dan las tablas de esta' integral con ses cifras decimales. 
Véase también una tabla más concisa al final de este libro. 
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La fórmula (26), para 7, y T»2 arbitrarios, puede ser escrita 
en la forma 


T1+ 72,71? 


2 +7 (5) 


De aquí se va que en el punto z = U la temperatura es conslante 
todo el tiempo, e igual a la semisuma de los valores iniciales 
a izquierda y derecha, puesto que ( (0) = 0. 

La solución de Ja ecuación no homogénen 


uy = QUUse + fl, t) (—o<ai<oo, ¿>0) 
con condiciones iniciales nulas: 
u (x, 0) = 
se pucde representar, evidentemente, mediante la fórmula 
1 1] 


u(e, )=S | Ge, E, £ —0/(E, 1) di dx, 


como se desprende del significado de la función G (zx, E, t) (véa- 
se el p. 4 del $ 2). Nosotros no estudiaremos con más detalle 
esta función, ni tampoco las condiciones de su aplicacion, que 
deben ser impuestas a la función f (zx, £). 


u(x, tl) = 


2. Problemas de contorno para la semirrecta. Como ya fue 
indicado en el $ 4, p. 4, en los casos en que intercsa la distribu- 
ción de la temperatura en las proxirnidades de uno de los oxtremos 
de la barra y la influencia del otro extremo os insignificante, 
se conviene en que dicho extromou se halla en el infinito. Esto nos 
conduce al problema de la determinación de la solución de la 
ecuación do la conducción del calor 


Uy = Ur, 2T>O, t>0, 
en la semirrecta >> 0 para valores de ¿ > 0, que satisfaga a la 
condición inicial 
u (x=, 0) =p (2) (7 >0) 


y a la condición do frontera. la cual, según cl carácter dado del 
régimen de frontera, se toma en una da las formas siguientes: 


u (0, £) = un (7) (primer problema de contorno), 


zoo, t)=wvw(t) (segundo problema de contorno), 


o bien 


e (0, 2) =4A[u(0, 2) —0(2)] (tercer problema de contorno). 
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En lo sucesivo, nos limitaremos a estudiar en detalle sólo 
el primer problema de contorno, que consiste en hallar la solución 
de la ecuación de la conducción del calor, bajo las condiciones 
complementarias 


u (z, 0) =q (2), u(0, £) = y (1). (28) 


Para que las condiciones del problema determinen una solu- 
ción única, es necesario imponer ciertas condiciones en el infinito. 
Exijamos, como condición complementaria, que la función 
u (x, 1) sea acotada en todas partes: 


Ju (ze, )|<M pora 0<z<o y t>0, 


donde M es cierta constante. De aquí se deduce que la función 
inicial q (z) debe satisfacer también a la condición de acota- 
ción 
py (a) |< M. 
La solución del problema planteado se puede representar en 
forma de la suma 


u (zx, t) = uy (x, 1) + u (2. 1, 


donde us, (x, t) es la influencia sólo de las condiciones inicinles, 
y Us (x, £), la influencia sólo de la condición de frontera. Esbas 
funciones se pueden determinar como las soluciones de la ecua- 
ción (1) que satisfacen a las condiciones 


uy (x, 0) = q (2), 4 (0, t) =0 (28 


us (x, 0) = 0, u (0, ) = pu (t). (28”) 


Es evidente que la suma «de estas funciones satisfará a las condi- 
ciones (28). Demostremos, previamente, dos lemas con respecto 
a la función u (x, ¿) que se determina por la integral de Poisson 


y 


co 1 Gp: 


1 a? . 
Mia: “0% (29) 


1. Si la función a1y (x) es impar, es decir, si 


y (2) = — y (— 2), 


entonces la función (29) 


u (xr, t) = 


(10—3)? 


e att p(E)dE 


1 1 
u (xr, == = 
AV 
se anula para x= == O, 
u (0, £t) = 0. 
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Aquí se supone, claro está, que la integral que determina a lu 
función u (x, €) converge, lo cual tiene lugar si y (7) está acotada. 
El integrando de la expresión 
O 
u (0, l == —_—.e Mit (E) dE 
2ya—=. Y y 


es impar con respecto a E, puesto que es el producto de una fun- 
ción impar por una par. La integral de una función impar enlre 
límites simétricos con respecto al origen de coordenadas os igual 
a cero; por consiguiento, 


u (0, :) =0, 


Jo cual demuostra el lema. 
2. Si la función y (1) es par, o sea, 


Y (z) =p (— 2), 
la derivada dezla función u (x, 1), dada por la fórmula (29), es 
igual a cero para x =0: 
du 
¿2 00, t)=0 


para todo ? >> 0. 
Efectivamente, 
du 1 7 (et -E-P 


dr ro 2 ya 2 (ar eS y (E) 48 lo = 0. 


puesto que para x = O el integrando es impar, si y (3) es par. 
Pasemos uhora a escribir la función 1, (x, ¿) que satisfaga 
a las condiciones (287). 
Introduzcamos la función auxiliar U (x, ¿), definida en la 


recta infinita — 0. <x< oo y que satisface a la ecuación, 
así como también a las condiciones 


U (0, 1) =0, 
U (z, 0) = q (zx) para z>>0. 


Esta función, aplicando el lema, se puede determinar medianto 
la función inicial Y (x), que coincide con q (2) para > 0 y que 
es su continuación impar para rx <O0, es decir, 


P(x) para z>>0, 
iS MEDIAS para z<O, 
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de forma que 


, E > 
U (zx, 1) = —— —— tan y h 
dior ¡Mer o (E) de 


Tomando los valores de la función U (x, £) sólo en la región que 
nos interesa, z > O, se obtiene: 


u(r, 5 =U(z, li) para z>0. 
Aplicando la definición de la función Y (x), tendremos: 


U (zx, 1) = 


O TA A E ET 
= —= Ll art = 
2/1 == Y q 0 rl rr ) 
00 1 (e 4592 o Grp? 


4 E 
cm Sart v(0d 
IES NES 
doude se hizo el cambio $ = — E en la primera inlegral y se 
aplicó la igualdad 


Y (8) = — q (— 8) = — q (65. 
Uniendo ambas integrales, se obtiene la función buscada 


(x—t)? ta: 1-5)2 


us (2, )=> Í- TE a — e EN) 


e “alt (E) dE, 


en forma qe no contiene funciones auxiliares. Obsérvese que pa- 

ra z = 0 la expresión entre llaves se anula, y us (0, da O. 
Aplicando el lema 2, no es difícil comprobar que la solución 

de la ecuación de la conducción del calor con la condición de 


irontera homogénea de segunda especie =S2 0, £) =0 y con la 


condición inicial u, (x, 0) = q (zx) se representa en la forma 


_ (Ey? _ Gp 


u (2, )= a TARA a (30) 


Apliquemos la fórmula obtenida a la rosolución del problema 
sobre el enfriamiento de una barra calentada uniformemente, 
en cuya frontera se mantiene una temperatura constante, que 
tomaremos igual a cero. El problema consiste en determinar la 
solución de la ecuación de la conducción del calor que satisfaga 
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a las condiciones 
2 (z, lo) = E D, (0, 1) = 0, 
Teniendo en cuenta que la condición inicial se da no para 
= (, sino para ¿ = fo, se obtiene, en lugar de la fórmula (30), 


(x—EJ? (x++£)2 dE 
e tai ye tu2(t— to) 


AÑ ea 


Dividiendo la inlegral en dos sumandos e introduciendo las 
variables 


127 le, t = = (31) 


BY Es z 


A o ro A ——— 
2 Va? (1 — tp) 2 Var — tp) 


se obliene: 


XL € / 
v (x=, t)= TY (+ > a). (315 


donde 


os la integral de Jos errores. 
Determinemos ahora la función us (x, €), que representa la 
segunda pacte de la solución del primer problema de contorno, 
Sea 
uy (£ = po = const. 
La función 


ad cc mn 


€s la solución de la ecuación de la conducción del calor que satis- 
face a las condiciones 

D(T, to) = Po, v(0, 1) =0. 
De aquí se deduce quo la función 


v(z, t)= Mo (33) 


—5ta, 9=10[1-0(7=3)] 


es precisamente la buscada, puesto que ésta satisface a la misma 
ecuación y a las condiciones 


p(x, to) =0 (z > 0) y y (0, t) = Po (t > to). 
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Representemos a v (xr, t) en la forma 
v(x, t) = Bo U (2, t), 


donde 
U (x, t)= 1-0 (== )-+ f e” da (34) 
2 Va? (t — tp) Ya__z= 
2 Vat=10) 


os la solución del mismo problema que v (z, ¿) para o = Í. 
Por definición, la función U (z, £) tiene sentido sólo para 
t > to. Continuemos la definición de esta función, haciendo 


U(x,1)=0 para t< to. 


Es evidente que esta definición concuerda con el valor de la 
función U (zx, £) para + =0 y que la función definida de esta 
manera satisfará a la ecuación de la conducción del calor para 
todo ¿ cuando z > U. El valor de frontera de esta función (para 
x = 0) es una función escalonada. igual a cero para t < ty e igual 
a la unidad para £>> to. La función U (x, £) se encuentra con 
gran frecuencia en las aplicaciones y es un eslabón auxiliar para 
la determinación de uz (z, 1). 

Analicemos un segundo problema auxiliar, que consiste 
en la determinación do la solución de la ecuación «dle la conduc- 
ción del calor con las siguientes condiciones iniciales y de froutera: 


a _ JH un para fi<t< ty, 
v(x, t)=0, v(0, a=,(0=( O para (>. 


No es difícil demostrar por verificación directa que 
v(z, 1) = po l[U (z, t — to) — U (zx, t — £5)). 


En general, si la función de frontera y (£) está dada en forma de 
la función escalonada 


| Bo Para tt <1S< ty, 
p(t)=! uy para t1<t< ta 


Mr-1 para tn < l X< ln, 


razonando de modo completamente análogo ye obtiene que la 
solución del problema de contorno con tal función ¡1 (1) so puede 
escribir como sigue: 

n-—2 


u(z, ON Hi; [O (x, f— ¿1 — U (zx, t— ti+1)) + 
+ in -—3U (7, t — tn—1). (35) 
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Aplicando el teorema del incremento finito, se obtiene: 


(2. SU(z,t— 
ulzr, t) = 2 y 


para é <X Te < bras. 


Estudiemos ahora el problema de determinar la solución u (x, 1 
de la ecuación de la conducción del calor cun condición inicia 
nula y condición de frontera 
u(0,)=p(0) (>0), 

donde y (£) es una función arbitraria, continua a trozos. Es fácil 
oblener una solución aproximada de este problema en la forma 
(36), si se sustituye la función p (¿) por una función constante 
a trozos. Pasando sl límite, cuando los intervalos en que la fun- 
ción auxiliar es constanto disminuyen, se obtiene que cl límite 
de la suma (36) será igual a 


AT + H-10 (z, 1 — 1n-,) (36) 
Ti 


e 0U 
TS ¿— yu) de, 


puesto que para x>0 
lím  pBn-1U0 (7, t— tp-yY =0. 
1i—1tp-¡>0 
Es evidente que la solución buscada uz (x, £) del segundo proble- 
ma debe ser igual a 


uo (e, 1) = | e (2, £ —7) 1 (1) dr, (37) 


No nos detendremos con detalle en la licitud del paso al límite 

y cl análisis do las condiciones de aplicación de esta fórmula con 

respecto a la función y (5). 
No es difícil comprobar que 


SU 0 ( 2 o uz ) 1 dr —- 
— (7, l) == —|l — “" da = —= —_—" € fat! == 
a e? ót yx ) ¿ 21 [a*rp” 

2 Var 


96 9G 10.4 -E 
= — 24? — (2,0, 9 =20* — (5 —— satt ) 
ra ( ) 78 ko 2 Vz e 


De este modo, la solución buscada, en el caso de una función 
arbitraria ¡y (t), se puede representar en la forma 


u (zx y= E (ett ala 
2 Ya 1 [a? (£ — y. j 
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o bien 


us (zx, t) =2a* j 3 (2,0, ¿—Du (0 dv)). (38) 


Obsérvese que al obtener la fórmula (38) en ninguna parte se 
aplicaron Jas propiedades especiales de la ecuación de la conducción 
del calor, aparto de su linealidad. Tampoco homos aplicado la 
forma analítica de la función U (x, t), sino sólo el hecho de que 
ésta satisface a las condiciones de frontera eo iniciales 


U(0,=á41 para t>>0, 


U(x,0)=0 para z>0, 
o bien 


Í para t>0, 


Eo 0=| h para £<0. 


Es evidente que si se estudia la resolución de cierta ecuación 
diferencial lincal con la condición de frontera 


u (0, £) = p (2) (£ > 0), 
las "condiciones iniciales nulas y las condiciones complementarias 


de frontera nulas, «i éstas lienen lugar (por ejemplo, para zx = !), 
la solución de este problema se puede representar en la forma 


t 
e 9= | Qe tame, (39) 


donde U (x, €) es la solución del problema de contorno análogo 
para 
T (0 =4. 


E) principio formulado aquí, llamado principio de Duhamel, 
demuestra que la dificultad fundamental al resolver problemas 
de contorno la representa"nn valor de frontera constante. Si 
el problema de contorno con valor de frontera constante está 
resuelto, la solución del *problema de contorno con condición 
de frontera variable“estí"dada por la fórmula (39). Este prin- 
cipio se usa com frecuencia al resolver muchos problemas de 
contorno, exponiendo la solución sólo para una condición de fron- 
tera constante, sin explicar que la solución del problema de con- 
torno con y (2) variable se da por la fórmula (39). 


1) Esta representación de la solución del primer problema de contarno 
con condiciones iniciales nulas sao da aquí para comodidad de la comparación 
con la solución del mísimo problema que so obtiene en el cap. V, $ 4, por 
otra método. 
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La suma de las funciones 
us Gr, t) + Us (z, t) 


da la solución del primer problema de contorno para la semirrec- 
ta, para la ecuación homogénea. — 

Utilizando la fórmula (27) del p. 1 del $ 3 y el principio de la 
continuación impar, no es difícil comprobar que la «olución 
de la ecuación no homogénea 


Uy = Ur Hf (2, 0) O0O<z<o, £>0) 


con condiciones inicial y de frontera (u (0, £) = 0) nulas, se 
expresa por la fórmula 


45 (x, 1) = 
4 oo t 4 y YE _ txavE 

vn] rr E 
E a” (it —t 


La suma 
Uy (27, l) + uz lx, 1) + u, (z, t) =u (xz, 1) 


da la sulución del primer problema de contorno 


uy = Glez + f(x, d, 
u (0, 1) =u (0), u(z, 0) = q (2). 


$ 4. PROBLEMAS SIN CONDICIONES INICIALES 


Si se estudia el proceso de la conducción del calor en un momen- 
to suficientemente alejado del inicial, la influencia de las condi- 
ciones iniciales prócticamente no influye en la distribución de la 
temperatura en el momento de la observación. En este caso, se 
plantea el problema de hallar la solución de la ecuación de la 
conducción del calor que satisfaga a las condiciones de frontera 
de uno de los tres tipos, dados para todo t7>> — oo. Si la barra 
está acotada, se dan las condiciones de frontera en ambos extre- 
mos de ésta. Para una barra semiinfinita se da sólo una condi- 
ción de frontera. 

Consideremos el primer problema de contorno para una barra 
semiinfinita: 

hallar la solución acotada de la ecuación de la conducción dc) 
calor en la región x > 0, que satisfaga a la condición 


u (0, £) = y (2), (1) 
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donde y (£) es una función dada. Se supone que las funciones 
u (z, t) y y (£) están acotadas en Lodas partes, es decir, que 


Pue lx, 2) [| <M, 
In (0 |< M. 


Como so demostrará más abajo (véase la letra pequeña), la 
función u (x, t) se determina unívocamente. Tomemos el caso 
que se encuentra con mayor frccuencia de la condición de fron- 
tera 

p (1) = A cos ot, (2) 


Este problema fue estudiado ya por Fourier, y aplicado por pri- 
mera vez en la determinación de las oscilaciones térmicas del 
terreno?). 

Escribamos la condición de frontera en la forma 


p (1) = Ae'”. (2) 

De la linealidad de la ecuación de la conducción del calor, se 

deduce que las partes resl € imaginaria de cierta solución com- 
pleja de ésta satisfacen por separado a la misma ecuación. 

Si se ha hallado la solución de la ecuación de la conducción 


dol calor que satisface a la condición (2”), su parte real satisface 
a la condición (2), y la imaginaria, a la condición 


u (0, £) = uy (£) = A sen wtf. 


Consideremos, pues, el problema: 


Uy = PRA 


u (0, t) == Apt"! (3) 
Buscareinos su solución en la forma 
u (zx, E) = Ae *P, (4) 


donde a y f$ son constantes por ahora desconocidas. 
Sustituyendo la expresión (4) en la ecuación (3) y en la condi- 
ción de frontera, se halla: 


o 1 

17 
a? P, 

P= wm, 


1) Vúase el apéndice Il. 
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de donde 


a+ Y La Vi -Vz a 
2053 


Para u (zx, ?), se tiene: 


u(z, )= Ae” Y 2, 2 Lo errla Y 3) (5) 
La parte real de esta solución, 
ue (x, ya Vies (+Y L,1 4 00), (6) 


satisface a Ja ecuación de la conducción del calor y a la condición 
de frontera (2). La fórmula (6), según la elección del signo, detor- 
mina no una, sino dos funciones. Sin embargo, sólo la función 
que corresponde al signo de menos satisface a la condición de 
acotación. De esta manera, la solución del problema planteado 
se obtiene en la forma 


u (zx, 9= 40 V da "os( — V 7401). (7) 
a 


Análogamente se resuelve el problema sin condiciones inicia- 
les para el segmento acotado: 


U¿ = Oax, 1 
u(0, )=Acos wt, (8) 
u (l, 1) =0. 


Escribiendo la condición de frontera en la forma 
4(0,19=A4e '", — (1, 19=0, 
buscaremos la solución en la forma 
Ú (a, 1)=X (20 ***, (9) 


Sustituyendo esta expresión en la ecuación (8), se obtiene 
la ecuación para la función X (2): 


XX =0, o bien X"4+PXx=0, 


pa VE Va, ¿4 +1) (10) 
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y las condiciones complementarias 
X (0) = 4, X (2) =0. (11) 
De aqui se obtiene, para la función X (21): 


X (2) =4 EDU 09410) (12) 
sen yl 
donde X, y X2 son las partes real e imaginaria de la función 
X (x). Para la función u (r, £) se obtiene la expresión 


Be, y — a 2222) ¿tot 


(13) 
sen y! 


Tomando la parte real de la función u (x, £), se halla la solución 
del problema inicial sin condiciones iniciales en la forma 


u (x=, ) = X, (2) cos w0t + X2 (x) son ut. (14) 


Aquí no damos la expresión explícita de X, y X2, aunque esto 
no es difícil de efectuar. 

Si la función de frontcra es la combinación de armónicos de 
distintas frecuencias, la £vlución de este problema se puede obtener 


como superposición de las soluciones que corresponden a cada 
armónico por separado. 


Demostremos la unicidad dul problema sin condiciones iniciales para 
la semirrecta. Partiremos de lu fórmula 


q al z Hat) 
u (z, t) SV Vi d Tp ú=o e u(0, t) dr + 


(x—p)3 


A Ae f ==" oa 
2 Ya ps Y al (t— to) 


_ e oys 
— bu2( t—- to) 


+- 


u($, ta =/1+7 — (15) 
(> to), 
que expresa cualquier solución acotada de la ecuación do la conducción 
el calor mediante su valor jinicíal u (z, $p) y su valor de frontera u(0, t)= 
=Hu (t) en la región z >0, t 32 lo. 
Demostremos que 
lím /2(z, 1)=0, (10) 
lg>—o 
$) 


ua, | <M 
182-1063 
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para todo £. Tin ofecto, 


00 na 


q 2 
VA P PE ie l | 3% da, — j CU da y 
Va E E ) 
2 VuT(t—to) 2 Y ad 11m 
x 
2 Val t-(m 
wo, pd By ida 
=- —_— 2 e z 
Va 


donde 
E-br 


2 5-7 
2 Va? — to) 2 Va Un 


Do aquí se sigue la igualdad (16), puesto que < y / están fijos, y tp — — 00. 

Si en la fórmula (13) so fijan z y £ y se tiunde yg > — 00, ontonces u (z, £) 
sorá igual al limite sólo del primer sumando, y obtenemos la formula 
t xi 

al j £ Ta t-1) 

2Vn Y [23(:—1)]%? 


que demuostra quo no puede haber dos soluciones diferentes de nuestro 

problema. Tambión se puede demostrar que para cualquier función acotada 

eli a trozos y ((), la fórmula (17) representa la solución del problema 
anteado. 

sl Análogumente sc puede estudiar el problema sin condiciones iniciales 
ara cl segmento acotado (0 < x < !). Este problema, sin la condición 
e acotación, tiono varias soluciones, puesto que la función 


Ey y q 


u(z, )= p (7) dr, (17) 


a SE E 2; 
up (2, t) =Ce ( , Je sen > 2 
expresa, para todo n, la solución del problomu con valores de frontera nulos. 
Sin embargo, las soluciones de este tipo no están acotadas cuando 1 — — oo. 
Y no cuesta trabajo demostrar la unicidad de la solución acotsda del pra- 
lema planteado, 


EJERCICIOS DEL CAPITULO IN 


1. Hallar la función de influencia de una fuente puntual instan- 
tánea de calor para: 

a) una barra semiacotada con las condiciones do frontera de pri- 
mera y segunda especie, sl no hay intercambio térmico en la super- 
ficie lateral; 

b) una barra no acotada, si hay intercambio térmico en Ja super- 
ficie lateral; 

c) una barra semiacotada, sl hay intercambio térmico en la super- 
ficia lateral y con condiciones de frontera de los dos primeros tipos. 


2. Hallar la función de influencia de una fuente puntual instan- 
tánea do calor para una barra semiacotada de superficie lateral ais- 
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lada térmicamente para cl tercer problema de contorno 


[ condición de frontera del tipo H—hu(o, )=1() | : 


3. Resolver la ecuación de la conducción del calor para los casos 
a), b), c) del ejercicio 1, si: 
) en el punto 7 =¿, actúa una fuente do calor Q = Q (1), 
en particular Q = (o = const; 
2) está dada la distribución inicial do la tomperatura u (z, 0) = 
= q (zx), en particular, 
uy para 0<z<!, 


p(=)= O fuera del intervalo (0, (); 


_ 3) las focntes térmicas están distribuidas con densidad f a t) 
por toda la barra, y la temperatura inicial es igual a cero; analizar, 
on particular, el caso f == q = const (fuentes estacionarías). 

4. Una barra semiacotada de superficie lateral aislada térmica- 
mente fue caloutada uniformemunte hasta la temperatura 


M(z, O) = ug = const (x > 0). 

El extremo de la barra, a purtir dol momento t = 0, se mantiene 
a temperatura igual a O, 

u (0,£) =0 (>. 
Hallar la temperatura de la barra u (xr, t) y, utilizando Jas tablas de 
la integral do los errores 

z 
2 —as 

48) (2) - —= j é E da, 

ya Ú 


construir Jas grificas cun rospeclo a x en el intorvalo Ox<z< l 
2 : ¿2 


de la función u (zx, €) para == E" 
Indicación. Es cómodo introducir lis variallcz sin dimensión 


z att u 
zz =— O =— — U= o SS 
le? 3? uo 


5. El extremo de un cilindro semiacotado se abre en el momento 
ínicial de tiempo 1 == 0 en la atmósfera, donde la concentración de 
cierto gas es igual a uo. 

Hallar la concentración del gas en el cilindro « (z, t) para t >0 

rx > 0, si la concentración inicial es u (x, t) = 0. Utilizando las 
tablas de Ja integral de los errores, establecer al cabo de cuánto tiempo 
en la capa que $e encuentra « una distancia 1 del oxtremo del cilin- 
dro Ja concentración del gas ulcanzará el 95% de la conceutración 
oxtorior. Hullar la ley del imovimiento del frente de concentración 
constante. 

6. A] extremo de una barra semiacolada, cuya temperatura 
inicial ora igual n cero, se le conecta un fluja Lérmico ku, (0, 1) = 
== q (1). Hailar la temperatura u (z, €) de la barra. si: 

a) ésta ostá aislada térmicamente por sus costados; 

b) en la superficie lateral de la barra hay un intercambio lirmico 
(por Ja loy de Nuwton) con el modio, de temperatura nula. 

Estudiar el caso particular y = q9 == const. 
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184 


276 APENDICES DEL CAPITULO III 


7. El extramo de una barra semiacotada so mantiene a lempera- 
Lura constante us; en la suporficie lateral de ésta tiene lugar un inter- 
cambio térmico con el modio, cuya temperatura constante es igual 
a uq. La temperatura inicial de la barra es nula. Hallar la tempora- 
tura u (z, t) de la barra. 


8. Resolver los ejercicios Ga, 6b, considerando que u (7, 0) = 
=uúq = const. 


0. Jlallar la temperatura permanente a lo Jargo de una barra se- 
miacolada de superficie lstoral aislada térmicamento, en cuyo extremo 

a) está dada la temperatura u (0, 1) = A caos ot; 

h) está dado el flujo térmico Q (1 = B sen of; 

c) tiene lugar un intercamhio ltórmico, por la ley de Newtun, con 
un inedio cuya temperatura varía segun la ley w (t) = C sen at. 


10. Utilizando el método de las refloxionea, escribir la función 
du influencia de una fuente puntual instantánea para una barra aco- 
tnda de superficie latoral asislada térmicamente, con condiciones do 
frontera do primera y segunda cspecio. 


11. Una barra no acotada cstá formada por dos barras homogéneas 
que ge unen en el punto + = 0 y poseen las características ay, E, y 42, 
fro rospoctivamente. La tempernbura inicial es 


Py, para z<0, 


MS pins [ Ts para z7>0, 


blallar la teruperatura n (<, 2) de la barra para el caso en que la su- 
perficie fatornl esté aisluda tórmicamente. 


APENDICES DEL CAPITULO II 


Í. ONDAS TERMICAS 


El problema de la propagación de las ondas térmicas en el 
terrono es uno de los primeros ejemplos de aplicación de la teo- 
ría matemática de la conducción del calor, desarrollada por 
Fourier, al estudio de los fenómenos de la naturaleza. 

La temperatura on la superficie de la tierra tiene, como es 
sabido, una periodicidad diaria y anual muy marcada. Estudie- 
mos el problema de la propagación de las oscilaciones térmicas 
periódicas en el terreno, que consideraremos como un semiespacio 
homogéneo 0 << oo. Este es un problema característico sin 
condiciones iniciales, puesto que cuando los procesos térmicos 
se repiten muchas veces en la superficie, la influencia de la tem- 
peratura inicial será menor que la influencia de otros factores 
que nosotros despreciamos (por ejemplo, la no homogeneidad 
del terreno). Se llega así al problema siguiente?): 


1) Véanse S Cacslaw, Teoría de la Conducción del Calor, cap. 111, Goste- 
jizdat, 1947. 
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hallar la solución acotada de la ecuación de la conducción del 


ealor 
du ¿du 
— == — 0<z< 0, — t), 1 
Ot da? AS 250 (1) 


que salisfaga a la condición 

u (0, £) = Á cos wt. (2) 
Este problema fue estudiado en el capítulo 111. Su solución tiene 
la forma (véase el cap. 131, $ 4, (7)) 


u (x, l)= Ae v 20 0os Y 737 02). (3) 
a 


En base a la solución obtenida, se puede dar la siguiente carac- 
terística del proceso de propagución de una onda térmica en el 
terreno. Si la temperatura «de la superficie cambia periódicamente 
durante un tiempo largo, en el terreno también se establecen 
oscilaciones de temperatura con el mismo período, y además: 

1. La amplitud de las oscilaciones disminuyo exponencialmente 


con la profundidad: 
A(o)— ae Y za 


es decir, si las profundidades crecen en progresión aritmética, 
las amplitudes disminuyen en progresión geométrica (primera 
ley do Fourier). 

2. Las oscilaciones térmicas en cl terreno tienen lugar con 
un desvío de fase. El tiempo 6 de retardo de los máximos (míni- 
mos) de temperatura en el terreno con respecto a los momentos 
correspondientes en la superficie e3 proporcional a la profundidad: 


V Í 
Ó = > ¿Y 


200 


(segunda ley de Fourier). 

3. La profundidad de penetración del calor en el terreno depen- 
de del período de las oscilaciones de temperatura en la superficie. 
El cambio relativo de la amplitud térmica cs igual a 


A 


Esta fórmula muestra que cuanto menor es el período, menor 
es la profundidad de penetración de la temperatura. Para oscila- 
ciones térmicas con períodos T, y Ta, las profundidades 2, y La, 
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en Jas cuales tiene lugar un cambio relalivo igual de temperatura, 
eslán ligadas por la relación 


] y TP. 
Yo = al Ly 


-1 


(tercera ley de Fourier). Así, por ejemplo, la comparación de 
las oscilaciones diarias y anuales, para las cuales 72 = 365 T,, 
muestra que 


Lo = Y 365 Xy = 19.1x,, 


es decir, que la profundidad de penetración de las oscilaciones 
anuales, a igual amplitud cn la superficioc, sería 19,1 veces mayor 
que la profundidad de penetración de las oscilaciones diarias. 

En calidad de ejemplo, expondremos los resultados de las 
observaciones de las oscilaciones térmicas anuales en el observa- 
torio Gosh en cl Priamurio?): 


Profundidad (en m) Amplitudes (en *C) 
1 11,5 
2 6.9 
3 4.2 
4 2.0 


Estos datos muestran que la amplitud de las oscilaciones anua- 
les en la profundidad de 4 m disminnye hasta un 13,3% do su 
valor en la superficie, que es igual a 19,5”. 

Jn base a estos datos, so puede determinar el coeficiente de 
conductividad de temperatura del terreno: 


2 
mA -_ —z, == pe 
Á 2a 


212442 
A 


de donde se halla que el coeficiente de conductividad de tempe- 
ratura del terreno es igual a 
2 
a=410 +. 
Seg 


El tiempo de retardo de la temperatura máxima en la profundidad 
de 4 m alcanza a 4 meses. 


1) Vóase M. Il. Sumguín, S. Y. Kashiurin, N. 1, TPolstijin, V. F. Tumal, 
Teoría General de la Congelación, cap. V, ed. de la Acad. de Ciencias de la 
URSS, 1940. 
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Sin embargo, debe tenerse en cuenta que la teoría expuesta 
aquí se refiero a la propagación del calor en un terreno seco, o en 
las rocas de las montañas. La presencia de humedad complica 
los fenómenos térmicos en el terrero; en la congelación tieno 
lugar el desprendimiento de calor latente, que no se tiane 
en cuenta por esta teoría. 

La conductividad de temperatura es una de Jas características 
del calor de importancia para el estudio de sus propiedades físi- 
cas, así como también para diferentes cálculos técnicos. Uno de 
los métodos de laboratorio de determinación de la conductividad 
de temporatura está basado en el estudio de la propagación de 
las ondas térmicas en las barras!). 

Supongamos que en el extremo de una barra suficientemente 
larga so mantiene una temperatura periódica u (2). Representando 
esta función en forma de la serie de Fourier 


Go E 2xn 218 ) 
D= — +4 n COS t4-b, son——t]= 
pl ) 2 3 2 € 7 + 05 5 7 


rr 


Ya 0 | PE a2)| 
5 + 2 A Cos | == ( n) |, 
A,=Val, + di, 
Y z (+ + arotg Pa), 


UN 
n 


2nn 


donde T es el período, y tomando las ondas térmicas correspon- 
dientes a cada sumando, se obtiene que la temperatura u (zx, £), 
para todo z, será una función periódica del tiempo y su armónico 


n-ésimo es igual a 


Un (1, t) =a4, (1) cosa t+b, (1) sona t= 
==, — qm Tí / ) 
— Án Jus "eos EEG En 1 a] ; 
ú [ Ta?” T +0 


V as, (21) + dh (11) ¿7 V E 


Vaz (23) + Dn (1,) 


1) Prácticas de Físten, curso especializado, t. 1., ed. Gastejizdat, 1945, 
ejercicio 35. 


o bien 
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Esta fórmula muestra que si se mido la temperatura en ciertos 
dos puntos z, y zz durante un período completo, entonces, hallan- 
do los coeficientes a, (x1). bn (21), an (22). 6n (22) mediante el 
análisis armónico, se puede determinar el coeficiente de conduc- 
tividad de temperatura de la barra a?. 

Las oscilaciones periódicas de la temperatura en la barra 
se pueden generar, por ejemplo, del siguiente modo. Coloquemos 
uno de los extremos de la barra en un horno eléctrico y conectemos 
y desconectemos la corriente durante intervalos iguales de tiempo. 
Como resultado de este calentamiento periódico, en la barra, al 
cabo de cierto tiempo, se establecerán oscilaciones periódicas 
de temperatura; midiendo, con un elemento termoeléctrico, las 
temperaturas u (x,, t) y u (x2, t) en dos puntos 2, y 23 durante 
un período compleio de variación del régimen de frontera, y 
sometiendo u, y uz al análisis descrito más arriba, se puede detor- 
minar el coeficiente a? de conductividad de temperatura del 
material del cual está hecha la barra. Es natural que para la 
aplicación de la teoría que acabamos de exponer, la barra debe 
estar aislada térmicamente por sus costados, así como también 
se debe efectuar el control do la temperatura del otro extremo 
do la barra, para poder aplicar la teoría de las ondas térmicas 
en una barra semiinfinita. 

Para poder aplicar la teoría de las ondas térmicas en una 
barra scmiinfinita, hay que comprobar que la temperatura en el 
extremo libre de la barra es constante. Esto se controla mediante 
un elemento termoeléctrico complementario. 


TÍ. INFLUENCIA DE LA DESINTEGRACION RADIACTIVA 
EN LA TEMPERATURA DE LA CORTEZA TERRESTRE 


Para juzgar el estado térmico interno de la "Tierra, tenemos 
pocos datos, que se obtienen de observaciones en su superficie. 
Las nociones fundamentales sobre el campo térmico de la corteza 
terrestre consisten en lo siguiente. Las oscilaciones diarias y anua- 
les de temperatura tienen lugar en una capa superficial relativa- 
mente fina (del orden de los 10 a 20 m para las oscilaciones 
anuales). Más abajo de esta capa. la temperatura varía muy 
lentamente con el transcurso del tiempo. 

Las observaciones en las minas y en los pozos, que se refieren 
a los 2 ó 3 km superiores de la corteza terrestre, muestran que 
la temperatura se eleva con la profundidad por término medio 
en 3% por cada 100 m. 

Las primeras tentativas de dar una explicación teórica del 
gradiente geotérmico observado, que tuvieron lugar a fines del 
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siglo pasado, encontraron dificultades insuperables!). Estas 
tentativas partían de la representación del enfriamiento de la 
"Tierra, calentada en el pasado. La temperatura inicial, que carac- 
teriza este proceso de enfriamiento, debe ser del orden de Ty = 
= 1200 C (temperatura de fusión de las rocas montañosas); 
la temperatura superficial tiene orden O0%C y no pudo desviarse 
en mucho (en más de 100”) de esta magnitud durante todo el perío- 
do de existencia de la vida en la Tierra. La teoría cuantitativa 
más sencilla del enfriamiento de la Tierra nos conduce a la reso- 
lución de la ecuación de la conducción del calor 


en el semiespacio 0 <2z< 00 con las siguientes condiciones 
iniciales y de frontera: 
u (z, 0) = To, 
u (0, £t) = 0. 
La solución de este problema fue analizada en el $ 3 del 
presente capítulo, y está dada por la fórmula 


z 


a? 
f e” da. 


0 


2 y 


u(z, p=7 7 


El gradiente de esta función, para z = 0, es igual a 
¿2 


du = y A e tale =q= ÚS . 
dz limo  Ynyaz == Ya 
Sustituyendo aquí los valores conocidos del gradiente geotérmico, 
Se =wy=3-1073 pran , Ty= 1200%C, así como también el va- 
Z |z=( cin 


cin? Ao ; 
lor a? = 0,006 e De corresponde al coeficionte medio de 


conductividad de temperatura de los granitos y los basaltos, 
que se determina cmpiíricamente, se obtiene el valor ¿ = 0,85 x 
x 1015 seg = 27 000 000 años para la duración del proceso de 
enfriamiento. Tal idoa de la edad de la Tierra no concordaba 
en ninguna forma con los datos geológicos. El carácter aproximado 
de la teoría estudiada (el desprecio de la curvatura de la Tierra, 
la inconstancia del coeficiente de contuctividad térmica, la 
inexactitud del valor 7) no puede, claro está, cambiar el orden 


1) Véase S. Cardlaw, Tenrtu de la Conducción del Calor, cap. 1, ed. 
Gostajizdat, 1947 
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del valor hallado para la edad de la Tierra, la cual, según los 
últimos datos, se aprecia aproximadamente en 2-10* años. 

El esquema físico del régimen térmico de la “Tierra sufrió 
una revisión sustancial luego del descubrimiento del fenómeno 
de la desintegración radiactiva. Los elemontos radiactivos, desper- 
digados on la corteza terrestre, al desintegrarse causan su calen- 
tamiento, de forma que la ecuación de la conducción del calor 
debe tener la forma 


donde A €s la densidad volumétrica de las fuentes térmicas. 
En base a numerosos experimentos de la radiactividad de las 
rocas montañosas y su generación de calor, se ha adoptado el 
valor 


A=13.102 0. 


co” seg 


Este valor tiene en cuenta el calor que desprende el nranio, el 
torio y el potasio, conjuntamente con los productos de su desinte- 
gración. 

Supongamos que la densidad de las fuentes radiactivas dentro 
del globo terrestre es constante e igual al valor A, determinado 
para las capas superiores de la curteza terrestre. lin este caso, la 
cantidad de calor que se desprende en todo el globo terrestre 
durante la unidad de tiempo, será igual a 


Hagamos una segunda suposición de que la Tierra no se calienta 
por el calor radiactivo. En este caso, cl flujo de calor a través 
de la unidad de superficie es 


du 0 
=k— > —, 
1 dz lema” 4nR? 
donde k y E son los cooficientes de couductividad térmica 
Z=vl) 


y el gradiente pgeotérmico en la superficie de la "Cierra. 
De aquí se halla para A , cuando z = O, el valor 

H l 

> T—- £x 6,:3- 11) 

zo Bk cm 


du 


- grad 
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donde R = 6,3.-410% km es el radio de la Tierra, y k = 0,004, el 
valor medio del coeficiente de conductividad térmica de las 
rocas sedimentarias. 

De este modo, el gradiente geotérmico, calculado bajo la 
hipótesis de que la distribución de los elementos radiactivos 
es constante, y que la Tierra no se calienta por la desintegración 
radiactiva, supera en dos órdenes al valor observado del coefi- 
ciente geotérmico 


97 grad 
cm 


y=3-1 


Eliminemos la hipótesis de la constancia de la distribución 
de los elementos radiactivos y supongamos que éstos estan distri- 
buidos en una capa de potencia A en la superficie de Ja Tierra. 
Despreciando la curvatura de la Tierra, se obtiene, para doeter- 
minar la temperatura cstacionaria, Ja ecuación 


Pu eS para 0<:2<H, 


dz d 
0) para 2>/ 


con las condiciones 
u (0) = 0, 

On 

dz 


= (), 


> 


Es evidente que la solución dcl problema planteando es igual a 


A zi 
( £(a-2), 0<I<H, 
u (2) = 
AM ¿> T, 
Lo ox 2 


puesto que esta [unción es conlinua conjuntamente con su derivada 
primera para z = A y satisface a las condiciones del problema. 

Determinando el valor del gradicnte de osta función para 
z = Ú, igual a 


= 
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y comparándolo con el valor observado 


Y == 3 . 107* grad 
cm 
se halla quo 


H=% 10% em = 10 km. 


Apreciemos la influencia de la hipólesis hecha de que la 
temperatura es estacionaria sobre la magnitud del gradiente 
geotérmico. Para esto, analicemos la solución de la ecuación 
de la conducción del calor 


f=| * 
O, 2 > 
con condiciones iniciales y de frontera nulas: 
w(z, 0) =0, 
w (0, t) = O. 
La solución de esta problema se expresa, como vimos en el $5 3, 
por la integral 


wz, p=1500, E 1t—Df(0 dral, 


donde G es la función de la fuente para la semirrecta, igual a 


Lie (2 +0)? 
2 Va 7 (£ — 1) VA 


ate a . 
Calculemos el valor del gradiente para z = 0, tomando en cuenta 
el valor de la función f: 


G(z, E; t— 


e IES PP 
02 loo cp2Y/1 30 Vía? (t —)P 


qL1 
A 
cp Yao Var(t=w 0 


A 14 0 


e * da dr= 


[1 — e +ta6]Z9, donde O=+*—. 
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De esta manera, 


go|  __A (24 _ HR o a 
03 lomo cpynl a as 0o?)' 

donde 
H H do a de 


-— — occ. CU ras e 


Calculemos la integral 


co —gd He _ os 
01d e A -2lc*da=-21 edo 
Í e se ps SS y e 10 i 3 C 9 
de dondo 
de =2,! VE e ger ) (1) 
dí l:=o  cpa Vr ES 
215 
Obsérvese que 
Ma. 
¿> 02 lz=o k 


puesto que cpa? = k, el límite del primer sumando entre llaves 
es igual a cero, y el del segundo, ce a H. 


Calculemos la desviación de E de su valor límite para 


t= 2-10" años = 6-10%% seg. 
El valor de 0, es pequeño: 


== — 2 = 2 22 0,025. 
“2 Var 2 V6-10?.6-10" 2-19 


Desarrollando las funciones que figuran en la fórmula (1) en series, 
se obtiene: 


A Ów A (4 2 ) A 
AS = — H —: = —) 0,04, 
k Oz li=o  k YO, [caes A A k y 
es decir, Ea so diferencia de su valor límite en 4%. 


z=u[) 
No hubiera sido dificil calcular Ja función w (z, t) para 
zZ > 0 y comprobar que, para z > JA, w (2, £) aún se diferencia 
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en mucho de su valor límite para l igual a la edad de la Tierra!) 
(a pesar de que, como hemos visto, el gradionte en la superficia 
cs prúclicamente igual a su valor límite). 

Los razonamientos que acabamos de exponer son, claro está, 
sólo de carácter apreciativo. Sin embargo, tomando eu cuenta la 
gran estabilidad de la volocidad de la desintegración radiactiva, 
que no varía bajo la acción do las toroperaturas y presiones que 
nos son accesibles, debemos llegar a la conclusión de que la con- 
centración de los elementos radiactivos debe disminuir rápida- 
mente con la profundidad, si nos hasamos en el valor de A para 
las capas suporioros de la corteza terrostro, establecido mediante 
numerosas mediciones. Hasta hoy no existe ninguna explicación 
física que permita establecer la ley de disminución de la con- 
centración de los elementos radiactivos con la profundidad. 


J11. METODO DE LA SEMEJANZA EN LA TEORIA 
DE LA CONDUCCTON DEL CALOR 


Para resolver varios problemas de la conducción del calor, 
resnlta nuy úbil el método de lu semejanza. En calidad de ejem- 
plo consideraremos dos problemas. 


1. Función de la fuente para la recta infinita. La ecuación 
de la conducción del calor, como es fácil observar, permanece 
invarianle bajo la transformación de las variables 


rt = kx, 
t= it, ) (1) 
es decir, si las escalas de longitud cambian en k veces, la del tiem- 


po debe cambiarse en k* veces. 
Ante todo, buscaremos la solución de la ccuación de la con» 


ducción del calor 
uy = Ur (2) 
con la condición inicial 


_ Jus para zr>0, 
ut. 0=(% para z<0O. (3) 


Bajo el cambio de escalas indicado más arriba, la condición ini- 
cial (3) también pormanece invariante; por esto, para la función 


1) Véase A. N. Tijonov, Sobre la Iniluencia de la Desintegración Radiac- 
tiva en la Temperatura de la Curleza Terrestre, lz2v. AN URSS, succión de 
matem. y ciencius nat,, 1997, págs. 431-459. 
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u (x, t) debe tener lugar la igualdad 


u (zx, £) = u (kz, del) (4) 
para valores cualesquiera de zx, £ y k. 
Haciendo 
1 
lk = —— 1 
2 yt 5) 
se obtiene: 
> ¿Joe 
u (7, i=ul —, —)=uel —— ]. 8 
(=, 1) (5 4 o 2/2 O 
De este modo, w depende sólo del argumento 
X 
ET (7) 
Caleulando las derivadas para u de la fórmula (6), 
Fu Ef 1 
— == U — 
Ox dz 4 
A 
ót 4402 dz " 22 dí 
sustituyendo en la ecuación de la conducción del calor (2) y sim- 
plificando entre cl factor 2 . se Obliene: 
> E di E 
ei, 8) 
dz? dz 
con lag condiciones complementarias 
f(—0o) =0, f(00) =1, (9) 


que corresponden al valor inicial para la función u. 
Integrando la ccnación (8). lendremos: 


5 


n 


Me | 
f=C Í e Fda=C, So" a 


Aquí el límite inferior so ha escogido do modo que se cumpla la 
primera condición (9). Para satisfacer a la segunda condición 
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(9), hay que poner: 


De esta forma, 


x 
2 Y a? 
Un —:23 t£n z 
u (zx, tl = —= e “di [+ o( —)| (10) 
Ya A > Va) 
donde 
Dí): En Vos az 
OO 
(integral de los errores). Si el valor micial liene ln forma 
Joy pura >, 
nes )=| O para 2<*, 11 
entonces 
uy r — T 
r.t=-—]1 o(-3)]. 12 
com 2 [1 o(2 a 


Resolvamos ahora un segundo problema auxiliar, donde los 
valores iniciales se dan en la forma 


O — para zz, 


ulx. 0) =x Uy para 1 <i<Zz (13) 
. 2D) paja 2 Ly. 
Un este caso, 


comal) (352) 
EN eo 2 Vat: 


La temperatura inicial uy corresponde a una cantidad «de calor 


O = cp (22 — 21) 1 


Si 


Q = CP, 
entonces 


1 4 E S A 
u(x, 1) =-— SS [o(<52)-o(253:)|. (14 
Ta— Y 2 2 Va?! 2V at ) 


La función de influencia de una fuente concentrada en un punto 


es, evidentemente, el límite de la función u (x, ¿) cuando xz — 
— Ti —> O. 
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Il paso al límite en la fórmula (14) nos da: 


puesto que en el segundo miembro de dicha fórmula se encuentra 
una razón de diferencias, cuyo límite es la derivada de (15). 
Efectuando la derivación, se balla: 


1 a (a — 1)? 


MES butt 
$, 16 
217 Yan Ds 


es decir, u (2, t) = G (zx. 2,, t) es la función de la fuente puntual 
instantánea. 


utr, 1) = 


2. Problemas de contorno para la ecuación cuasilineal de la 
conducción del calor. Estudiemos In ecuación ecnasilinent de la 


conducción del calor 
y 0) Ón. 
—lc(0)—)=co—, 17 
2 (ro Ox sl (10 


cuyo coeficiente de conductividad térmica depende de la tempe- 
ratura. 


MHallernos la solución de esta ecuación que satislace n las con- 
diciones de frontera e inicial 


u (0, t) —= ul, u(x, 0) = uz. (18) 


En este caso, la transformación (1) tampoco cambia a la ecuación 
(17) y a las condiciones complementarias (18). De aquí se deduce 


que 
x Y 
ds 7) (==37) qe 


Utilizando esta expresión, se obtiene para f la ocuación 


Ale) L Y |- — 2epz L (20) 
dz dz 

con las condiciones complementarias 
f(0) = Us, f (00) = uz. (21) 


Cuando no se logra hallar la función f analílicamente, se la puede 
determinar mediante Ja integración numérica. 

La ecuación (20) tiene una solución única que satisface a las 
condiciones (21), bajo hipótesis muy generales con respecto a las 
191043 
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Fig. 42 


funciones k y ep. Sin embargo, no nos detendremos en demostrar 
esto. 
Consideremos, cono ejemplo, la ocuación (17), donde k (u) = 
= ko + hu es una función lineal, y cp. una magnilud constanto. 
Variando la escala del tiempo y la de los valores de u, se obticne, 

? d du du 
para la función transformada, la ecuación E [a + au) 2 | dera 
cun condiciones iniciales y de frontera u(x, 0)=0, u(0, 1) =1. 
Haciendo 


u(,0=1H() :==>7, 


5 2 y? 
se obtiene para f la ocuación 


a dl __o9, Y Y=4, floo)=0. (22 
la+an Y 22 de F(0) ,» f(00) . (22) 


Si el coeficiente de conduclividad dérmica % (u) es una [unción 
potencial de la temperatura, k(u) = kgu”, ko = const > 0, 
o > 0, y en lugar de (18) so dan las condiciones u (0, t) = ugt”. 
rn >0, “(z, 0) =0, la ecuación (17) para cp = 1 posee solu: 

Y 1 - Eno 


ciones del tipo u (x, t) = ¿"f (3), donde z = a m = gi 


c = const >> 0. En particular, para n == O se obtienen soluciones 
del tipo de «ondas térmicas», que se propagan con velocidad 
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X 1ín 
finita ciu (xr, t) == Ugl” (1 — =) para r<ct, u(zx, 1?) =0 
para z > ct (véase el Complemento I, fig. 87). En la fig. 42 se 
muestran los resultados de la integración numérica de la ecua- 


ción (22) para distintos valores de a. 


IV. PROBLEMA DEL CAMBIO DE FASE 


Al variar la temperatura de un cuerpo, puede cambiar su 
estado físico, en particular, al pasar la temperatura por el punto 
de fusión, tiene lugar el paso de la fase líquida a la sólida (o el 
paso inverso). En la superficie del cambio de fase se conserva 
todo el tiempo la temperalura constante. Cuando la superficie 
del cambio de fase se mucve, hay un desprendimiento del calor 
latente de solidificación (fusión). Formulemos las condiciones 
complementarias que deben curuplirse en la superficie de solidi- 
ficación). 

Consideremos el problema plano, cuando la superficie de sepa- 
ración es cl plano y = £ (£). Durante el tiempo ?, ? 4- A£, la 
frontera x =¿ se desplaza desde el punto ¿=x*, hasta el 
E == qe = 21 + A. Aquí se solidifica una masa PAE (0 se funde. 
ei A¿<0) y se desprende la cantidad correspondiente de calor ApA£. 

Para que tenga Jugar el balance térmico, esta cantidad de 
calor debe ser igual a la diferencia de las cantidades de calor 
que pasan a través de las fronteras E =w, y E = xa, es decir, 
debe cumplirse la condición 


77) ta 
— les _ 
Xy dx 


| At= ip 48. 


hd Xa 

donde k, y kz son los cocficientes de conductividad térmica de 

la primera y la segunda fase y A, el calor latente de fusión. 
Pasandu al límite cuando A£f-— 0, oblenemos la condición 

complementaria en la frontera de separación en la siguiente forma: 
= 19 LB . 

xi el 


du 4 
Oz 


Jus 


hos — k, — 
ct dx 


Esta condición tiene lugar tanto para el proceso de solidificación 


de 
(cuando AE >0 y bad 0) , Como para cl de fusión (cuando 


l) Véaso! F. Frank y IK. Mises, Feuaciones Diferenciales e Int 
de la Física "matemática, cap Xu, cd. Costejizdat, 1937. egroles 


19” 
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AE<O y E<0); el sentido del proceso se determina por 


el signo del primer miembro. 

Consideremos el proceso de congelación del agua, on el cual 
la temperatura del cambio de fase es ignal a cero. Tomaremos la 
masa de agua x > 0, limitada por un lado por el plano z = 0. 
En el momento inicial t = 0, el agua posee una temperatura cuns- 
tante e > 0. Si en la superficie  = Ó se mantiene Lodo el tiempo 
una temperalura constante c, < 0, la frontera de congelación 
zx = E penotrará con el transcurso del tiempo dentro de) líquido. 

El problema sobre la distribución de la temperatura cuando 
hay un cambio «de fase y sobre la velocidad del movimiento de 
la frontera de separación de las fases (por ejemplo, dentro del 
agua que se congela), se reduce a la resolución de las ecnaciones 


A o DE | 
Gt dx 
(1) 
Qu, . Pu, J 
=> para T< 00 
ri: ES | 
con las condiciones complementarias 
Uy =C para x=0, 
U=c pata lt=06 (2) 
y las condiciones en la fronicra de congelación 
“y == Ú para x=, (3) 
du du, dé 
h cad — ho — =A —, 4 
É Ox lx; * ax 1 ¿ dt E 


donde k,, aj y k», az son los cocficientes de conductividad térmica 
y de conductividad de temperatura de las fases sólida y liquida 
respectivamente. El problema (1)—(4) se llama con frecnencia 
problema de Stephan, problema del cambio de fase, o problema 
de la congelación. 

Buscaremos la solución del problema en la forma 


u=4,+B,0 | 7) 
Uy = 42 +80 (7 7): 
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donde 4A,, B,, A2 y B2 son constantes por ahora indeterminadas, 
y OP, Ja integral de los errores: 


2 e 
DMD(n= —=Y e $ dE. 
de 7) 
Al satisfacer a Jas condiciones (2) y (3), se obtiene: 


Aj] =Cj, As + B2=c 
de la condición (2) y 


A +20(7)-0, 


81 


de Ja condición (3). Las últimas condiciones deben tener lugar 
para valores de £ cualesquiera. Fsto es posible sólo si se cumple 
la 1gualdad 


donde a es cierta constante. La relación (5) determina la ley del 
movimiento de la frontera de congelación. 

Para las constantes 4, B4. Az, B2 y a se obtienen las expre- 
si0nes 


A=C4. b,= — 


co (2) dll 


SA. A: A PA 
¡—o(2) 1-o(2) 
249 22 


Para doterminar la constante a. hay que utilizar la rela- 
ción (1) 


e E dp (7) 
ay(D (2) a | il — 4D (2)| 
24, Zas 


La solución de esta ecuación trascendente nos da el valor do «. 
Ja existencia de al menos una solición para ey < 0, e>0, 
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ya se dosprende de que cuando a varía desde O hasta oo, el primer 
miembro de la ecuación varía desde —oo hasta + oo!), y el 
sogundo, desde O hasta — oo. En el caso en que e sea igual a la 
lemperatura de fusión (c = 0), las expresiones (6) y (7) para hallar 
log coeficientes toman una forma más sencilla: 


A2 = B2 — 0, 
Á4¡=G, B,= — ml (65) 
(7) 
2a, 
y 
a? 
4n o 
Cin Apa Z A (7) 
a,D (4) 
241 
Haciendo == $, se puede escribir la ecuación (7') en la forma 
que sigue: 
1 er 
—==— = —DP, 
Va 0 (p) 
donde Ja constante / se determina mediante la expresión 
2 
e Cy 
,— p 
Utilizando la gráfica de la función q (B”) IN expuesta 
V xp (B) 


en la fig. 43, se puede determinar gráficamente el valor de au 
con facilidad. 

La solución del problema sobre la congelación también se 
puede obtener mediante el método de semejanza, expuesto en el 
apéndice 111 de este capítulo. El problema de la congelación es 
en cierto sentido un caso límite de los problemas de contorno 
no linealos, estudiados en el apéndice IU. En efecto, los coefi- 
cientes de conductividad térmica y de capacidad calorífica en 
el problema de la congelación son funciones constantes a trozos 
y, además, para u = O la capacidad calorífica tiene un valor infi- 
nitamente grande. Este caso se puede obtoner como el límite, 
cuando £->» 0, si el calor latente no se desprende instantánea- 
mente, sino en cierto intervalo —e, 4-€, cumpliéndose, además, 


2) Para la representación asintótica de la función 1-— (> (2) para 
z > 00, Vónse la pág. 806. 
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Fig. 43 


la condición 
$ C (u) du =h. 


—e 
Sin embargo, este problema se puede resolver también directa- 
mente. aplicando el método de semojanza. No os difícil comprobar 
que todas las condiciones del problema permanecen invariantes, 
si se aumenta la cscala de longitud en X veces, y la del tiempo, 
en 2 veces. Esto signilica qno la solución del problema dopende 
del argumento 57 , €s decir, que 


1 (x, £) =1( 3) a 


De aquí se deduce, en particular, que el movimiento de la iso- 
terma nula se describirá mediante la ecuación E = a |' £, donde 
a es el valor del argumento para el cual f (a) = 0. Para hallar 
la función f se tienen las siguientes condiciones: 


e para 0<zI<MA, 
dz dz 
dl, df 
2 Ea ; 2 
a —£=-=li — para a<z : 
. dé dz : Ad 


fi (0) = 015 falo) =c€; f¡ (a) = fe (a) —= 0: 
lfi (o) — hafa (0) =2p > - 
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Por esto, la función f (2) tiene la lorma siguiente: 


10=4,+80(2). si O<Z2<M, 
2a, 

f(z) = A 
plo = 42 + 840 (2). si a<z<O0O. 


¿to 


Para determinar las constantes 41, B,, 42, Ba, debemos utilizar 
las condiciones (3) y (4), de las cuales se desprenden las fórmu- 
las (6). Para la determinación de a se obticne la condición (7). 
De esta forma, la parte analítica de la resolución es ignal en 
ambos métodos. 

Los razonamientos que acabamos de exponer demuestran que 
el problema sobre la congelación se puede resolver también en 
los casos en que el calor latente se desprende no a una temperatura 
fija, sino en cierto intervalo de tetrmperaturas. Por un método 
seincjante, se puede resolver el prolilema si hay no una, sino 
varias temperaluras críticas. lo cual se encuentra cn las trans- 
Formaciones de fases en el proceso de paso de una estructura cris- 
talina a otra, por ejemplo, en la recristalización del acero. El 
mélodo más cloctivo de resolución numérica de los problemas 
sobre canbios de fase, es el método do las diferencias finitas, 
que se puede aplicor al caso de dos y lres variablos espaciales, 
si hay varios cambios de fase (véase el Complemento I. $ 4). 


Y. ECUACION DE EINSTTIN—KOLMOGO ROVY 


Las partículas jicroscópicas que se encuentran en na medio 
en estado de suspensión libre, efectúan un raovimiento desordena- 
do, que se llama browniano. Designemos la posibilidad de que 
una partícula, que sale del punto 1, en el momento to, se halle 
en el momenlo £ en un entorno pequeño AV del punto Af, por 
la función 

WI(M, €. Mo, lo) -AV. (1) 

La probabilidad aquí se comprende en el sentido de que si 
durante cierto intervalo pequeño to + At del punto Mo Sule 
una cantidad suficientemente grande ¿Y de partículas (y la inte- 
racción entre éstas cs despreciablemente pequeña), la concentra: 
ción de estas partículas para Al —> 0 en el punto 41, en el momen- 
to £, sorá igual a W (M, t; Afo, ty), sí se toma como unidad de 
masa toda la masa de partículas que salen del punto Afo. 

En la difusión de un gas, que tiene lIngar en cierto medio (por 
ejemplo, en el aire), nos encontramos con un fenómeno semejan- 
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te. La función W(M, t, Mo, to) es la función de una fuente 
puntual que corresponde a la masa unitaria. 
Es evidente que 


y W(M, ; Mo t)dVa=1  (1>1) (2) 
y que si la concentración inicial de las partículas en cierto momen- 


to ty es igual a p (M), la concentración u (M, 1) de estas partí- 
culas en el momento t > ty será igual a 


u(M, ) =$ W(M. €; P, t)p(P) aVp, (3) 


donde la integral se toma por todo el espacio. 
De la última igualdad se obtieno la ecuación!) 


W(H,t; Mot) =S W(M, t; P,0) W(P,0, Mo. 1) dVp (4) 
(to <0< 1), 


que tiene lugar para todo valor ty <0 < 1. Esta última ecuación 
es llamada ecuación de Einstein- Kolmogórov. 

Demostremos que bajo condiciones determinadas, impuestas a 
la función W(M, t; Mo. to), la solución de la ecuación de 
Einstein-Kolmogórov satisface a cicrta ecuación en derivadas 
parciales de tipo parabólico. Analicemos el caso en que la posición 
del punto M se caracteriza por una sola coordenada z. Supongamos 
que la función W (2, 1: Zg, lo) satisfaca a las condiciones siguion- 
tos: 

1” 


1 Va — E) Wie, ¿+ 0% E, )dr=A (5.0. (5) 
1-0 T T 
Si durante el tiempo 7 la partícula pasa de la posición 3 a la 


. so. L A e s Ed 
posición xr, entonces ——= es Ja velocidad media de la partícula. 


sr 


De este modo, la primera condición significa la imposición de 
que exista la velocidad finita del movimiento ordenado de la 
partícula. 
y. 
«—ty 1 

lim PERE lim — j (1 — E NW (xr, 7, €, Y dx —28B (E. £). (6) 
1.—() T T 

La magnitud (z — E)? no depende de la dirección del desplaza- 
miento del punto x con respecto al E. El valor medio del cuadrado 


1) Véanse M. A. Leuntóvich. Fisica Estadística, can. Vl, ed. Gostejizdat, 
1044; A. N, Kolmogórov, Métodos Analíticos de la Teoría de las Probabilidades, 
Uspéji Matematicboskij Naúk, fasc. V, 1938. 
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de la desviación durante un tiempo Y 


(2—ti=V(—E? Wiz, 147 E, dz 
se considera, por lo gencral, como medida del desorden del movi- 
miento en este intervalo de tiempo. La condición 2” indica la 
hipótesis de la dependencia lincal de la media dol cuadrado con 
respecto al tiempo para pequoños T. 


y 
lim LEE tim $10 —EP-Wés, t4+ 7 E, 1dx=0. (7) 


u-»0 
La función W (zx, £ 4 7; E, £), que es función de la fuente puntual, 
debe disminuir rápidamente, para pequeños valores de 7, cuaudo 
|z—E|-—> 00, y crecer cuando | z — € | es pequoño. 

Para obtener la ecuación diferencial de Einstein-Kolmogórov, 
multipliquemos ambos miembros de la ecuación (4) por una fun- 
ción arbitraria y (x%), que so anule conjuntamente con su derivada 
en las fronteras de la región de integración, e integremos sobre 
toda esta región: 


$ Wiz, tt; Zo, to) y (2) de = 
= $ W(E, l; Zo, to) dE $ W(r, t+97 E, 8 y (z) dz. 
Desarrollando en el segundo miembro la función y (x) en serie 
de Taylor con respecto a z — €: 
ra 0+ 0-2 A ay, 
donde E* es un valor intermedio, comprendido entre x y E, y 


dividiendo entre “t, tendremos, después de transformaciones 
sencillas: 


Sot) Wiz, t+ Lo, 2 W (zx, t; Yo, to) ia 


E po 
= [WES 2 t) los o + E d+ 


AE == $5 DUE EN MA, tí zo, t) Wi (ro, t+ 7 8, » di dz. 


Suponiendo que p” (2) está acotada: 
IP (1<A 
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y teniendo en cuenta que 


$ W(E, E Zo, td E=1, 
se obtione: 


5 o (E) (e— ED WEE 20. to) W(=,t4 7% E, dt dr |< 


SL eel we 0p0 59d 212 EL 
T 


De Ja condición 3 se deduce que esta expresión tiende a cero 
cuando t —=>- 0. Por esto, pasando al límite cuando 7 -> 0 y apli- 
cando las condiciones 1?, 2”, se obtiene: 


um TES To. tp) dr— 


= | W(5, 8 2 t)ly (415 0 + 1158 (E 0)]0. 


Después de integrar por partes ol segundo miembro, tomando en 
cuenta que la función y se anula conjuntamente con su derivada 
eu la frontera de la región de integración, se obtiene: 


14U 2 
Sua [274 9(AW) AO as ó 


Como esta relación debe tener lugar para una función y (7) arbi- 
traria, para la función de la probabilidad W (x, t; ro, to) se 
oblicne la ecuación diferencial de Elnstein- Kolmogórov 
gw _ J(A4W) y 448 7 (BW (8) 
Ot Ox A 


La ccuación obtenida es de lipo parabólico, en forma semejante 
a la ecuación de la conducción del calor, y se puede escribir on 
la forma 


W,= 7 (BW y) +aWm7,.+PBH, (9) 
donde 
=— A 4 BP = — Ax + Bxx — Ox 


De la ecuación (9) se aprecia que la magnitud B tiene el significado 
físico de coeficiente de la difusión. Si el proceso considerado es 
homogéneo en ol cspacio y el tiempo, es decir, la función W 
depende sólo de la «diferencia E =x—o9 y 0 =t— to, los 
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coeficientes A y B no dependen de z y €, y son constantes. La 
ecuación (8) es en este caso ina ecuación con coeficientes cons- 
tantes: 
, » 32 197 

O E +B au 

Ol dx da? 
Si la función W depende sólo de | x — ¿ |, es decir, si Ins proba- 
bilidades de desplazamientu a derecha e izquierda en distancias 
iguales del punto E son iguales, cs evidente que A debe ser nula. 
Analíticamente, esto se desprende de la fúrmula (5), en virtud 
de que el integrando es impar. 

En coste caso, la ecuación (8) es Ja ecuación más simple de la 

condncción del calor 


l (10) 


oW ey 
o (50) 


VJ]. FUNCION 4 


1. Definición de la función Y. Conjuntamente con las mag- 
nitudes distribuidas en forma conbinua (masa, carga, fuentes 
térmicas, impulso mecánico, etc.), cun frecuencia hay que operar 
con magnitudes concentradas (masa puntnal, carga puntual, 
fuente puntual de calor, impulso concentrado, etc.). No sa debe 
olvidar que cestos conceptos son «imágenes limites y pueden ser 
caracterizadas mediante e) conceplo de «funciones generalizadasa!). 

Teviendo en cuenta el significado físico del problema, conside- 
remos el polencial en el punto Af (vénse el capítulo IW, $ 5) 
de la masa unitaria, concentrada dentro de cierto volumen 7 cn 
vn entorno del punto My. Tomemos cierta sucesión de finiciones 
(Pra) (Pn > 0), cada una de las cuales es igual a cero fuera de la 
esfera > de radio e,, con cenbro en el puuto My, donde e, —> 0 
cuando n => 09, y para las cuales. a partir de un cierto 1. 


[0 (Pr d= $5 0, (P) dp =1. (1) 
s%: 


tn 
Considerando la sucesión de funciones 


ll, = 55 7 an, 


t) Para más detalles, vésso NR. Courant, Parttal Differential Equations, 
New-York-London, 1982, así cono también T. M. Guelfand y E. G. Shílov, 
Funciones Goneralizadas y Operaciones con éstas, ed. Fizmntguiz, 1959. (Véaso 
también L. Schwartz, Théorie des distributions, €. 1, 2, Hormavn, París, 
1950, 1951. (NV. de la Red.). 
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que son los potenciales de las masas, distribuidas con densida- 
des p., y efecluando el paso al límite cuando n —=- oo, se obtiene: 


a 1 
lim un, = 
ARS PF MoM 


(2) 


Este resultado, evidentemente, no depende de la elección de la 
sucesión fp). A pesar de que la sucesión (u,) converge hacia 


- , la sucesión (p,) no tiene límite en la clase de las funciones deri- 


vables a trozos considerada. La «imagen límite», que corresponde 
a la sucesión fpn), se llama función 6 (M, Mo). 

La propiedad fundamental, que determina a la función 6ó, 
es la siguiente relación operacional formal: 


_ JM), si MET, 
SÍ 5(Mo, MIN dt | O, si M7, 


(3) 
siendo / (M) una función arbitraria continua del punto 2. Plenien- 
do en cuenta que para n => oo das funciones Pp, tienden uniflorme- 
mente a cero en cualquier región que no contiene al punto Mo, 
y crecen indefinidamente cn el entorno Sn del punio My, a voces 
definen a la función 6, formalmente, mediante las relaciones 


8(M, Mo) =0 para a (6) 
S(M, My) =%w0 para M= M, 
y 
_ Ji para M¿ET, 
[LS 5, Mara | y an A 65) 


La igualdad (5) cs una consecuencia evidente de la fórmula (3) 
para f = 1. 

Al estudiar las sucesiones de funciones en distintos problemas, 
hay que iratar con diferentes definiciones de convergencia. 

Se dice que la sucesión de [uncionos 


Lin (1)) = Us (2), Us (2), «..,. Un (1), ..- (6) 


converge uniformemente en el intervalo (a, b), si parn todo e > 0 
existe un N tal que para an, m> N, para cualquier x de (a, b) 
se cumple la condición 


| u, (2) — Um (1) | < € para n, m> Ñ. 
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Se dice que la sucesión (6) converge en media en el intervalo 
(a, b), si para todo e > 0 existe un N tal que para n, m > ÑN, es 


bh 
$ la, (2) Um (2) Bda <. 


So dice que la sucesión (6) converge débilmente en ol intervalo 
(a, b), sí para cualquier función continua f existe el límite 


b 
lim $1 (x)u, (<) ex. 


n>wo uy 


Al estudiar sucesiones convergentes, con frecuencia se introdu- 
cen los elementos límite do éstas. Consideremos la clase de funcro- 
nes continuas en el intervalo (a, b). En el caso de la convergencia 
uniforrue, cl elemento límite pertenece a la misma clase de fun- 
ciones, cosa que no siempre tiene lugar para la convergencia 
en media y la convergencia débil. 

Si cl elemento limite no pertenece a la clase considerada de 
funciones, so introducen los elementos límite, ampliando la clase 
inicial, Aquí por ampliación se eutiende el conjunto de los ele- 
menLos iniciales y los elementos límite. Con el concepto de 
ampliación nos encontramos en la teoría «del número real, cuando 
so introducen los números irracionales como elementos límite, 
que se determinan por la clase de sucesiones equivalentes. 

Al bablar de elementos límite en el sentido de la conver- 
gencia débil, diremos que dos sucesiones (u,) y fo,) tiencn un 
mismo elemento límite, si éstas son equivalentes, es decir, si la 
sucesión fu, — Un) converge débilmente hacia cero: 


h 
lim 175 [un (2) — va (1)] de =0. 


Llamaremos a la sucesión de funciones no negativas (0, ) suce 
sión local normalizada del punto zo, si la función 6,, es igual a cero 
fuera del intervalo (to — 8n. To + €n), donde 


€, —0 cuando n—o00, 


(a 1. 


Es evidente que la sucesión (8,) convergo débilmente. El elemento 
límite de la sucesión (6,) se llama comúnmente función 6 del 
punto Zo. 
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En el caso en que el elemento límite u, en el sentido de la 
convergencia débil, de la sucesión (u,) se sale de la clase de 
funciones u,,, la integral «dol producto de cierta función f (2) por 
el elemento u se define como cl límite 


hb h 
lím $ 1(2Ju, (+) dx = | f(x) u dz. 


Es evidonte que para la función $ del punto zo tiene lugar la igual- 
dad 


b 
$ 4 (2) 8 (xo, 2) de =f (zo). 


Esta relación se toma a menudo como definición do la fuución 6. 


2. Desarrollo de la función ó en serie de Fourier. La fun- 
ción 6 se puede definir también como la imagen límite de olras 
sucesiones, equivalentes en el sentido de la convergencia dóbil 
a la sncesión 6, (2), citada más arriba, de funciones locales nor- 
malizadas del punto zx). 

Tomemos la sucesión de funciones 


- 1 
Ón (Lo, ET + 


l ma en nt mx 
+= Y [cos — £o:008 — 2 + 80N — sen — z | = 
[ ni £ / l / 


4 12 mx 
== 3 + 57 2 Cos e (1 — Lo), (7) 


o, en forma compleja, 


70 
im — (x—x,) pa 
t 3 : ( ) 


y 1 2. 
6, (x, 1) = a 


definida en el intervalo (—¿, )). 
Es evidente que para cuniquier función £ (:), que se desarrolle 
en serie de Fourier. tienc lugar la siguiente igualdad límite: 


t 
lim 1 8n (20, 2) 8 (x) de = 8 (20), (8) 
la cual demuestra que en la clase de funciones (g (x)), que se 
desarrollan en series de Fourier, la sucesión 6, (zo, x) escrita 
más arriba es equivalente, en el sentido de la convergencia débil, 
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a Ja sucesión 8, (Lo, 1), O Sea, que 


O A A (9) 
2l loma 2 


si esta igualdad se entiende desde el punto de vista expuesto más 
arriba do convergencia débil, 
Desde este mismo punto de vista, tiene lugar la igualdad 


ó (Zo, rt) ad Ze Pa (z) f» (20), (10) 


donde (q, (2)) es un sistema completo ortogonal y normalizado 
de funciones, definido en cierto intervalo (a, b), así como tusn- 
bién la igualdad 


8 (2. 7) = za | en de — e Í cosle(xy —z)dk. (11) 
2n oo T 0 


Demostremos que en el cálculo de integrales que contienen a la 
función Ó se puede aplicar la serie (9), efectuando la integración 
término a término del integrando. 

Consideremos cierta función g (2), que se desarrolla on serio 
de Fourier, y la integral 


Ú 
$ 8 (2) 5(2,. 2) dz. 


Sustituyendo aquí en lugar de 3 (x/, 2) su expresión, dada 
por la fórmula (9), efectuemos la integración de la serie que so 
encuentra hajo el signo integral. Como resultado, se obtiene: 


g (1) = + » 5 (dncos 224 Gn son E" 2). (11) 


donde 
E 4! 
y = mn] $, 8(=) dto. 
Ez 1! nm 
Em = 7 $ E (ro) cos Er: dre, ! (12) 
21 
= 41 Tm 
Em = y Se (xp) sen EN Lo d.tp. 
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La confrontación de la fórmula (11) con la igualdad 


l 
8%, nde)  (—I<n<D, 


demuestra que Ja integración término a término de la serie de 
la función 6 que hemos cfcctuado nos conduce a un resultado 
correcto. 

De este modo, en la clase de funciones que se desarrollan en 
serie de Fourier, la sucesión de sumas parciales 


nn 


Rh 
1 y a — (a=x”) 


os equivalente a la sucesión local normalizada (0). 

Otras formas de representación de la función Ó están también 
basadas en la aplicación de ciertas sucesiones funcionales, equiva- 
lentes en el sentido de la convergoncia débil a la sucesión (6,). 


3. Aplicación de la función 5 a la composición de la función 
de la fuente. Consideremos cl siguiente problema: 


U: = Ourz, (13) 
u (x, 0) = q (2), (14) 
u (0, ¿:) =u (l, £) =0. (15) 


A la función dada q (x) le corresponde una solución única del 
problema 


u (zx, 1) =£L lp (2)1. 
Supongamos que el operador .£ se puede representar en la forma 


i 
u(=, 1) =L [q (0) = ) C(z, E, 1) 9 (E) dE, (16) 


donde G (z, E, t) es el núcleo del operador £. 
Para hallar el núcleo G (zx, E, t), hagamos: 


y (1) = 6 (1 — Zo). (14”) 
Sustituyendo en la fórmula (16) y (x) por la función 6, se obLione: 
ulz, t) =Glz, za ), (17) 


os docir, G (x, xp, t) es solución del problema (13) con la condi- 
ción inicial (141). 
201043 
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Representemos a la función 6 en forma do la serie de Fourie 


dx —1)= Y Len aso E 
m1 


ll núcleo (f, evidentemente, debe buscarse cu forma de la suma 


on 
nT Si 
G(r, 2 )= NY A, ll) en 7 (15) 
y cum Y 
cada sumando de la cual debe salisfacer a la ecuación de la con- 
ducción del calor. De aquí se deduce que 
E pa 2, 
An (0) =48,€ ( ; ) . 
De la condición inicial se obliene de inmediato: 
2 rm 
B, = —- sen — Ep. 
l l 


De esta manera, so obtiene, formalmente, la expresión 


9.02 _(MY as ? 
G(2, Lo, y=+ Ae ) sen asen Ea (19) 
nm "oj 


para el núcleo €, que coincide con la representación de la función 
do la fuente que fue estudiada en el $ 3, La solución del proble- 
ma (13) —(15) se da medianto la fórmula (16), donde G (x. xp, £) 
es la función definida por la Fórmula (19). 

De forma semejante se pnede hallar la expresión para la 
función de la fuente en la recta no acotada. La función G se doter- 
minará en este caso por las condiciones 


uy — Au =0 (—o << 0), (20) 
ulx, 0) = q (2) = 6 (2 — Zo). (21) 


Teniendo en cuenta el desarrollo do la función 6 en la intefrrral 
de Vounrier 


Sr — 1) = - f cos A (1 — 29) di, 
"0 
buscaremos a (7 (z, zy, t) en la forma 


Glx, Zo, ) = - $ A1(t)cosd (x — x,) di. (QH 
0 
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De la ccuación (20) se halla: 


Ar (0) = ADA (23) 
Haciendo ¿ = O y comparando las fórmulas (23) y (21), se obtiene: 
AP = 1. 


De esla forma, 
Oe] 


GC(Z, Lg. 1) = - $ et eogh(r — 2) di. 


El cáJculo de esta integral nos da: 
1 _ tex 
CIA Lo. ll = —>=> € 104. 
2 Vana*t 
De aquí se deduce que la solución del problema sobre la propaga- 


ción de una temperatura inicial en la recta infinita debo expre- 
sarse por la fúrmula 


n(r,)= 5 G(x, 5, 0 p (0) de. (24) 


La determinación de los limites de aplicación de las fórmulas 
obtenidas por el método do la función Ó debe ser estudiada espe- 
cialmente. 
Consideremos ahora. en calidad de ejemplo, la ecuación no 
homogénea 
y = 64. + PA ; (25) 
cp 
donde F (x, £) es la densidad de las fuentes térmicas distribuidas. 
Si en el punto zx = €. en el momento £ = ty, se ha sitnado una 
fuente insxlantánen de calor de polencia Qy, entonces 


Fic. 0 = 00 (r — 8) Ó (£ — (y). (26) 
Hallemos la solución do la ecuación no homogénea 
u¿= QU... + Lo 0 (2 — E Ó (l — £,,) (t+>0) (27) 
cp 
con la condición inicial nula 
“a (zx, U) — O. 


Teniendo en cuenta la representación integral 
1 a 7 
Ó (1 — E) = a fcosA (r — Edi. 
í 


20» 
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buscaremos la función u (x, 2) en la forma 
u (a, 1)= = f us, (2) cos A (2 — E) di. 
0 


Sustituyendo estas expresiones en Ja ecuación (27), se obtiene 
la ecuación para ua (£): 


4 (0) + au, (1) = o Ó (t— to) 
con la condición inicial 
Ita (0) = 
Como es sabido, la solución de la ecuación no homogénea 


u+au=f(t),  u(0=0 


tiene la forma 


u (t)= í A (1) de. (23) 
En nuestro_caso, j 
Qu (anu) | O para t< to, 
Ur (1) = - ) e S (t— to) dr= 2 ¿OMA—1p) (29) 


para t > fo. 
De este modo, 


u(z, 1) = Es E porn t0eosi(r—E) dae = Lo G («—E, 1), 
cp 


donde 
1 (x—¿ 


G(z, E, t — tg) = 2 Val e 5ar—f0) 
Via” (t —t, 


es la función de influencia de una fuente puntual instantánea. 
Un método semejante de composición de la función de in- 
fluencia se aplica frecuentemente en la física teórica ?). 


2) Para más detalles sobre la exposición de la teoría de la función Y 
y varios ojemplos do su aplicación, véase el meo de D. D. lvanenko 
y A. A. Sokolov, Teoría Clásica del Campo, cap. 1, od. Gostejizdat, 1951. 


CAPITULO IV 
ECUACIONES DE TIPO 
ELIPTICO 


Al estudiar los procesos extacionarios de distinta naturaleza 
física (oscilaciones, conducción del calor, difusión y olros) se 
obtienen, por lo general, ecuaciones de tipo olíptico. La ecua- 
ción más frecuente de este lipo es la ecuación de Laplace 


Au = 0. 


La función u se llama armónica on la región T', si es continua 
en esta región conjuntamente con sus derivadas de hasta segundo 
orden y satisface a la ecuación de Laplace. 

En el estudio de las propiedades de las funciones armónicas 
fueron desarrollados diferentes métodos matemáticos, que resul- 
taron fructíferos tarnbién «ul aplicarlos a las ecuaciones de tipos 
hiperbólico y parabólico. 


$ 1. PROBLEMAS QUE SE REDUCEN A LA ECUACIÓN 
DE LAPTLACE 


1. Campo térmico estacionario. Planteamiento de lus problemas 
de contorno. Consideremos un carapo térmico estacionario. En el 
capítulo 111 fue demostrado que la temperatura de un campo Llér- 
mico no estacionario satisface a la ecuación dilerencial de la 
conducción del calor 


u=aAu 6 = E) 
cp 


Si el proceso os estacionario, so establece una distribución de 
temperatura u (x, y, z) que no varía con el tiempo y, por consi- 
guiente, satisface a la ecuación de liaplace 

Au = 0. (1) 
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Si hay fuentes de calor, se obtiene la ecuación 


Au = —Í, as 2 
| / 7 (2) 


donde X' es la densidad de las [nentes térmicas, y k, el coeficiente 
de conductividad térmica. La ccuación no homogénea de Lapla- 
ce (2) se llama con frecuencia ecuación de Poisson. 

Consideremos cierto volumen 7. delimitado por la superfi- 
cie 2. El problema sobre la distribución estacionaria de la tem- 
peratura u (x, y, 2) dentro del cuerpo 7 se formula de la siguien- 
te manera: 

hallar la función u (x, y. 2) quesalisface dentro de T' a la ccuación 


Au = —f1x, y, 2) (2) 


y a la condición de frontera, que puede ser tomada en una de las 
furmas siguientes: 


l.u=f, cu 2 (primer problema de contorno), 


I1. > f¿ <n 2 (segundo problema de contorno), 


nu. = h(u—$f).<0 en > (tercer problema de cuntorno), 


donde f,. fa, f2, son funciones dadas, es la derivada dirigida 


por la normal exterior a la superficie 2 ?). 

El significado físico de estas condiciones de frontera es oviden- 
te (véase el cap. 1H, $ 1). Fl primer problema de contorno para 
la ecuación de Laplace a menudo se llama problema de Dirichlet, 
y el segundo, problema de Neumann. 

Si se busca la solución en la rerión T,, que es interna (o exter- 
na) con respecto a la superficie £. el problema correspondiente 
se llama problema de cormborno interior (o exterior). 


2. Corriente potencial de un liquido. Potencial de una corriente 
estacionaria y de un campo electrostático. En calidad de seguido 
ejemplo, consideremos la corriente potencial de un líquido sin 


1) Es evidente que la distribución estacionaria de la temperatura se 
puede establecer sólo si el flujo totul a través de Jo frontera de la región 
es igual a cero. De aquí se deduce que Ja función f2 debe satisfacer a la con: 
dición complementaria: 

| ' de de — 


a . 
a 
- 
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fuentes. Snpongamos que deutro de cierto volumen 7 de frontera 
2 tiene lugar la corriente estacionaria de un líquido incompresible 
(la densidad p = const), que se caracteriza por la velocidad 
v(z, y, 2). Si la corriente del líquido es irrotacional, la veloci- 
dad ves un veclor potencial, es decir, 

* = — grad q. (3) 
donde q es una función escalar, llamada potencial de la velocidad. 
Si no hay fuontes, entonces 

div + =0, (4) 
Sustituyendo aquí la expresión (3) para +. se obtiene: 

div grad y =0, 

o bien 

Ay = 06, (5) 
es decir, el polencial de la velocidad satisfuce a la ecuación de 
Laplace. 

Supongamog que en un medio conductor homogéneo se Liene 


una corriente estacionaria de densidad volumétrica ¿(x, y, 2). 
Si en el medio no hay fuentes volumétricas de corriente, entonces 


div j = 0. (6) 


El campo eléctrico E' se determina medianle la densidad de la 
carga a partir de la ley diferencial de Ohm 


LE'= En ; (7) 
A 
donde A es la conductibilidad del medio. Como o] proceso es esta- 
cionario, el campo eléctrico es irrotacional. o potencial *), es 
decir, existe una función escalar q (x, y, z) para la cual 


E = —grad (¿ = — 4 grad 4). (8) 
De aquí, en base a las fórinulas (6) y (7), se concluyo que 
Aq =0, (9) 


€s decir, que el potencial del cauipo eléctrico de una corriento 
estacionaria satisface a la ecuación de Laplace. 

Consideremos cal campo eléctrico de curgas estacionarias. 
De la permanencia del proceso se deduce «quo 


rot £ — 0, (10) 


lt) De la segunda ley de Maxwell, E MH -— — rob E se deduce quo 
rot E =0. 
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es decir, que el campo es potencial y 
E = — grad q. (8) 
Sea p (z, y, 2) la densidad volumétrica de las cargas que bay 


en el medio, el cual se caracteriza por la constante dieléctrica 
e = 1. Partiendo de la ley fundamental de la electrodinámica 


JS En ds =4n30=án [ff pr, (11) 
7 
siendo 7 cierto volumen, $, la superficie que lo delimita, 2e,, 


la suma de todas las cargas dentro de 7, y aplicando el teorema 
de Ostrogradski 


¡SEnds=$jJdiv Ear, (12) 
se obtiene: 
div E = 4xp. 
Sustituyendo aquí la expresión (8) para E, tendremos: 
Ap = — áxp, (13) 


es decir, el potencial electrostático q satisface a la ecuación de 
Poisson. Si no hay cargas volumétricas (p = 0), el potencial q 
debe satisfacer a la ecuación de Laplace 


Ap =0. 


Los problemas de contorno principales para los procesos con- 
siderados son de los tres tipos expuestos antes. No nos detendre- 
mos aquí en ciertos otros problemas de contorno, que son carac- 
terísticos para diversos procesos físicos. Algunos de estos proble- 
mas se expondrán en los apéndices. 


3. Ecuación de Laplace en un sistema de coordenadas curvilíneo. 
Deduzcamos la expresión para el operador de Laplace en un 
sistema de coordenadas curvilíneo ortogonal. Supongamos que 
en el espacio se han introducido, en lugar de las coordenadas 
cartesianas z, y, z, las coordenadas curvilíneas q,, 92, 9 mediante 
las fórmulas 


UN =fi(2, Y, 2), 2 =felZ, Y, 2). 43 =fsl(z, y, 2), (14) 


resolviendo las cuales con respecto a x, y, z se puede escribir 
x= Qt (1, 92, 93), Y = Pz (0. 92, 93), 2 = Plgi, q2 93). (15) 
Haciendo q, = Cy, 92 = Ca, Ya = Cy, donde C;,, Ca, Ca son cons- 
tantes, se obtienen tres familias de superficies coordenadas: 


f(z, y, 2) =Ci fo (2, y, 2) = Ca y fa (zx, y, 2) = Cs. (16) 
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Considerenios un elemento de volumen en las nuevas coordena- 
das, limitado por tres pares «do superficies coordenadas (fig. 44). 
A lo largo de la arista A8 es q, = const, q3 = const, a lo largo 
de AD es q, = const, q2 == const, a lo largo de AC, q, = const, 
qa = const. Los cosenos directores de la tangente a las aristas 
AB, AD y AC son proporcionales respectivamente a 


dq, Ó4 9 . 
001 09; 041 
0q E 04s 
07. 092 092 
0; AA Ps 
0q3 043 043 


La condición de ortogonalidad de los lados tendrá la forma 


dp, 0 Op Op, , 0qa 0 
e q E e 2 0 E A 
0q1 09, 0 0%, 0% 04, 


Calculeomos el elemento de longitud en estas coordenadas: 


dq P) 9 
a RA e A a 2 da.) + 
e 


Ot 2) Ol 
¿(2 pz dh + a ——Á (la + de 2 + 
07, 0% 0d3 


d 0 dv 2 
+ ( Fa dq + ALS dq» de ! Ps da») ] (18) 
din 0q2 093 


Abriendo paréntesis y teniendo en cuenta las condiciones de 
ortogonalidad (17), resulta: 


ds = Hi di + (¿dq + 113 das, (19) 
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ri (22) ye ES] + (2) 
dq, dq 7 
2 2 de. N2 
AO 
992 Va 02 
dy , 97, e Upa A 
m2) (23) (2) 
: da a qa e E ) 


A lo largo de cada arista del volumen elemental cambia sólo una 
coordenada; por esto, para la longitud de estos lados tendremos. 
de acuecdo con la fórmula (19): 


de, = ,H, dq, ds» = Il, dez, ds, = Hay des (21) 


donde 


de furma que el elemento de volumen es igual a 
dv = ds; ds, ds: = IT, 4HHy dq, dr dq. (22) 


Consideremos «ahora cierto campo vectorial 4 (x, y, 2). Cal- 
culemos div A, que se determina por la conocida fórmula «lel 
análisis vectorial 

$$ 4, as 
divA= lim =—, (23) 


D aro Ur 


donde $ es la superficie que delimita cierto volumen tar, el cual 
contiene al punto considerado M. Apliquemos esta fórmula al 
elemento de volumen dv, representado en la fig. 44. 

Aplicando el teorema del valor medio, se puede representar 
la diferencia de los flujos del vector .L a través de las caras opues- 
tas, por ejemplo, de las caras derecha e izquierda, en la forma 


Q, = A, dez dssla,+dq, — A ds, dsz lo,: 
Teniendo en cuenta las fórmulas (21), se obtiene: 


Q, == [4 HSA, lg,+da, — HALA, la,] dq. dez E 


E ay, (lali 1) dq dqzd4s. (24) 
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Análogamente se calculan las otros dos diferencias de flujos a 
través de caras opuestas: 


Oj a (H,IT,Ay) de, dq: ds, (25) 
deta 

O, = (4,H1,A3) de, dq: dq. (26) 
07 


Sustituyendo en la fórmula (23) el valor de j | A, ds = Q, + 


Ss 
+ Q:2 + Qs y utilizando la fórmula (22). se obtieno la expresión 
de la divergencia en las coordenadas ortogonales curvilineas 


dd | LAMA) + HA) + > (Eti,a| 
3 


H, HAT, oq Mz 
(27) 
Supongamos que el campo .1 es potencial, es decir, que 
.l = grad u. (28) 
Entonces 
po PE A A a A 
Ss; E, 74 fía 0% IT dy 


Sustituyendo en (27) las expresiones (29) para Aj, Az, Az. Se 
obtiene la expresión para el operador de Laplace: 


Au = div grad u = 

to, EA AAN 

H Hao lo MN HL, 9, dqaN Ho de ON Ha 0q)3 
(30) 


De esta forma, la ecuación de Laplace Ar = ( en el sistema de 
coordenadas curviliveas ortogonales q;. 9» y y, se” escribo del si- 
guienle modo: 


E (2 (En), 17) (E% 2) 
HAT 


O0NN H, 0, a Hz 0, 
A dd ))=0 (34) 
dqaN dy 04, 


Consideremos dos casos particulares. 
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1. Coordenadas esféricas. En uste caso es q ="r, q, =0. 
9 = P. y las fórmulas de transformación (15) son 
z = r sen 0 cos q, y = r sen 0 sen q, 2 = r cos 0. 
Calculemos ds?: 
ds? = (sen O cos p dr + r cos 0 cos q. dd — r sen O sen p dq)? + 
+- (sen O sen q dr + r cos 0 sen q dd +4 r sen 0 cos q dq)? + 
-+ (cos O dr — r sen 0 d0)?. 
Después de abrir paréntesis y de simplificar, se halla: 
ds* = dr? + r? de? + r? sen? 8 de?, 
es decir, 
HH, =41, H,=r, H;x = r sen 0. 


Sustituyendo los valores A,, Hz, Ha en la fórmula (31), se obtiene 
la ecuación de Laplace en coordenadas osféricas: 


pe [2 (trono 22) 4 2 (sono 2) 4 du las (E 2) |=o, 
r sen0 Lor dr 08 d0 dp send dp 


o, en definitiva, 


10f ,0u l 0 
AS 
A +A send d0 y) y 
CE 
r"sento óq* 
2. Coordenadas cilíndricas. Jn este caso es q =P, Qs == 


=0, 3 =2, 
I=PC08Q, Y =PSENQ, Z2=23, 


=0. (32) 


de manera que 
H, =1, H2=p, H3=1. 


La ecuación de Laplace en coordenadas cilíndricas toma la forma 


1 ¿o y 1 4u Pu 


IN a 
cl 0p pe e +47 0% 


= 0, 33 
0 (33) 


Si la función buscada u no depende de z, la ecuación (33) se sim- 


plifica: 
1 o =) 1%_a (34) 
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4. Ciertas soluciones particulares de la ecuación de Laplace. 
Tienen un gran interés las soluciones de la ecuación de Laplace 
con simetría esférica o cilíndrica, es decir, que dependen sólo 
de una variable r ó p. 

La solución de la ecuación de Laplace u = U (r) con simetría 
esfórica se determinará de la ecuación diferencial ordinaria 


ha (- 22) = ( 
dr dr 


Integrando esta ecuación, hallamos 


dende C, y C2 son constantes arbitrarias. Haciendo, por ejemplo, 
Ci = 1, Ca = O, se obticne la función 


Vy=2, (35) 


que se llama con frecuencia solución fundamental de la ecuación 
de Laplace en el espacio. 
Análogamente, haciendo 


u = U (p) 
y aplicando la ecuacion (33) o la (34) se halla la solución con 


gimetría cilíndrica o circular (en el caso de dos variables indepen- 
dientes), en la forma 


U (p) = C; In p + Ca. 


Escogiendo C1¡ = —1 y C2 = 0, tendremos: 
1 UTA) 
Do == ln . . (36) 


La función Up (p) se llaroa con frecuencia solución fundamental 
de la ecuación de Laplace en el plano (para dos variables indepen- 
dientes). 


La función Uy=h satisface a la ecuación Au = OU en todas 


parles, a excepción del punto r = 0, donde se vuelve infinita. 
Salvo el factor de proporcionalidad, ésta coincide con el campo 
de una carga puntual e, ubicada en el origen de coordenadas; 
el potencial de esto campo es igual a 


uU== —. 
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a e 1 : z 
Análogamonte, la función in— antisface a la ecuación de Laplace 


en todas partes, a excepción del punto p = 0, donde se vuelve 
infinita (positiva) y coincide, salvo el factor de proporcionalidad, 
con e) campo de una línea cargada (pura más detalles véase e) 
$ 5, p. 2), cuyo potencial cs igual a 


ist ; 
p 


donde e, es la densidad de la carga, calculada para la muidad de 
longitud. Estas [unciones lienen gran importancia on la leoría 
de las funciones armónicas. 


5. Funciones armónicas y funciones analíticas de variable 
compleja. Un método muy general de resolución de los problemas 
bidimensionalos para la ecuación de Laplace, es el que utiliza 
las a cI0nes de variable compleja. 

en 


we f(2) — utx, y) | 10 (ua y) 


cierta función de la variable compleja z -- x + iy, siendo u y o 
funciones reales de las variables z e y. El mayor interés lo tienen 
las funciones llamadas analíticas, para Jas cuales existe la derivada 


dw  Aw . Hzizd Az) —f(z 
2 DIU y Az-=* 1) ¿Az 


El incremento Az = Az + ¿A y puede, cvidontemente. lender 
a cero de varias maneras. Parn cada una de estas maneras «de ten- 
der Áz a cero se puede obtener, en general, un valor distinto del 
límite. Sin embargo, si la Íiunción u: = f (z) es analítica, el límite 
lím y (2) no depende del camino elegido. 
A 1=!) Az 

Las condiciones necosarias y suficientes para que una función 
sea analítica, son las llamadas condiciones de Cauchy-Riemann 


UU, = Uy, (37) 


u, == — U,. 


Estas condiciones se pueden obtener, por ejemplo, del siguiente 
modo. 
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Sea w =k+ iv =f (2) una función analítica. Calculando las 
derivadas 
dt (2) dw 


Ne dz 


dto (32) idas due 


wW, = uU Y, = i 
ñ y Ets dz ? d2 


y €xigiendo la iguulldad de los valores de 22 , determinados de 


estas dos igualdades, se obtiene: 
du) 
Ly | 16, = Uy — UL = : 
dz 


de donde se deducen las condiciones de Canchy—Jtiemann. No 
nos delendremos en la demostración de que estas condiciones 
son suficientes. 

En la teoría de funciones de variable compleja se demuestra 
que una función analitica en cierta región G del plano z = r + iy, 
tiene en dicha región derivadas de todos los Órdenes, y so dosa- 
rrolla en serie de potencias. En particular, para esta función, 
u(z. y) y v(z, y) tienen derivadas continuas de segundo orden 
con respecto a zx e y. 

Derivando la primera igualdad de la fórmula (37) con respecto 
az, y la segunda con respecto a y, se obtiene: 


Uxsx + Uyy =- 0. o bien Ayu = (, 
De modo semejante, cambiando el orden de derivación, se halla: 
Pxx Uy =0 0 bien Age = 0. 


De esta forma, las purles real e imaginaria de la función 
ánalitica satisfacen a le ecuación de Laplaco. Comúnmente se 
dicé que zx y v, las cuales satisfacen a la condición de Cauchy- 
Riemann, son funciones armónicas conjugadas. 

Consideremos la lransformación 


T= (1, 0), u =u(zx, y), ; 

38 
y = Y (u, D), v= DbÍ(Z. y). pal 
que transforma biunívocamente ciorta región G del plano (xr, y) 
en. la región G” del plano (u, y), de modo que a cada punto de (e 
le corresponde un punto de G” y recíprocamente. a cada punto de 
la región G” le corresponde un punto delerminado de G. 
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Sea 
U —=U (xr, y) 


cierta función real con derivadas segundas continuas, definida 
dentro de la región G. 
Analicemos cómo varía en esta translormación el operador 


de Laplace de la función U = U lz (u, v), y (u, o) = U (u, u). 
Calculemos las derivadas de la función: 
O,= ATA + U.oe, Oi = D,u, + Dovys 
Ox: = Ou + ¡E + 20, 1x0, + ¿ATA + Unix, 
Us, == Oya + Uop vs + 20 , py Ds, + O uyy + A 
do donde se obtieno: 


Us + Uy = E, et De + o) + 
+ 20.0 (U, Ux + 4, Uy) + ¿A (Usxx + ttyu) E Ú, (Vex + Uyy)- (39) 


Si u y y son funcionos armónicas conjugadas, la transturma- 
ción (38) es equivalente a la transformación que se efectúa median- 
te la función analítica 


w=f(1)=u+dv (2 = x + ly). (40) 


En este caso, en virtud de las condiciones de Cauchy-Riemann 
(37), para las funciones u y v deben cumplirso las relaciones 


ee 00 + 0=1f (2) 
UxUx + UyUy = 
La fórmula (39) adquiere la forma 


Uvx uN Uy, A UA “ F- E.) E (2) la (41) 
o bien 
| 
RN 
1721 (415) 
De aquí se deduce que, como resultado de la transformación (40), 
la fuación U (x, y), armónica en la rerrión G, se transforma en la 


Ú a U (u, y), armónica en la región G”, siempre que | 7” (s) 1? < 


6. Transformación de Jos radios-vector inversos. Al estudiar 
funcionesTarmónicas, se utiliza con frecuencia la transformación 
de los radios-vector inversos. Se llama transformación de los 


$ 1 PROBLEMAS QU SE REDUCEN A LA ECUACIÓN Df. LAPLACE 321 


radios-vector inversos en una esfera de radio a?) a la transforma- 
ción en la cual a cada punto AM se le pone en correspondencia el 
punto 3” que se halla en la misma semirrecta que parte del origen 
de coordenadas que el punto M, y cuyo radio vector r” está ligado 
al radio vector r del punto M por la fórmula 
2 
rr=4, o bien r=Z. (42) 
r 
En lo sucesivo, consideraremos que a — 1, lo cual siempre 
se puede lograr cambiando la escala de longitudes. 
Demostremos que una función armónica de dos variables inde- 
pendientes u (p, q) se transforma, mediante la transformación 
de los radios-vector inversos, en la función armónica 


v(pO, q) ="(p, q), donde p= gl ¿ (43) 
Pp 


En efecto, la función u (p, p) y conjuntamente con ella la 
] . dd ; 
v SE q), satisface, como función de las variables p y q, a las 


ccuaciones 
? 2 
) iS . 
PA, q = (> des ( du) E O > 0 
2 O 0) Pr 
JA v=.”n—Ip— O 
PL Ap, a p 00 ( ap + 20 
Pasando a las variables p” y qu, se obliene: 
de de dp de 
p =P A Ñ MNRKÁ, 
Op dy dp op 


de donde se deduce, precisamente, que e(pí, q) satisface a la 
ecuación Áp y Y = 0, puesto que 


2 d . Wo o 
. A E v == 1d ES ( 2) o ==] O. 
PC An 34 do p le 7 


Pasando al caso de tres variables independientes, demostremos 
que la función 


1 
v(r,0.q)=ru(r,0, q), donde r=—, (44) 


v 
1) Esta transfnemación «+ Jlama comúnmente inversión. (NV. del T.) 
21-1604y3 
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satisface a la ecuación de Laplace Ar 9 y v=0, si u (r, 9, 4) 
es una función armónica de sus variables: Ar: 6, u = 0. 

La transformación (44) se llama a menudo transformación 
de Kelvin. 

Lis fácil probar, mediante la derivación directa, que el primer 
sumando en el operador de Laplace (32) se transtorma en 


LL (.2)- Fu 20 _ 10 (ru) 


PTA —— 9 45 
rr dr ar r dr r Or 2) 
de modo quo 


Pr) 1 | 1 0 ( du ) 1 | 
A, E == |—— —|sev0 — —= =7 | =0, 
rá, n, pe ar + r lseng e sl 00 lee dp? 


o bien 


Fo 1 | 1 2 ( do) 1 Pu ] E 
OS E — | senó z ——_ = 0. 
ar? +7 l:on0 de ento dy? 


Teniendo es. cuenta que 
Óv dv dr .2 Ov 


dr dr Or dr 


se halla que vsatisface a la ecuación A,» 9 y Y = 0, puesto que 


3 P - 2 
AA 4 (seno 22) 4 a 
ar dr” sen 0 40 de sen*8 de 


o bien 
Tr A, 0.4 = (. 


$ 2. PROPIEDADES GENERALES DE LAS FUNCIONES 
ARMÓNICAS 


En el presente parágrafo se da la representación integral de 
las funciones armónicas, que es el aparato fundamental para 
el estudio de las propiedades generales de estas funciones. Uno 
de los corolarios importantes de la fórmula integral es el princi- 
pio del valor máximo, que se aplicará con frecuencia on lo sucesivo, 
tanto para la demostración del teorema de unicidad como para 
la resolución de problemas de contorno. Aquí también se da 
un planteamiento matemático de los problemas de contorno 
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interiores y exteriores para la ecuación de Laplace. y se demues- 
tra la unicidad y estabilidad de la solución de estos problemes. 


1. Fórmulas de Green. Representación integral de la solución. 
Al estudiar Jas ecuaciones de tipo elíptico, aplicaremos con 
frecuencia las fórmulas de Green, que son consecuencia directa 
de la fórmula de Ostrogradski. 

La fórmula de Ostrogradski tiene la forma, en el caso más 
sencillo!): 


¡1 Lazy ds J Rcosy de, (1) 


siendo 7 cierto voJumen delimitado por una superficie 2 suficien- 
temente suave; R(x. y, 2), una función arbitraria, continua 
dentro de 7 + 3 y que tiene derivadas continuas dentro de 7; 
y. el ángulo entre la dirección del eje z y la normal exterior a 2. 
Es fácil comprobar la justeza de esta fórmula, efectuando la 
integración con respecto a 2. 

Por lo general, la fórmula de Ostrogradski se escribe en la 
forma 


$15 (2 + 42) It = 13 [Pcosa + Qcosf + Reos y) do, 


(2) 
donde du = dx dy dz es el olemento de volumen, a = (na), 


p = (ny). y = (nz) son log ángulos de la normal exterior » a Ja 
superficie 2 con los ejes coordenados, P, Q. R, funciones deri- 
vables ar)hitrarias?). 
Si P.O, R se consideran como las componentes de cierto vector 
A = Pi +Qj + HR, la fórmula de Ostrogradski (2) se puede 
escribir de la siguiente manera: 
div 1 dr=— A, do, É 
55 54, Es 
donde 
oP 0Q or 


div A == — =-— — 


"y dz 


' Véase B. M. Budak, S. V. Fomín, 7ntegrales Multiples y Series, 
ed. Naúka», 1965. (o también 6. Puig Adam, Culculo Integral, Madrid, 
1961, pú. 220 (N. de la Red. 

2) Eu lo sucesivo supundremos que a las regiones que catudiaremos 
so les puede aplicar lu fórmula de Ostrogradski. Tules sen, por ejemplo, 
las superficies con curvatura continua a trozos, 981 romo también las super- 
ficies de Liupunov (véase el $ 5). 


21* 
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y 
An =P cosa + QU cof + RP cos y 
es la componente del vector .£ a lo largo de la normal eaterior. 

Pasemos ahora a deducir las fórmulas de Green. 

Sean u =u(x, y, 2) y v =U(x, y, 2) funciones continuas, 
conjuntamonte con sus derivadas primeras, dentro de T + 2 y que 
tengan derivadas segundas continuas en cl interior de 7. 

Haciendo 
dv Oi JU dr 
0x' 77 0z 
y aplicando la [fórmula de Ostrogradski (2”) , se obtiene la llamada 
primera fórmula de Green 


P=u 


dv dudv dudo . dudu 


yA 


P q? ae 1) 
donde A = PE + ay +37 8 el operador de Laplace, A 


1) 17) 7) 
= (0S A -— cos B—=— -— cos y — es la derivada en la direc- 
Ox El p Oy F Ll 


ción de la normal exterior. 
Si se tiene en cuenta la relación 


dude , dudv , duOv 
grad grad v=VYu-Yv= doy Poor" 


la fórmula de Green se puede representar como sigue: 
do sas 
fjSuavdr= — IS vevo dr + $ Sn y de. (9) 
Cambiando de lugar las fun ciones 1 y y, tendremos: 
> du 
$$$ v4u0=-— jj ivovudr +1) Dg Y. (4) 


Restando do la igualdad (3') la (4), se obtiene la segunda fórmula 
de Green 


155 (u Av — vAu) dr = 1$ («3 — 22) do. (5) 


La región 7 puede estar limita da por varias superficies. Las fórmu- 
las de Green son aplicables también en este caso, debiéndose 
tomar las integrales de superficie por todas las superficies que 


limitan la región 7. 
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Fig. 46 


Para las funciones u = u (x, y) y v = v (z, y) de dos variables 
tienen lugar fórmulas análogas de Green. La segunda fórmula de 
Green en la región S de frontera € tiene la forma 


> Ó 
[5 (e 49 — vago ds | (12 — vn ) as, 


donde dS = dx dy, de es el elemento de arco a lo largo de C, 
ÁAz0 = Uxx + Dyys > es la derivada en la dirección de la normal » 
exterior al contorno €. 


Como hemos visto ($ 1. p. 4), la función Us (M) = 5 , donde 


= | (1 — 20)? + (y — yo) + (2 — zo)? es la distancia entre 
los puntos M (zx, y, 2) y Mo [Zo, Yo, 20), salisface n la ecuación 
de Laplace para M + Mo. 

Sea y (M) una función armónica, continua conjuntamente con 
sus derivadas primeras cn la región 7 + É y que tenga derivadas 


-. donde Mo 


MM 
es cierto punto interior de la región 7. Como esta función tiene 
dentro de 7 una discontinuidad en el punto Afo (Xo. Yo» Zo). 
no es posible apjicar directamente la segunda fórmula de Green 
a las funciones u y v en la región T. Sin embargo, la Inunción 


segundas en 7. Consideremos Ja función y = 


U= a está acotada en la región 7 — K, de frontera 2 + 22, 
Furaro 


donde K¿ es una esfera de radio e con centro en eb punto Mo 
y de superficio E, (fig. 45). 
Aplicando la segunda fórmula de Green (3) a las funciones 


UyYyU= R en la región 7 — K., se obliene: 
555 (ua 2 45) a: 
TK, R $ 


9f 1 í du of1 4 du 
Ml) Jet) e 
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En el segundo mivmbro de esta igualdad sólo las dos últimas inte» 


grales dependen de e. Calculaudo la derivada por la normal exte- 
rior a la región 7 — K, en 22, se halla que 


2 (2) =-2(1) 
ón NX R zo Or AX R / lroua 
de donde 


f $ o ( ) do = > Y u do = ns 4neu*= nu”, (7) 


E € 


1 
a 


g 


donde u* es el valor medio de la función + (M) en la superficie 
2¿. Transformemos la tercera integral: 


5 do = 55 do =— ne (2) ES , (8) 
¿ R On € € ón ón 


, + 
donde (5) es el valor medio de la derivada normal en la 
esfera 2¿. Sustituyendo las expresiones (7) y (8) en la fórmula (6) 


y loniendo en cuenta que A ()= Óen 7 — Kg, tendremos: 


1 du duy' : 
E) E] áo + 600 4x0 (2). 00 


Hagamos tender ahora el radio £ a cero. Entonces se obtiene: 


1) lim u* =u (Mo), puesto que u (M) es una función conti: 


nua, y e su valor medio en una csfera de radio e con contro en el 
punto Mo; 


; A , 
2) lím 4xe (55) = 0, puesto que de la continuidad de las 
e. s e 


derivadas primeras de la función u (17) dentro de 7 se desprendo 
inmedialamente la acotación de la derivada normal 


du _ du 
n= dz cosa + ¿y cosf + 5 cOs y 


en un entorno del punto Af o; 
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3) por definición de la integral impropia, 


00355 se ps 02)a 


Como resultado del paso al límite e —>- 0 indicado, se obtiene 
la fórmula integral fundamental de Green: 


ártu (My) = 
ejes de =p ir dute) 
1. ) |. Ss 2, —) Ru. o! ue 'Ñ ) Rue ea en 


donde P = P (E. n, $) es el punto de coordenadas E, y. E, que se 
halla en la superficie 
Si el punto MZ, se halla fuera de la región Y, entonces v = 


es continua y armónica eb todos los puntos de la región 


Hlup 
T'. Por csto, el primer miembro de la fórmula (10) se anula. 

Consideremos el caso en que 317, pertonece a la superficie 2. 
Supongamos que 2 liene en y un plano tangente con coolicientes 
angulares continuos. La esfera 2, de radio € con cenlro en Mo 
corta a la superficie 3 y Ja divide en dos partes, 23, y 22; Ja parte 
E, se encuentra dentro de la esfera K¿. Apliquemos la fórmula 


do Green a u ya y= + en la región 7 — F,, donde 7, es la 


región dolimitada por 2, y por la parte do la esfera 22 que se 
halla dontro de 7. 11 esquema general de log razonamientos que 
nos condujeron a (9) permanece invariante. ln este caso, sólo 
hay que tener en cuenta que la integral tomada sobro 2, + 2£ 
tiende a 2x1u (Mo), e introducir los cambios correspondientes cn 
(7), (8) y (8). Como resultado se llega a la fórmula que se obliene 
de (10) cambiando 4x por 21. 

Uniendo todos los casos escribamos la fórmula fundamental 
E Green en la forma: 


«-U (Mo = 


e 


1 Au (2) 

Y pulp Il JE dTp, 

R y,,p ÓN p Rao» , O Raro ll 
(105 

donde Q toma los valores: 

lies si el punto M, se halla dentro de 7, 
Q 2n, si el punto 32M, se halla en la frontera X, 
O, si el punto M, se halla fuera de 7. 
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¿, Obsórveso que si el punto Mo cs un vértice cónico do la super- 
ficia 23, entonces $% = a, donde ax es la magnitud del ángulo 
sólido formado por Jas tangentos a 2 en el punto Af. 

Para una función armónica, es Ar = 0, y la fórmula (10) 
toma la forma 


1 Í du J 1 
(AL) = — — (P) —u(2? 2 Ja 3 11 
1 (120) 4 Ni La rd ) —u( Sn A Oj (11) 


(My se encuentra dentro de 77). 

De esta forma, el valor de una función armónica on cualquier 
punto interior de la región se expresa mediante el valor de csta 
función y de su derivada normal en la superficie de esta región. 
Aquí se supone que la función u y sus derivadas primeras son 
continuns en la región y cn su frontera. Obsérvese que cuda 
integral 


(Su) dop y 5 2 : ) ue) dos, (12) 
Z Rup < Mp Royr 

donde up y v son funciones continuas, cs una función armónica 
fuera de la superficie 2. En efecto, como los integrandos y lLodas 
sus derivadas son contivuas fuera de la superficie 2, las derivadas 
de las funciones (12) de cualquier orden pueden ser calculadas 
derivando bajo el signo integral. Como, además, las funciones 


E 2 1 )- 
Ru 0% ,. lhyp 


2 (+) 2 (2) 2 (+) 
==[— [cose + —=1/— Jens —l — |cos y» 
NR A Y DE 


satisfacen a la ecuación de Laplace con respecto a las variables 
M (x. y, z), en virtud del principio generalizado de superposi- 
ción (véase cl lema en la pág. 2.3), las funciones (12) también satis- 
facen a la ecuación de Laplace con respecto a las variables x, y. z. 

De aquí se deduce un corolario importante: cualquier fun- 
ción armónica es derivablo un número infinito de veces dentro. 
de la rogión en que es armónica?). Obsérvese también que una 
función armónica es analítica (se desarrolla en serie de potencias) 
en cualquier punto Mo de la región 7. Esto puede probarse 


1) Si para una función u, armónica dentro de 7, nu se cumplo la condi- 
ción do su continuidad conjuntamente con la derivada primera on la super- 
ficio X, el teorema de todos modos es válido, cosa que puede comprobarse 
rodeando al punto 4f por una región que se halle dentru de T, conjuntamente 
con su frontora. 
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mediante razonamientos basados en la misma representación 
integral (14). 

Fórmulas análogas tienen lugar también para las funciones 
armónicas de dos variables independientes. Sea S cierta región 
en el plano (x, y). limitada por el contorno €, y n, la dirección 
de la normal a este contorno, que es exterior con respecto a la 
región $. ; 

Hacien nl unda fórmula de Greon v =ln 

aciendo en la seg m G a 
donde Rmop = V (2 — 20) + (y — yo" es la distancia de 
P (x, y) a un punto fijo Mo (%o, Yo) y razonando en forma seme- 
jante al caso tridimensional, se obtiene la fórmula fundamental 
do Green en el de 


A e) 
Qu(My = [12 u (P AS — 
dl Y= 7 o Rx, On ds Y Un Rus en 


1 Au (P) 10 


dsp, 
M¿P 
donde 
2x1, si AM, se halla dentro de 4, 
Q=) xq, si 41, se halla en la frontera C, 
O, si Mo se halla fuera de $. 


Si u (17) es una función armónica dentro de $, y My está den- 
tro de S, entonces 


A du(P) | 1 ) 
M =>. u (P 1n ——— | | dsp. 
ul o) 5 po E E dn p an ón p d fe Mal" dj 


2. Ciertas propiedades fundamentales de las funciones armónicas. 
Ystablezcamos algunas propiedades fundamentales de las fun- 
ciones armónicas: 

1. Si ves una función armónica en la región 7, liminada por 
la superficie 2, entonces 


(5 do =0, (13) 


donde $ es cualquier superficie cerrada quese encuentre cuteramente 
en la región 7. 

En efecto, sustituyendo en la primera fórmula do Greon (3') 
una función armónica v(Av= 0) y la función u== 1, se obticne 
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de inmediato la fórmula (13). De esta [fórmula se deduce que ol 
segundo problema de contorno (Au — Ú en 7, = = f |:) puede 


tener solución sólo con la condición 


$ ! fdo =0. 
Esta propiedad de las Íunciones armónicas se puedo inlerpre- 
tar como la condición de ausencia de fuentes dentro de la región 7. 
2. St la función u (M) es armónica en cierta región 7, y Mp 
es un punto dentro de esta región, tlenc lugar la fórmula 


y DS 
u(M)= 'Ñ u do, (14) 


donde 2, es una esfera de radio a con centro en el punto 27, que 
se halla enteramente en la región 7 (teorema del valor medio). 

Este teorema afirma que el valor de una función armónica 
en cierto punto My es igual al valor medio de esta función en 
cualquier esícra 2, con centro en My, si dicha esfera no se sale 
de la región en que u (M) es armónica. 

Apliquemos la fórmula (11) a la esfera K, con centro en el 
punto M, y de superficie 2.,: 


odf1 14 du 
4nu( Mo = — [2 (2) 2 
ei cióO y mur) Ho 


Teniendo cn cuenta que 


== en 2, y 1 Ldo=0, 
la 
mNR/lz oRARI) Ira a? 


(la dirección de la normal exterior a Za coincide con la dirección 
del radio), so obtiene de inmediato (14)!). 


2) En la demostración de este teorema fue aplicada la igualdad (13), 
qn presupone la existencia de las derivadas en la superficia de la esfera. 
i la función u (M), continúa en la región cerrada 7 + Y, satisíace a la 
ecuación Au == O sólo para los puntos interiores de T, la conclusión anterior 
para una esfera E,,, tangente a Z,scría infundada. Sin embargo, el teorema 


es válido para cualquier a < 80, y pasando al límite cuando a — ag, se 


obtiene: 
u (My= pz) j u (M) do. 
Y 


ay 
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Escribiendo (14) en la forma 
4apu (My) = | | u(P) do, 
z 


p 
e integrando con respecto a p desde O hasta a, so obtiene: 


u (M.)= - 158 u dp, V, = Sa, 
a *%a 


es decir, u (177) es la media en el volumen de la esfera K, con 
frontera Xo. 

Para el caso de dos variables independientes, tiene lugar un 
teorema análogo del valor medio: 


u(Mo) = == ) u ds, (15) 
] a 


donde C, es una circunferoncia de radio a con centro en el punto 
Mo, quo se halla en la rogión en que u es armónica. 

3. Si la función u (M), definida y continua en la región corra- 
da T+2, satisface a la ecuación Au = O dentro de 7, los valores 
máximo y mínimo de u (M) se alcanzan en la superficie 2 (prin- 
cipiv del valor máximo). 

Supongamos que la función u (M) alcanza su valor máximo en 
cierto punto interior Mío de la región 7, de forma que uy = 
= U (Mo) > u (M), donde M es un punto cualquiera de la región 
T. Rodeemos al punto My por una esfera 2, de radio p, que se 
encuentre enteramente dentro de la región 7. Por cuanto, por 
hipótesis, u (My) cs el valor máximo de la función u (M) cn 
T + 2, entonces u | < u (Mp). Aplicando la fórmula del valor 
medio (14) y sustituyendo bajo el signo integral u (M) por su 
valor u (Mp), se obtiene: 


1 
u (Mo) = ae A (41) de yy <> 
=( 


u(M) do =u (MM). (16) 


Si se supone que por lo menos en un punto M de la esfera 
E, €s u(M) <u (Mo), entonces es evidente que en lugar del 
signo < tendremos el signo <, lo cual nos lleva a una contradic- 
ción. De este modo, en toda la superficie 2, es u (M) = u (Mo). 

Si pr es la distancia mínima de Ma a la superficie 2, entonces 
u (M) = u (Mo) para todos los puntos que se hallan dentro de 
2 omo De aquí se deduce que en los puntos M* que pertenecen 


a la parte común de 2 pm Y 3, será, por continuidad, u (M*) = 


= Y (Mo). Esto demucatra cl teorema, por cuanto hemos probado 
que el valor máximo u (Mp) se alcanza en los puntos de la fron- 
tera 1M?. 
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Fig. 46 


No es difícil comprobar que si la región 7 es conexa, y el 
valor ináximo se alcanza por lo menos en un punto interior Mo, 
entonces u (M) «== u (Mo) en toda la región. Sea Af otro punto 
de la región 7. Unamos el punto M'" con el My mediante la que: 
brada £ (fig. 46), cuya longitud denotaremos por l. Sea Af, el 
último punto de salida de la línea £ de 2 ,m. En este punto es 


u(M,) = u (Mo). Tracemos desde este punto. una esfera Z om de 


radio p', tangente a Y, y seca Ma, el último punto de salida do £ 
de 2,m; en este punto es u (M2) — u (Mo). Continuando este 
1 


z a l : 
proceso, se obtiene que en no más de p == EU pasos, donde 


p" es la distancia mínima de La 2, una de eoslas esferas cubrirá 
al punto 179, de donde se doduce que u (171% = u (Mp). En 
virtud de que M' es arbitrario, y de que (MM) es continua en la. 
rogión cerrada 7 + 2, se concluyo que u (17) = u (Mo) en todas 
partes, incluyendo los puntos de la frontera. Dc cste modo, de 
todas las funciones armónicas sólo la constante puede alcanzar 
su valor máximo en los puntos interiores de la región. 

Un teorema análogo se puede demostrar también con respecto 
al valor mínimo. 

Corolario 1. Si las funciones y U son continuas en la región 
T + Y, armónicas en T y si 


uXUen 2, 
entonces también 
u X U en todas partes dentro de 7. 


En efecto, la función U — u cs continua en T + 2, armónica 


en T y 
U—uz0en 2. 


En virtud del principio del valor máximo, es 


U—uzx>0 en todas parles dentro de 7, 
de donde se deduce nuestra afirmación. 
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Corolario 2. Si las funciones u y U son continuas en la región 
T + 2, armónicas en 7 y si 


lu| <U en 2, 


entonces 
lu|<U en todas partes dentro de 7. 


De las condiciones del teorema se sigue que las funciones 
armónicas —U, u y U satisfacen a las condiciones 


— U<uS<U en 2. 


Aplicando dos veces el corolario 1, se obtiene que 


—U<ZuxS<U en todas partes dentro de 7, 
o bien 
fu] < UY dentro de 7. 

Corolario 3. Para una función u (M), armónica en 7 y conlinua 
on 7 + 3 ticne lugar la desigualdad Ju] < máx | u | | ¿en todas 
partes en 7 4+ 2. Para demostrarlo, hagamos € — máx | u ]lz 
y apliquemos el corolario 2. 

A pesar de que la exposición fue hecha para tres dimensiones, 
todos los resultados se generalizan al caso de funciones armóni- 
cas de cualquier númoro «de variables. 


3. Unicidad y estabilidad del primér problema de contorno. 
Sea dada una región 7, limitada por la superficie cerrada 2, en 
la cual se ha dado una función f. ln el caso más sencillo en que 
la función de frontera f es continua, el primer problema inLerior 
de contorno (problema inuterior de Dirichlet) para la ccuación 
de Laplace se plantea comúnmente de la siguiente manera. 

Se pide hallar una función u tal que: 

n) esté definida y sea continua en la región cerrada 7 + 3, 
que incluye a la frontera: 

L) salislaga dentro de la región 7 a la ecuación Au .- 0; 

c) tome en la frontera 2 los valores dados /. 

En la condición a) se presupone que la función es armónica 
dentro de la región 7. La imposición de que sea armónica en la 
frontera es superflua, puesto que ésta exigiría restricciones com- 
plementarias para los valores de frontera. 

La condición de continuidad de u en la región cerrada (u otra 
condición que aclare el sentido de que la función u toma en la 
frontera Jos valores dados) es necesaria para la unicidad. Si eli- 
minamos esta condición, cualquier función igual a una constante 
C dentrn de 7 y a la función dada fen Y se podría considorar como 
solución del problema, por cuanto ésta salisface a las condicio- 
nes b) y c). 
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Demostremos el teorema de unicidad: 

cl primer problema interior de contorno para la ecuación 
de Laplace no puede tener dos soluciones diferentes. 

Supongamos que existen dos funciones diferentes, u, y us, 
que son soluciones del problema, es decir, funciones continuas 
en la región cerrada 7 + 2. que satisfacen dentro de la región 
a la ecuación de Laplace, y que toman en Ja superficie X el mismo 
valor f. La diferencia do estas funciones, u = U, — Uz, posee 
las siguientes propiedades: 

1) Au = O dentro de la región 7; 

2) u es continua en la región cerrada 7 + Y; 

3) u lz = 0, 

La función u (M), do este modo, es conlinua y armónica en 
la región 7 e igual a cero en la frontera. Como es sabido, cualquier 
función continua en una región cerrada alcanza su valor máximo. 
Demostremos que u == 0. Si fuese u $ 0 y u> 0 al menos en un 
punto, la función debería alcanzar su valor máximo positivo 
dentro de la región, lo cual es imposible. En forma completa- 
meutc análoga se demuestra que la función u no puede tomar en 
ningún punto dentro de 7 valores negativos. De aquí se deduce que 


u == 0. 


Pasemos a demostrar la dependencia continua de la sulución 
del primer problema de contorno de los valores de frontera. Recuér- 
dese que el problema se llama físicamente determinado, si a 
una pequeña variación de las condiciones que determinan la 
solución del problema, en este caso, de las condiciones de frontera, 
le corresponde una pequeña variación de la propia solución. 

Sean uy y us funciones conlinuas en T + 2 y armónicas den- 
tro de /', para las cuales |u, — uy |< e en 2. Entoncos esta 
misma desigualdad se cumple en todas partes dentro de T. 

Esta afirmación se desprende directamente del corolario 2, 
pág. 333, en virtud de que ¿/ =e es una función armónica. 

De esta manera, hemos demostrado la dependencia continua 
de la solución de las condiciones de frontera y la unicidad del 
primer problema interior. 


4. Problemas con condiciones discontinuas de frontera. A monu- 
do se encuentra también el primer problema de contorno con con- 
diciones de frontera discontinuas. Una función continua en la 
región cerrada no puede ser solución de este problema. Por esto, 
hay que puntnalizar el planteamiento del primer problema de 
contorno al aplicarlo al caso considerado. 

Supongamos que en la curva C, que delimita a la región ,S 
en el plano (x, y), se ha dado una función f (P) continua a trozos. 
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Se pide hallar la función u (M): 1) que sca armónica dentro de 
la región S; 2) que tienda cortinuamento a los valoros de frontera 
en los puntos de continuidad de estos últimos; 3) que sea acotada 
en la región cerrada S + C. 

Obsérvese que la condición complementaria de acotación se 
refiere, de hecho, a los entornos de los puntos de discontinuidad 
de la función f (PP). 

Demostremos el siguiente teorema: 

la solución del primer problema de contorno con valores de 
frontera continuos a trozos es única. 

Sean uy y us dos soluciones del problema planteado. La dife- 
rencia 


5 = Uy — Un 


f) es una función armónica dentro de $; 

2) tiende en forma continua a los valores de fronlera nulos 
en la frontera, a excepción de los puntos de discontinuidad de 
f(P), en los cuales ésta puede tener discontinuidades; 

3) está acotada en S -- C: |v|<A. 

FEscribamos la función armónica 


U(M=e+* > ae, 
(=1 


r 


donde e es un número positivo arbitrario; D, el diámetro de la 
región; r;, la distancia del punto ¿Af considerado al punto ¿-égimo 
de discontinuidad P;. La función U (M) es positiva, puesto que 
todos los sumandos son mayores que cero. 

Tracemos en cada punto de discontinuidad 2, un círculo X¿ 
de radio Ó, escogiendo 4 de modo que cada sumando 


g ln — 
r 


supere a A en la circunferencia corcespondiente C¿, es decir, de 


PD . . y . se 
modu que £ in F- A. La función v es continua cn la región 


n 


cerrada S — Y) K, = S' y [v|<U en la frontera de esla región. 


t=1 
Por esto, en virtud del principio del máximo, U es mayorante 
de la función vb: 


[v (MM) |< U (M). 
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Fijando un punto arbitrario M de la región S y haciendo tender 
e >0, se obtieno: 


e->0 


por consiguiente, 
v(M) =0, 


puesto que y no depende de +, o bicr 
uy = U,, 


que es lo que so quería demostrar. 


5. Puntos singulares aislados. Istudiemos los puntos singu- 
lares de una función armónica. Sea P un punto singular aislado, 
que se halla dentro de la región en que la función u es armónica. 
Son posibles dos casos: 

1) la función armónica está acotada en un entorno del punto P; 

2) la función armónica mo está acotada en un entorno del 
punto P. Con puntos singulares de segunda especie ya nos encon- 


y 1 x ads 
tramos antes (Por ejemplo, 1n +) . Il teoroma siguiente domuestra 


que el primer tipo de puntos singularos no puede tencr lugar. 

Si una función acotada u (M) cs armónica dentro de la región 
S, a excepción del punto P, se puede determinar el valor u (1% de 
tal modo que la función u (AT) sea armónica en todas partes den- 
tra de $. 

'lYomemos un círculo K, de radio a con centro en el punto P, 
que se halle enteramente dentro de $, y consideremos en su inbe- 
rior la función armónica y, que coincide con la u en la circonte- 
rencia Ca del círculo K,,”). 

Escribamos la diferencia 

w=u-—kbtc, 
la cual 

4) es armónica en todo el interior de Ko, a excepción del 
punto P, en el cual w no está determinada, 

2) tiende en forma continua a los valores de froniera nulos 
en Ca. 

3) ostá acotada en Ja región cerrada Ky + Cg (| 1< 4). 

Igual qne en la demostración del teorema precedonte (p. 4), 
escribamos la función armónica no negaliva 


U(M)=x 1 =. 


1) La existencia de tal función será probada en el $ 3; además, su 
<onstrucción no se basa en el teorema que se demuestra, 
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Aquí e es un número positivo arbitrario, a, el radio del círculo 
Ka, y r, la distancia del punto M en cuestión al punto de discon- 
tinuidad PL. 

Construyamos un círculo K¿ con centro en el punto P, tomando 
su radio de modo que en su circunferencia el valor de U supere 
a Á, y consideremos la región K, — K6y. La función w es contínua 
en la región cerrada ¿ X<r<a y en la frontera de esta región 
tiene lugar la desigualdad |w|<U. En virtud del principio 
del valor máximo, la función no negativa U es mayorante de 


la te: 
[w|< U(M) para 6 <Tr <a. 


Fijando un punto arbitrario M de la región K¿, que no coincida 
con P, y afectuando el paso al límite cuando e -—» O, se obtiene: 


lím U (M) =0; 


e->0 


en cunsecuencia, en todas partes, con la posible excepción del 
punto P, debe ser 


w <= 0. 


De este modo, la [unción u coincide con la y en todas partes en 
la región S, con la excepción del punto £. Haciendo u (P) = 
= v (1), se obtiene la función u == v, que es armónica en todas 
partes dentro de la región S. Con esto el teorema queda demostrado. 

Análogamente se efectúa la demostración para el caso tridimen- 
sional, en donde se puede tomar como función mayorante la 
función U (M) = (2-24). 

r a 

En la demostración del teorema de este punlo se supuso que 
la función u estaba acotada en un entorno del punto P. Sin enibar- 
go, los mismos razonamientos siguen siendo válidos si se supone 
que la función u, en un entorno del punto /, satisíace a la desi- 
gualdad 


lu (WM) |<e(r log ——, (17) 


Tem 


donde e (r) es una función arbitraria, que tiende a cero cuando 
r— (, es decir, que en un entorno del punto ? la función u (.M) 
crece más lentamente que log —. 


PM 
De esta manera, si la función u (M) es armónica dentro de la 
cegión S, a excepción del punto 7”, en un entorno del cual ésta cre- 


22— 1043 
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ce más lentamente que log cuando M — P, esta función 


up 
está acotada en un entorno del punto /, y se puede definir el valor 
u (2) de tal forma que la función t: sea armónica en toda la re- 


gión $. 
Análogamevte on el caso de bres variables indepeudientes: 
si la función armónica u (M) en un entorno del punto singular ais- 


lado / crece más lentamente que E 


1 [en —> 0) 
um <eo (007 0). (4) 
entonces ella cstá acotada en un eultorno de este punto, y se puede 
definir el valor u (P) de modo que la función u (14) sca armóbica 
también en el propio punto ?”. 


6. Regularidad de una función armónica de tres variables 
en cl infinito. Una función armónica de tres variables u (z, y, 2) 
se llama regular en el infinito, si 


po? e e 


para un rZ>ry suficientemente grande. 

Demostremos que, si la función u (+, y, 7) €s armónica fuera 
de cierta superficie cerrada * y tiende a cero uniformemente en el 
infinito, entonces es regular en el infinito. 

La condición de que tienda uniformemente a cero en el infinito 
significa que existe nna función e€* (+) tal que 

Ju(M) |< e” (7) (e (1) >U para r-— 00), (20) 
donde r es ol radio-vector del punto Af. 

Efectuando la transformación de Kelvin 


du 
Ox 


Es 
dy 


a A 
E = 18 (19) 


¿(r,0, y)=ru(r,9, 4), donde r = 


4 | 
> 


se obtiene que la función v es armónica en todas partes dentro 
de la superficie %”, en la cual se convierto la superficie 2 en la 
transformación de los radios-vector inversos, a excepción del 
origeri do coordenadas, donde tiene un punto singular aislado. 

De la condición (20) se deduce que, en un entorno del origen 
de coordenadas, para la función v tiene lugar la desigualdad 


me [111 | 
prose (E) hem, 
r r Pr 
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donde 


e(r)=e" (2) —>0 cuando r —>0, 
P 
En base al último teorema del p. 5, la función yv (r”, 8, p) 
está acotada y es armónica para r' < r;: 


Jo(r.0, IZA para r<r, (21) 
de donde se deduce, precisamente, que 


“0, 
iria REN, A para pi 
r r Fo 


En virtud de que Ja función v es armónica para r' = 0, se 
puede escribir: 


du (7, y, 23 _0 É 
dx Ox 


z 1i1l0v 3 Ov Oy óv dz 
+ da Y v 0 


= — —v+— — —+— —|, (22 
r r Lor  ózx Óy' Ox id óx Óx ES 
donde 
_ _*- ._ y. n_*t., 
=P, Y ==", 1=-—T. 
óxr* 0y' 0z' 


De aquí, calculando las derivadas y tomando en 


dx dx' dr 
cuenia la acotación de las derivadas primeras de la función 
en un entorno del punto »” = (, se obtiene: 

ón 


yx 


< + cuando r—>o00. 


¿ ó ; ' de du 
Acotaciones análogas lienen lugar para las derivadas E Y a" 


7. Problemas externos de contorno. Unicidad de la solución 
para los problemas bi- y tridimensionales. Los problemas de con- 
torno externos se plantean en forma diferente para tres y dos 
variables independientes. 

Consideremos primeramente el caso de tres variables. Sea T 
una región externa con respecto a cierta superficie cerrada 2. 
. El primer problema externo de contorno (problema externo de 
Dirichlet) consiste en lo siguicnte: 


228 
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se pide hallar la función u (x, y, 2) que satisfaga a las condiciones: 

1) Au =0 en la región uo acotada 7'; 

2) u es continua en todas partes, incluyendo la superficie 2; 
; 3) u ly = f (z, y, 2), donde f es una función dada cn la super- 
icie 2; 

5) u (M) tiendo a 0 uniformemente en el infinito: u (M) =- 0 
cuando M2 —= oo. 

La última condición es esencial para la unicidad de la solu- 
ción, cosa que se comprueba fácilmente con un ejemplo sencillo. 
Supongamos que se pide resolver el primer problema externo de 
contorno para la esfera Sg de radio A con la condición de frontera 
constante 


U lg, = Const = fp. 
Eliminando la condición 4), se aprecia que las soluciunes del 
7 R 
probleina pueden ser las funciones u, = fo y Us = fo , así como 


tambión cualquier función 
= a441 + Puz, donde a + P = 1. 


Demostremos que 

el primer problema de contorno externo para las funciones 
armónicas de tres variables independientes tiene solución única. 
Suponiendo la existencia de «llos soluciones us, 142 que satisfagan 
a las condiciones 1) — 4), se observa que su diferencia u = ut; — Uz 
es la solución del problema con condiciones de frontera nulas. 
Como la condición 4) se cumple también para la función u, enton- 
ces para un € > 0 arbitrario se puede indicar un R* tal que 


ju(M) |< e para r <R*. 


Si el punto 4“ se halla dentro de la región 7” (fig. 47), que se 
encuentra entre la superficie Z y la esfera S, (r >.R*), entonces 
¡ u (M) | < €, como se desprende del principio del valor máximo, 
aplicado a la región 7”. En virtud de que e es arbitrario, se con- 
cluye que u=0 en la región 7”, así como también en toda la 
región T, lo cual demuestra la unicidad de la solución del primer 
problema externo de contorno en el espacio. 

El primer problema exterior en el plano se enuncia del siguien- 
te modo: 

se pide hallar una función u que satisfaga a las condiciones: 

1) Au =0 on la región infinita considerada 2, delimitada 
por el contorno C; 

2) la función u es continua en lodas partes, incluyendo C; 

3) ula = f (zx, y). donde f es una función dada en C; 
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Fig. 47 Fig. 48 


4) u (M) está acotada en el infinito, es decir, existe un número 
N tal que [u(M)| < N. 

La condición de que la solución se anule en el infinito aquí 
también resulta ser suficiente para demostrar que mo puede 
haber «dos soluciones distintas, pero es demasiado fuerte, puesto 
que con ella el problema puede resultar irresoluble. 

Demostremos que 

el primer problema externo de contorno para Jas funciones de 
dos variables tiene solución única. 

Admitiendo la existencia de dos soluciones diferentes u; y uz, 
y tomando su diferencia u = uy — uz, que es solución del primer 
problema de contorno con condiciones de frontera nulas, tendre- 
mos, en virtud de la condición 4), 

| ¡| <N =N,+ Na, 
donde N, y Na son tales que Ju, | < Ny, | uz | < Na. Designe- 
mog mediante 5, la región que se halla dentro de € y es el comple- 
mento de la región Y, de forma que 2 + 3, es todo el plano. Tome- 
mos un punto MAZy dentro de 2, y la circunferencia de radio R 
con centro en el punto Mo, que se halla dentro de 2, (fig. 48). 


La función armónica ln 


no ticne particularidades eu la 
Riumo 


RmmMo 
R 


región 2; la función ln es positiva en toda la región 2, 


incluyendo a C. Sea Cp, una circunferencia de radio /i, con 
centro en Mo, que contenga enteramente al contorno €. y 2”, 
la región delimitada por las curvas C y Cp,. La función uyy» 
definida mediante la igualdad 


R, 
In M Mo 


E (23) 


UR, == N 
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es una función armóuica igual a N on la circunferencia de radio 
Ri, positiva en C; del principio del valor máximo se sigue que 
Up, eg mayoranle para el inódulo de la función uy (Af) en la región 


[ju (1M|<un, CM). 

Fijemos un punto M y aumentemos indefinidamonto /t,. Es evi- 
dente que uy, (414) > 0 para Ri > 00. De aquí se deduce que 
u (M) = 6. 

Con esto, en virtud de la arbitrariedad de “M, queda demostrada ln 
unicidad de la solución del problema planteado. La unicidad de 
la solución de este problema se puede demostrar también aplican- 
do la transformación de los radios-vector inversos, que transforma 
la región exterior con respecto al contorno C en la región interior 

al contorno C”, en el cual se trausforima el contorno €. 

Tn este caso, el punto infinitamente alejado se branslorma 
en un punto singular aislado, en cuyo entorno la función v está 
acotada. Del teorema del p. 5 se obtiene que la función v es armó- 
nica en cl origen de coordenadas, con lo cual se demuestra Ja un1- 
cidad de la solución. 

De los razonamientos expuestos se deduce que una función 
armónica de dos variablos u (7), acotada en el infinito, tiende 
a un valor determinado cuando 27 Liende al infinito. 

La diferencia en el planteo del primer problerna externo «do 
contorno para dos y tres variables se puede ilustrar en el siguiente 
cjemplo físico. Sea dada una esfera de radio A. en cuya superficio 
se mantiene una temperatura constante Up, y supongamos que 
se pide hallar la distribución estacionaria de la temperatura en el 


- : ' Hi mE 
espacio exterior. La función u = uy e represonta la solución de 


este problema, que se anula en cl infinito. 

Consideremos ahora el problema hbidimensional, y supongamos 
que en la frontera de una circunferencia de radio RE se ha dado 
el valor de frontera constante 


u | = fo = const. 
En este caso, u == f¿ es la única solución acotada del problema, 
y no hay soluciones que se «anulen en el infinito. Ya nos hemos 
encontrado antes con el carácter eseucialmente distinto del com- 
portamiento de las funciones armónicas en el infinito para dos 
y tres variables independientes (por ejemplo, el comportamiento 


de 2 y de ln - en el infinito). 


Para las regiones uo acotadas espacial y plana tiene lugar el 
principio del valor máximo. Esto no es difícil de demostrar median- 
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te razonamientos análogos a los que fueron utilizados en la demos- 
tración de los teoremas de unicidad. De aquí, a su vez, se deduce 
la dependencia continua de la solución de las condiciones de 
frontera. 


8. Segundo problema de contorno. Teorema de unicidad. 
Llamaremos solución del segundo problema de contorno a una 
función u, continua en la región 7 + E, y que satisfaga en la 
superíicie 2 la condición 

du 

Demostremos que la solución del segundo problema de contorno 
interior (problema interior de Ncumann) se determina salvo una 
constante arbitraria. 

Haremos la demostración con la hipótesis complementaria de 
que la función u liene derivadas primeras conlinuas en la región 
T + 2>. 

Sean us y us dos funciones con derivadas continuas en 7 -+ 2, 


: od e... Qu 
que salisfacen a la ecuación Au = Den 7 y a la condición — 


on 
= f(17) en 2. Para la función u = uy — ta, tendremos: 
On 
==” = 0. 
An bS 
Haciendo en Ja primera fórmula de Grecn (3) v -= « y leniendo 
du 


en cuenta las relaciones Au =: Ú y rr INS U, se oblieue 
z 


y l(2y «(ey e(EyJe— 


De aquí se deduce, en virtud de la continuidad do la [unción u 
y de sus derivadas primeras, que 


es decir, 
u =s const, 


que es lo que queríamos demostrar. 


1) La hipótesis de la continuidad de las derivadas primeras en 7 + E 
se hizo para simplificar la demostración. La demostración de la unicidad 
bajo las hipótesis más generales fuc dada pur M. V. Keldish y M. A. La 
wvrenticv (DAN UNSS, t, XVI, 1937); vóaso también V. I. Smirnov, Curso de- 
Matemáticas Superiores, L. 1Y, cd. Vizmatgulz, 1059. 
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Fig. 49 


El método de demostración que acabamos de exponer se aplica 
también al caso de una región no acotada, para funciones que 
satisfacen a las condiciones de regularidad en el infinito. 

Demostremos que en el caso de una región no acotada extorior 
con respecto a una superficio cerrada, la fórmula de Green (3) 
es aplicablo a funciones regulares en el infinito. 

Consideremos una región 7, exterior con respecto a tna supor- 
ficie cerrada. Tracemos una esfera 2 de radio lo suficientemente 
graude como para que 2 esté dentro de Zp. Designemos por Tn 
la región limitada por 2 y 237 (fig. 49). Aplicando la fórmula de 
Green en la región Tp a dos funciones u y v regulares en el infi- 
nito, se obtiene: 


dudv  dudv . dude 
j53u40dr= les Toya * er ds 
+Sjuao + Justa. 20 


Apreciamos la integral por 2 y, aplicando la lidad de regula- 
ridad de las funciones u y vu: 


[Ju zz dol=| Ju(ozcosa + py cosB + v :cos y) do | < 


A 3A 12.4? 
< 13 E de O pt 


y R 


De aquí se ve que 


lím $ PL To = 0. 

R=>w 77 Ún 
La integral del segundo miembro de (24), tomada por 7», tiendo 
a la integral por toda la región T cuando R —> coo. Esta integral 
existe, puesto que el integrando, en virtud de la regularidad de 


a 1 
u y v, decrece en el infinito como HT: Por lo tanto, existe el 
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límite 
lim $5 fu Avdr— $5 f e Aver. 
RO Th T 


Como resultado, se obtiene la fórmula 


j]Ju Avd: —= 
duóv , 0udvr , du Ov 
==) dz Y la + [fu do. (25) 


Con esto queda establecida la posibilidad de aplicar la primera 
y, por consiguiento, la segunda fórmula de Green para regiones 
no acotadas a funciones regulares en el infinito. 

Demostremos ahora que el segundo problema exterior de contor- 
no (problema exterior de Neumann) tiene solución única, regular 
en el infinito. 

Haciendo en la fórmula (25) v =u = uy — tz y teniendo en 

du 


cuenta que du =0 y + | = (, se obtiene: 
z 


JLS ué 4 uz 4 uz de 0. 


De aquí, en virtud de la continuidad de las derivadas de la fun- 
ción u se deduce que 


Uy =0, uy =0, u¿=0 y u= consi, 
Como 1 = 0 en el infinito, se tiene que 
us= 0, 
es decir, 
Uy = Uz, 
que es lo que babía que probar. 
Surge naturalmente la pregunta: ¿se puedo demostrar por 
este mismo método la unicidad del primer problema de contorno? 
Sean u¡ y u2z soluciones diferentes del primer problema de 
contorno (interior). Apliquemos la fórmula (3) a las funciones 


U =U — Uy y ve = uen la región 7, delimitada por la superfi- 
cie 2: 


[5Suaudr—=— 55506 +03 Hu de + [Ju zh ao, 


De aquí, tomando en cuenta las condiciones 
Au = O, u ls . O, 
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se obliene 
513 (+ 1 +) dr=00 
Y, € COUSCCUCHUCIA, 
ly == €, 04 =0 y u <= const, 


sn la superficie 2, la función 4 0s agual a cero; por esto, se puedo 
afirmar que 


u=0 y uu, = Us. 


Sin embargo. esta demostración no es correcta. puesto que en 
el proceso de la demostración supusimos la existencia de las 
derivadas de la función buscada en la superficie 2, lo cua] no se 
prevee en el planteo del probleina. La demostración de la unici- 
dad, basada en el principio del valor máximo, ostá libro de este 
delcclo. 


$ 3. RESOLUCION DE L0S PROBLEMAS 
DE CONTORNO PARA LAS REGIONES SIMPLES POR 
EL METODO DE SEPARACION DE LAS VARIABLES 


La solución de los problemas de contorno para la ecunción 
de Laplace puede ser hallada por cl método de separación de las 
variables, en el caso de cicrtas regiones simples (círculo, rectán- 
gulo, esfera y cilindro y otras). Los problemas de valores propios 
que se oblicnen en estos casos (problumas de Sturm-Liouville) 
conducen a distintas clases de funciones especiales. En este pará- 
grafo consideraremos los problemas de Dirichlet (interior y exte-. 
rior), para cuya resolución se vlilizan sólo las funciones trigono- 
métricas. Más adelante, ul estudiar funciones especiales, se 
estudiarán los problemas de Dirichlct para la esfera y el cilindro 


1. Primer problema de contorno para el círeulo. Resolvamos 
el primer probloma de contorno parta el círculo: 
hallar la función u que satisfaga a la ecuación: 


Au = 0 dentro del círculo (1 
y a la condición de frontera 
u= f en la frontera del círculo, (2 


dunde f/f es una función dada. 

Supondremos, primeramonto, que la función f es continua 
y derivable, y que la solución u (M) cs continua ea la región 
cerrada; más adelante eliminaremos la condición de derivabilidad. 
y aún de continuidad de la función f (cfr. p. 4 del $ 2). Conjun-: 
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tamento con el problema de contorno interior, estudiaremos tam- 
bién el exterior (vénse el $ 2, p. 7). 

Introduzcamos un sistema de coordenadas polares (p, q) 
con origen en ol centro del círculo. La ecuación (1) en coordenadas 
polares tiene la forma 


A E (3) 
dp 


(véase la fórmula (34) «dal $ 1). Resolveremos el problema por el 
uétodo de separación de las variables, es decir, buscaremos una 
solución particular de la ecuación (1) del tipo 

u (p, q) = R (p) O (q) < O. 


Sustituyendo esta forma de la solución en la ecuación (3), se 
obtiene: 


p 
donde 4 = const. De aquí se obtienen dos ecuaciones: 


PRADO, 30, (4) 
2 lo 22) _AR=0, —R=0. (5) 
do dp 


La primera de estas ecuaciones nos da: 
D(qp) = 4 cos Y Ag + B sen YA. 


Obsérvese que, cuando el ángulo q varía en la mugoitud 2x, la 
función uniforme u (p, y) debe retomar su valor inicial: 


up, q +- 21) = u lp, q) (condición de periodicidad). 
De aquí se deduce que 


D (q 1 27) = D (4), 
es decir, 0D (p) es ina función periódica del ángulo p de poríodo 
27. Esto es posible sólo xi PA =— n, donde n es un entero, y 
D, (4) — A, cos ny + B, sen nq. 


Buscaremos la función R(p) en la forma 


R(y=p". 
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Sustituyendo en la ecuación (3) y simplificando entre pX, se halla: 
n? = y?, o bien p = + n (n > 0). 
Por Jo tanto. 


R(p=Cp" +0Dp”, 

donde C y D son constantes. 

Para rosolver el problema interior hay que hacer /i = Cp” 
(4 = n), puesto que, si D 40, la función u = £i (p) D (4) se 
vuelve infinita para p = 0 y no es armónica dentro del círculo. 
Para resolver el problema exterior, al contrario, hay que tomar 
R =.Dp"” (un = —n), puesto que la solución del problema cxte- 
rior debe estar acotada en el infinito. 

De este modo, Jas soluciones particulares de nuestro problerna 
han sido halladas 3): 


En (Pp, q) =p" (Ancosrq + B, sennq) para p=<a, 


” 


1 
Un (0. P) = (An cosng + B,sennq) para p_>a. 
p 
Las sumas de estas soluciones 


u(p, )= Y p” (A, cosnq + B, sen nep) para el problema interior, 
n=0 


On 


u (p, pp = Y A, cosrno + B, sen ne) para el problema exterior 


n=0 () 


serán también funciones armónicas. siempre que haya una conver- 
gencia suficientemente buena. 

Para determinar los coeficientes A, y B,, utilicemos la condi- 
ción de frontera: 


00 


u (a, p)= DRA (A, cosnq + B, sennp) = f. (6) 


1) La oxpresión del operador do Laplace on el sistema de cuordenadas 
polares (3) pierde el sentido para p = 0. Demostremos que Au, = 0 tambión 
para p = 0. Para demostrar esto, ya no se puede utilizar el sistema de coor- 
denadas polares. 

q Pasemos al sistema de coordenadas cartesianas; las solucionos particu- 
wures 
prcosrnp y p”s0nnop, 


que son las partos real o imaginaria de la función 
pre? = (peto y” = (2 -+ ¿yyn 


son polinomios en z e y. Es ovidente que un polinomio que satisface a la 
ecuación Au =0 para p >0, la satisface también para p == O, en virtud 
de la continuidad de las derivadas segundas. 
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Considerando que f está dada como función dol ángulo y, tomemos 
su desarrollo en serie de Fourier: 


H9=3F + Y) (an cosnp + Bn senng), (7) 
donde 
=$ 1er a=>3 Í foosmpdo (a=1,2,...) 


Ba=2 Í 1(8)sonmpay (n= Í, ¿, eS 


Comparando las series (6) y (7). se obtiene: 


pi An = =n y, B,= Bn para el problema interior, 
2 a a 
Ap= 3 , An¿=0/n2”, B,=a"P, para el problema exterior. 


De este manera, hemos obtenido la solución formal del primer 
problema interior para el círculo en forma de la serie 


u (p, y) = 3 + > (2) (%, cosmp + Ba son np), (8) 
y la «del problema exlerior, en Ja forma 
u (p, p)= + 24 (4) (At, cosrnq + f, sen no). (9) 


Para comprobar que las funciones oblenidas son efectivamente las 
soluciones buscadas, hay que demostrar que es aplicable el prin- 
cipio de superposición, para lo cual hay que demostrar la conver- 
gencia do las series, la posibilidad de derivarlas término a tér- 
mino, así como también demostrar la continuidad «de estas fun- 
ciones en la frontera del circulo. Ambas sories se pueden repre- 
sentar mediante una sola fórmula: 


u(p, q) = > t” (2, cosnqp + Bf, sonnq) + 7. : 
n=] 
donde 
) 


- 


<i1 para p <a (problema interior), 
lt 


ola a] 


—<XÍ1 para p..»a (problema exterior), 


y %,, P, son los coeficientes de Fourier de la función f (q). 
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Demostremos que las series (5) y (Y) se pueden derivar cualquier 
número de veces, para ¿ < 1. Sea 
4, =1" (a, cosnq + P, sen nq). 

Calculemos la derivada k-ésima de la función u, con respecto a q 

Pu sn | 

—= Mn la, coslray +=) +B, sen (me + RE )!. 

Oy 2 2 
De aquí se oblieno la acotación 
Pu 


< "an 2M, 
pS 


donde M indica el máximo del valor absoluto de los coeficientes 
do Fourier a, y f,: 


Ja, |< M, ) (10) 


IB, 1 < AM. 
Fijemos cierto valor pa <a (para el problema interior). o biorm 
Pp = - >a (para el problema exterior); entonces tp — Lo < 1. 
Considerando la serie 


<o co 

Sra (ar i+1B.0<24 YN rn (1<t), 

n=1 e 9 
so observa que ésta converge uniformemente para t< t¿<Í, 
para cualquier 4. Por esto, las series (8) y (9) se pueden derivar 
con respecto a q en cualquier punto dentro (fuera) del círculo 
cualquier cantidad de veces. Análogamente se demuestra que las 
sorics (8) y (9) se pueden derivar con respecto a la variable p den- 
tro (fuera) de un círculo de radio py < a (p1 > a) cualquier númo- 
ro de veces. 

Como py es arbitrario, se concluye que las series (8) y (9) se 
pueden derivar término a término en cualquier punto interior 
(exterior) del círculo. De la posibilidad de derivar lérmino a tér- 
imino, se deduce la posibilidad de aplicar el principio de snper- 
posición. le este modo. se ha demostrado que las funciones (8) y (9) 
satisfacen a la ecuación Áu = 0 !). 


1) Esta ecuación so satisfará tumbien para p = 0; en electo, expresando 
las derivadas con respecto a las coordenailas cartesianas mediante las deri- 
vadas con respecto a las coordeonadus polares, no es difícil probar que las 
Sunciunes (8) y (9) se pueden derivar cualquier número de voces, con respecto 
a ze y, para í <, fo. En virtud de la nota al pie de la pág. 348, de aquí se 
deduce que 

Au =0 para p =0. 
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Tn esta demostración hemos utilizado sólo la propiedad de 
que los coeficientes de Fourier de la función f (p) están acotados 
(fórmula (10)). Esto tiene lugar para cualquier función acotada 
(y aun para cualquicr función absolutamente integrable). De 
este modo. las serics ($) y (9) que corresponden a cualquier fun- 
ción acotada, determinan funciones que satisfacen a la ecuación 


Au =0 para t< d. 


Esta observación será utilizada más adelante, al generalizar Jos 
resultados obtenidos en el presente punto. 

Demostremos ahora la continuidad de la función en la región 
cerrada (t < 1). Es evidenle que esto nose puede hacer sin nociones 
más detalladas sobre las propiedades de la función f (q). 

De la hipótesis de continnidad y derivahilidad de la función 
f (p), se deduce que se puede desarrollar en serie de Fourier, 
asi como también la convergencia «de la serie 


2 01% 1 +18 )< oo. (11) 


Por otro lado, se tiene: 
Ma, cosnpl| <]anl, 


|2"P, senrg |< IBn)- 


Por esto, las series (8) y (9) convergen uniformemente para ¿ < 1 
y, por consiguiente, las funciones que éstas representan son con- 
tinuas en la frontera del círculo. De la fórmula (11) se aprecia 
que la función (9), obtenida para el problema exterior, está acotada 
en el infinito. 

De esta manera. hemos demostrado que las series (8) y (9) 
satisfacen a todas las condiciones del problema considerado. 


2. Integral de Poisson. Transformemos ahora Jas fórmulas (8) 
y (9) a una forma más sencilla. Para fijar ideas, consideremos el 
problema interior; para el] exterior, escribiremos el resultado 
por unalogía. 

Sustituyendo las expresiones para los coeficientes de Fourier 
en la fórmula (8) y combiando de lugar la suma y la integral, 
tendremos: 


u(p, q) = 
=- $ fp) (5 + > 2) (cosmpcnsng-+senmpsenng) | dg= 


a 
=> f (y) (5 + 7 (2) conto — 9) dp. (12) 
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Efectuemos las siguientes transformaciones idénticas: 

1 il E pen tt 
EEE y P cosn(p—P=+j+=2 » q [potato vie int Y = 
2 n=1 2 2 n=j 


=> 14 E A! [(te* 9)" + (de 9 Py") a 


1 á go o Y ppt) _ 
> 2 + de [o DN í— te ww) E 


E (+=2<a1). 
2 1 —dtcos (q —1p) + £ a 


Sustituyendo los resultados obtenidos en la igualdad (12), se 
obtiene: 


u (p, p=2 ¡ O PE (13) 
21 pe" — 2apcos (q — y) + a 


La fórmula obtenida, que da la solución del primer problema 
de contorno dentro del círculo, se llama integral de Poisson, y la 
expresión subintegral 


at p? 
p" — 2ap cos (p — y) + a?” 
núcleo de Poisson. Obsérvese que XK (p, q, «4, Y) > 0, cuando 
p< 4, puesto que 2ap <a? + p?, si pa. 

La integral de Poisson fue dedncida bajo la hipótesis de que 
p < a; para p = a, la representación (13) pierde el sentido. Sin 
embargo, 


K (o, p, a, p) = 


pe u (p, y) = f (po), 


P>Po 
puesto que la serio, de la cual se obtuvo la integral de Poisson, 
es una función continua en la región cerrada. 
La función determinada por la fórmula 


E A A 
270 p" — 2apcos (p — Y) + a? ¡e 
u (p, p) = (13) 

| (0) e ES 


satisface a la ecuación Au = 0 para p <a y es continua en la 
región cerrada, incluyendo la circunferencia p = a. 
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La solución del problema de contorno exterior tieno, eviden- 
temente, la forma 


- $ H(y) pa de ara p>>a 
2 n p* — 2Zapceos (y — + a y P Í ' 
Hp) para p=a. 


Ai comieonzo, hemos supuesto que la función f (q) ora continua 
y derivable y, aplicando esto, hemos demostrado que la solución 
del problema se puede representar en forma de serie infinita. 
Después, pasamos de la serie a la integral de Poisson, mediante 
transformaciones idénticas. 

Demostremos ahora que Ja integral de Poisson da la solución 
del primer problema de contornu también en el caso en que la 
función Y (q) es sulamente continua. 

La integral de Poisson representa la solución de la ecnación 
de Laplace para p < a (£ > 1), pura una función arbitraria acola- 
da / (y). En efecto. para p Za (1 <1), la integral de Poisson 
es idéntica a la seric (3) y, en virtud de Ja observación hecha en la 
pág. 350, satisface a la ocuación Au == Ó para una función arbi- 
traria acolada f (q). 

De este modo. nos queda demostrar que la función « tiendo, 
en nuestro caso. a los valores de [rontera en forma continva. 
Tomenios una sncesión de finciones continuas dorivables 


CON CN CO PS FCO PON 
que tienda uniformemente a la función f (q;) !): 
AL fr (4) = /(). 


A la sucesión de las funciones de frontera le corresponderá la xnce- 
sión de Funciones armónicas ta (p., q), determinadas por la fór- 
mula (13) u (8). La convergencia uniforme de ln sucesión (ff, (q)) 
significa que para todo e > 0 existe un ko (e) > 0. tal que 


lfa (p) — fmtq) |< € para k> kp(e), l 


Para las funciones u, (p, p), que representan las soluciones 
del primer problema de contorno, tendremos, en virtud del prinv- 
cipio del valor máximo: 


ler (0 4) — Una PH ZE 
para p < po. Si k > ko (e), 17> 0. 


1) No nos delendremeos en indicar cómo se efectúa esto Tal sucesión 
se puede escoger de varias Mmasncras. 


231-1043 
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De este modo, la sucosión (ua) converge uniformemente hacia 

cierta función u = lím u,. La función límite u (p, q) es continua 
h->00 

en la rvegión cerrada, por cuanto todas lus funciones t, que se 

representan por las integrales 

2 2 

1 1 $ e—op 
tn o 9) = ES fo 0) 
210 2 p” — 2ap cos (q: —p) + a 


son conlinuas en la región cerrada. ls  evideble que 


u (e, 1)= lim ua (p, 4) = 


17 ame 

CE VE AA AS d ra Ñ 

=| 2 da Zoco AO Para PZA 
NACO) eiii 


puesto que la sucesión (/4) converge uniformemente hacia f y, 

por esto, cl paso al límite dentro dcl signo integral es lícilo. 
Do este modo, la función 

| y as — p* 

lA, Y == — Y d 

PY) e rre reee » 


es, para una función continua arbitraria f (q), la solución «de 


la acuación de Laplace, que tiende en forma continua en la fron- 
tera del círculo a los valoros dados. 


3. Caso de valores discontinuos de frontera. Demostremos 
que las fórmulas (13) y (14) dan la solución del problema de 
contorno para una función f (p) continua a trozos arbitraríu, es 
decir, que esta solución está acotada en toda la región y tiende 
en forma continua a los valores de frontera en los puntos de conti- 
tuidad de la función f (qp), siendo, de esta manera, la única solu- 
ción que posee esta propiedad (cfr. $ 2, p. 4). Sea qo un punto de 
continuidad de la función f (p). Hay que demostrar que para todo 
e > 0 existe un ó (e) tal que 


| u (p, p) =7 (qo) | <e, 


|lp—a]|<Ó6(s) y lp — o 1<Ó (e). 


En virtud do la continuidad de la función f (q), existe un 
S, (e) tal que 


gi 


IN) — HS > si 19 —o/< (e). 
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Consideremos las funciones auxiliares f (p) y f (p), continuas y de- 
rivables, que satisfacen a las condiciones siguientos: 


0 =1(0) +3 para |p—qo|< Ó67(8), 
FO) > / (4) para | 9 — Qo | > 50 (e) 


Hp) = (4) —5 para | —Qol <Óo(e), 
(4) </ (9) para | 4 — qo 1> $ (e), 


y que son en lo demás arbitrarias. Si determinamos, mediante la 
fórmula (13), las funciones u (p, p) y u (p, p) para f y f, éstas 
serán funciones armónicas, que tienden en forma continua a 
(p) y (4). 

En virtud de «que el núcleo de Poisson es positivo, se liene que 

ulp, 4) < u (p. 4) <u(p, y), 
puesto que y 
F(9)=</ (4) </ (e). 

De la continvidad de las funciones u (p, p) y u (p. q) on la fron- 
tera para q = Go, se deduce la existencia de un 6, (e) tal que 


luto, Y — (MI <F 


para 
lp —a|<Ó6, (e), |p —Qq|<Ó, (e) 
, 
Luto. Y —H (91 < 3 
para 


lp—al|<Óó (0), | — po |< Ó, (e). 
De estas desigualdados se halla: 


elo PSI) += (0) +0, lp —al<8(e), 
A para 
Hp) —e =1 (0) — 5 < u lb. 4) lp — € 1< 8 (e), 


donde 9 = mín (0,, 6,). 
Confrontando las desigualdades obtenidas, se halla que 
f (40) — eS U lp. P) < U (p, 4) < 4 (p, 1) </ (qo) + e, 
239 
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o bien 
| ua —p | < Ó (e), 
utp, 4 —f(rd)l<e para 
| P,Y4 f Po) | P ¡Ne En fo! < ó (e), 
lo cual demuestra la continuidad de u (p, q) en el punto (e. qu). 
La acotación de u (p, y) se deduca de que, en virtud de que 
el núcleo de Poisson es positivo, entonces 


ys 
ANA A _—————_— _——_——_—_ 
ap. $ |< = ) a + p — Zap cos (p — 1) 


a —p 


dy = M. 


si |f(w) | < M4. El valor de la integral es 
17 (a? e p>) dy 
9 p*— 2ancos (q — y) 4- a? 


puesto que, en virtud de lo que hemos demostrado antos, el pri- 
mer miembro es una función armónica, que tiende continuamente 
a los valores de frontera f =1, y Lal función es idénticamente 
igual n 4. Análogamente, es u(p. 4)> Mi, si f> Mi, lo cual 
demuestra la acolación del valor absoluto de la función u (p, y). 


$ 4, FUNCION DE LA FUENTE 


£1 método de la [mnción de la fuente da nn aparato cómodo 
para la representación analítica de la solución de los problemas 
de contorno. 

lón el presente parágrafo daremos la definición y las propieda- 
des fuudamentales de la función de la fuente para la ecuación 
de Laplace. así como lLambién se esceibirán las funciones de la 
fuente para varias regiones simples (círculo, esfera. semiespacio). 
La construcción de cestas funciones se efectuará por el método 
de las imágenes elcctrostáticas. 


1. Función de la fuente para la ecuación Au = 0 y sus propie- 
dades fundamentales. Para toda función u, continua conjuntamente 
con sus derivadas primeras en una región cerrada 7, delimitada 
por una superficie 2 suficientemente suave, y que tenga derivadas 
segundas dentro de 7, como fue demostrado en el $ 2, p. 1, tiene 
lugar la representación integral 


| ! A | . ) 207 — 


4n “E Rom. on On Hon, 


1 Au 
A y. 1 
AT $45 Ru», dis ( ) . 
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Sí la función u (M7) es armónica, la integral de volumen es igual 
a cero; si, en cambio, u (11) satisface a la ecuación de Poisson, 
la integral de volumen es una función conocida. 

Sea v(M) cierta función armónica, continua en 7 4- 2, con- 
juntamente con sus derivadas primeras, que no tenga singularida- 
des en ningún punto. La segunda fórmula de Green 


143 (u Av— vAu) dr = (202%) ao 


nos da: 


o= (PE: 2) ao — $15 vauar. (2) 


Sumando (2) y (1). se obtiene: 


A ES do — $jf 4u-Gar, (3) 


donde 
G (17, Mo) = E + y (3) 


Ús, 


es una función de dos puntos: Mo tx, y, 2) y M (E. n. 6). El 
punio M,oeslá fijo, y por esto z, y, 2 juegan el papel de parámetros. 


Uu 
La fórmula (3) conliene a u | y > Iz. Pero en la resolución 
del primer problema de contorno se da sólo +u |y, y en la del 


du ES | 
seguudo, el valor “in ls. La función v se escuge de modo que sea 


; 0 
G lx == U para el primer problema de contorno E 


segundo problema «kde contorno). Determinemos lu función 
G(M. P) mediante las condiciones: 

1. G(M, P), como función del punto 2 (E, n, £), satisface 
a la ecuación de LapJace 


AG — Gu + Con Gi =0, PREM. 


si el punto M (x, y. 2) ostá fijo. en todos los puntos 4 de la 
región 7, a excepción del punto P = M. 
2. G(M, 1”) se vuelve infinita cuando coinciden los argumen- 
tos Py) y se puede reprosentar en la Jorma (35, dondo v = 
p(H, 2) es una función urmónica en 7. 
3. C(M. P) se anula en la frontera de la región: 


C(M. P)=0,si PEÍ. 


Iz =0 para el 
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Esta condición puede ser satisiecha si se pide que 


1 
Ulg = — —. 


á4T 


La función G, definida de este modo, se llamará función de la 
Juente puntual del primer problema de contorno para la ecuación 
Au = 0. La función de la fuente permite dar una representación 
explícita de la solución del primer problema de contorno para 
la ecuación Au —= 0. lón efecto. la fórmula (3) nos da: 


A E A e A E a 
n(M)=-— Ju do=-— jj do (ful). (4) 


Debe tenerse presente que la fórmula (4) fue obtenida mediante 
la fórmula de Green, que presupone el cumplimiento de condicio- 
nes doterminadas con respecto a las funciones u y G y a la super- 
ficie 2. En la fórmula (4) figura la expresión 3”. *uya existencia 
en la superficie 2 no se deduce directamente de la definición 
de la función G. 

Al obtener la fórmula (4), partimos de la base que existe una 
función armónica u, que toma en la superficie 2 el valor f. Con 
esto, aun en el caso de las regiones pura las cuales existe Ja fun- 
ción de la fuente que satisfaga a las condiciones de aplicación 
de la fórmula de Green, la fórmula (4) da la representación explí- 
cita sólo de las soluciones u del primer problema de contorno que 
satisfacen a las condiciones de aplicación de la fórmula de Green 
(demostrando así la unicidad de esta clase de soluciones del 
primer problema de contorno). 

Un estudio detallado de la fórmula (4), efectuado por 
A. M. Liapunov, demostró que para una amplia clase de super- 
ficies, llamadas superficies de Liapunov (véase el $ 5), ésta repre- 
senta la solución del primer problema de contorno bajo condi- 
ciones muy generales. 

Detengámosnos una vez más en la definición de la función G. 
La función G se determina mediante la y, que es solución del pri- 
mer problema de contorno para la ecuación 


At = 


con las condiciones de frontera 
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Puede crearse la idea de que tiene lugar un círculo vicioso. Para 
hallar la función u — solución del primer problema de contorno— 
hay que hallar la función y, que es solución del mismo problema. 
En realidad no hay tal cosa, puesto que el conocer la función 
de la fuento permite resolver el primer problema de contorno 
con valores de frontera arbitrarios (u |z = f), mientras que para 
hallar la propia función G es suficiente resolver un problema de 


; 1 
contorno con valoros de frontera especiales (» ls = ; 


—4£nR 
lo cual, como veremos en varios ejemplos, es mucho más sencillo. 
lin una interpretación elecirostática, la función de la fuente 


G(M. My) = Z EN 


representa el potencial en el punto M de una carga puntual), 
situada en el punto 4%, dentro de una superficie conductora 2, 


o es evidentemente 
4nR , e meute, 
el potencial de la carga puntual en el espacio libre, y el segundo 
sumando, v, indica cl potencial del campo de las cargas inclucidas 
en la superficie conductora 2. De este modo, la composición de 
la función de la fuente se reduce a la delerminación del campo 
inducido. 

Detengámosnos en ciertas propiedades de la función de la 
fuente. Aquí supondremos que las regiones consideradas son tales 
que para éstas existen funciones de la fuente con derivadas nor- 
males en la superficie 2 y que satisfacen a las condiciones de 
apliención de la fórmula de Green. 

1. La función do la fuente es positiva en todos los puntos 
dentro de 7. En efecto, la función G se anula en la frontera de la 
región 2 y es posiliva en la superficio de una esfera suficiente- 
mente pequeña con centro en el polo. De aquí se deduce, en virtud 
del principio de valor iniximo. que es positiva en toda la región. 


conectada a tierra. El primer sumando, 


15 En una interpretación térmica, la temporalura estacionaria de una 
furmts: puntual de calor de imtensidad q se determina por la fórmula 


EPR, A 
áskr ” 


donde / es el cocficionte de conductividad térmica. De este modo, G(M, Mo) 
es la temperatura en el punto M, si la temperatura de la superficie del cuerpo 
es igual a cerro, y en el punto Mo se ha situado una fuente calorífica de 
intensidad q = k. 

Si la dimensión de longitud se ha escogido de modo que k == 1, la flun- 
ción G— corresponde a una fuente de intensidod igual a 1. 
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Fig. 60 


Obsérvese lambién que 


46 
dn ls 


<Ú, 


cosa que se deduce directamente de ser E positiva y de la condición 
G lg =0. 

2. La función de la fuente es simétrica con respecto a sus 
argumentos Mo (u, y. 2) y M (E. n, E): 


G(M, Mo) =C (Mo, M). 


Sean Mo y Mb, clos puntos fijos de la región 7. Tracemos Ins csfe- 
ras *, y S, de radio e con centro en los puntos M4; y M; (ig. 50) 
laciendo 


u(M)=G(M, Mo), v(1M=C(M, My) 


y aplicando la fórmula de Green 


do ón A 
143 (u Av — v Au) de = pd (a a. 02) do (0) 
a la región 7, delimitada por las superficies E, 2, y 22, tendremos 


CUM, MO mts A A 


. ÓOG(M., Mo) 
y [6 (M, Mi) o 


= (, 


0G z Mo) GM, my = M0] de 


+5) |Su, M>) 


puesto que el primer iniembro de la ecuación (5) es igual a cero, 
por cuanto AG = 0, y la integral por la superficio "E os igual 
a cero en virtud de las condiciones de frontera. Pasando aliora 
al límite cuando e > 0 y utilizando la particularidad de la fun- 


$ 4. FUNCION DR LA PUENTE 381 


ción de la fuente, se obticne?): 

G(Mo, MA) =G (Mo, MA, 
o bien 

G (Y, M o) = C(Mo, M). 

La simetria demostrada de la función de la fuente es la expre- 
sión matemática del principio de reciprocidad on la física: una 
fuente situada en el punto Mo causa sobre el punto M la misma 
acción que la que causaría en el punto Mo una fuente situada en el 
punto M. El principio de reciprocidad tiene un carácter muy 
general, y tiene lugar en distintos campos físicos (electromagné- 
ticos, elásticos, elc.). 

Obsérvese que, en particular, de Jas propicdades de simetría 
se deduce que para un /37 fijo u (Moa) = G(M, Mo), como fun- 
ción de las variables x, y, z del punto 177, posee la misma propie- 
dad que la función v (M) = G(M, Mo) deu las variables €, y. 
¿ del punto M para Mo hijo. es decir, Azr, € =U0 para M + Mo, 
G=( para ME 2. 

Ja iunción do la fuente G(M, M¿) para el cago de dos dimen- 
siones se determinará, cvidentemente, mediante las condiciones: 

1, AG=0 en todos los puntos de la región considerada $, 
a excepción del punto M :- M.,. 

2. En el punto 47 = Ao la función G tijeve una particularidad 
del tipo 


3. G le = 0, donde Ces la froutera de la región $. Lau función 
de la fuente tiene en este caso la forma 


G(M1.M)=2 10 — 
2n 


+o(M., Ma, 
M Mo 


donde y es una función armónica continua cn todas partes, que 
satisface en la írontera a la condición 


La solución del primer problema de contorno para Au = U se 


da aquí por la fórmula 
d 
u(My)=-—|/ 
€ 


G 
On 


ds  ((=Ule). 


1) Liapunov demostró este teorema aplicado a la clase de las superficies 
que llevan su nombre. 
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Fig. 61 


2. Método de Jas roo ca electrustáticas y función de la fuente 
para la esfera. El método más generalizado de composición de la 
tunción de la fuente es el método de las imágenes electrostáticas. 
La idea de éste consiste on que al escribir la función de la fuento 
1 
G(M, My) = ————-— + vu, 
y Ñ 4nR y Mou E 


el campo inducido y se representa como el campo de cargas situa- 
das fucra de la superficie E y que se cscogen de forma que se 
cumpla la condición 


v| : 
Y 
4 R 


listas cargas se llaman imágenes electrostálicas de la carga unita- 
ria, silunda en el punto Af, y que forma, sin la superficie 2, uu 


1 ; 
potencial de mE: En mnchos casos, la elección de estas cargas 


1o presenta dificultad alguna. Más abajo expondremos ejemplos 
de composición de la función de la fnente por ol método de las 
imágenes electrosláticas. 

De la representación de las funciones de la fuente, obtenidas 
en todos estos ejemplos, se aprecia directamente la continuidad 
de las derivadas primeras de la función G en la superficie 2. 

Como primer ejemplo, cousideremos la función de la fuente 
para la esfera. 

Sea dada una esfera de radiv /? con centro en el punto 0, 
y supongamos que lay que hallar su función de la fuente. 

Coloquemos en el punto 4, una carga unitaria, y tomemos on 
el radio que pasa por el punto My un segmento OM, tal que 


PoDi == R?, (6) 


«donde py. = OMo y pi: = OM, (fig. 51). 
La transformación (6), que pone en correspondencia al punto 
My con el punto determinado Ms, es una transformación de los 


. 
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radios inversos, y el punto 51, se llama conjugado del punlo Mo. 
Esta transformación es recíproca, y el punto My se puede consi- 
derar como conjugado del 24,. 

Demostremos que para todos los puntos P, situados en la 
esfera, las distancias a Mo y Mi, son proporcionales. Para esto, 
tomemos los triángulos OP.Mj¿ y OPM, (véose la fig. 51); éstos 
son semejantes, puesto que el ángulo en O es común, y los lados 
adyacentes a éste son proporcionales: 

LO. An o bien == —, 
R Py R OM, 


De la semejanza de los triangulos se sigue que 


A (7) 


— —> 
donde ro =| MAP” l, r, = | MAP |. De la proporción (7) se 
obtiene: 


para lodos los puntos de la esfera. Por esto, la función armónica 


A dr toma en Ja esfera el mismo valor que la función 
o Pr 


1 S : 
e Esta representa, evidentemente, el potencial do una carga 
0 


de magnitud — e . situada en el punto M%M,. 
“0 
De este modo, la función 
G(P, m)=2(2-£.2) (8) 
ArmN ro Po Fo 


es, precisamonte, la función de la fuente buscada para la esfera, 
puesto que es una fuución armónica que tiene en My una particu- 


laridad An Ta Y Yue se anula en la superficie de la esfera. 
+t Fo 


La solución del primer problema dle contorno se da mediante 
la fórmula (4). 
Calculemos la derivada 


EN E e 
ón  4rmlónYr Po énXNr, 73" i 
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donde » es la normal exterior, r, = | MM | (47 puede no hallarse 


en la esfera). 
. 1 1 l E e 
Las derivadas de 5 Y 57 Con respecto a la dirección Y son igua- 
o y 


E o (110r A: 
—|=]==|=)]-= -— —C08 (10, 12), 
dn N ry 4 Ora Nro? On r 


9 (2) 24) 1 de | 19) 
e [PO A — = — 08 (r,, 91), 
] 


les a 


ón Or ón ñ 


puesto que 


SN IN 
2% —cos(e 2). ee (r,, 1). (11) 
dn gn 


. IN INM 
No cs difícil hallar las magniludos eos (4), 42) y cos 9, 11): 


KN 2 PEN 2 
cos (1, 2) = nl ia A (115 
2 kira 
SN 2 2 _ ,2 
cos(r,, 1) = Eine E (117) 
218r, 
Utilizando la proporción (7), tendremos: 
+ Ro, PR 
ZO | PERL O 
cos (14, 1) |= — A =P 
2A42r poza 
Po 


2 
puesto que pa eS , por definición del punto M,, y rj == Gor 


0 
en la esfera 2. Aplicando las fórmvlas (10), y Lambién Jas expre- 
siones (9), (11'), (11”), se halla: 


00|_1[_1R1d8, e 
ón z  4x 00 2Rro RE Po 2Poro 


__ 1 HÉ-0 
ARA R 
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De esto modo, la función u (Moy). en correspondencia con la fór- 
mula (4). es igual a 


_ pl 
u(M)= == NAO EA do p, (12) 
= 0 


Introduzcamos un sistema de coordenadas esféricas con origen 
en el centro de la esfera. Sean (?. 0, q) las coordenadas del pun- 
to P, y (00, 90, (o), las del punto Ao; y, el ángulo entre los radios- 


—»+ , 
vector OP y OM... Entonces la fórmula (12) se puede escribir on 
la forma 


R 2n x R? e. pi 
U (Pa. Oo. == — (8, 4) => 37% sen0 d0 de, 
(Pa. Yo. Po) yy ) y 9, €) (e — 2Rpgeosy + POr P 
(12”) 
donde 
cos y = cos Q cos 0, — sen Y sen Op eos (q — qu). (13) 


Esta fórmula se llama ¿ntegral de Poisson para la esfera. 
Este mismo método se puede aplicar a la composición de la 
función de la fuente para la región exterior con respecto a Ja csfera. 


G(M, Mn) = q (L EE 1) ; (14) 
án 


Py Oy Po 


donde r, = MM, cs la distancia del punto fijo Af,. que so hmlla 
fuera de la estera. ro = MM, es la distancia del punto Mo, con- 
jugado con el Mi, ps. la distancia de M7, al origen de coordenadas, 
y R, cl radio de la esfera. 

Teniendo en cuenta Ja diferencia en los sentidos de las norma- 
les para Jos problemas interior y exterior, se obtiene: 


u (pi 0, q) = 


24 n 2 2 
= E E (0, «() senÚ d0 dy, 
4a 5u [A — 2, Feos y + pi] j 


donde cos y se da por la fórmula (13) (el subíndice O dobe ser sus- 
tituído por el 1). 


3. Punción de la fuente para el círculo. La función de la fuento 
para el círculo se puede oblener por el mismo método que la fun- 


—»> 
1) En efecto, los cosenos directores de los vectores ob y U Mo sun iguales, 
respecta vamento, a (son Y cos q, sen 8 sen y, 0030) y (sen Op e058 o, sen 0, Sen «po, 
cos 0p), de donde  cog y == cox 0-cos 9, 4 sen 9 son Oo (cos q cos po + 
+ sen q sen o) = cos U cos Ba -|- sen 0 sen 0, cos (p — o). 
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Mi 


Fig. 82 


ción para la esfera. En este caso, debe buscarse la función en la 
forma 


NA AE (15) 
2n r 


Repitiendo los razonamientos del punto anterior desde la fórmu- 
la (6) hasta la (8), se halla la función G en la forma 


G(P, O O (16) 


Po Ps 


donde Po = OM o, Po = MP, Fr = Mi?P, R <= OP es el radio del 
círculo (fig. 52). No es difícil comprobar que la función armónica 
determinada de este modo se anula en la frontera: 


G le —= 0. 
Para ln resolución del primer problema de contorno, hay que 
calcular los valores de Fn en la circunferencia €. Los cálculos 


se efectúan análogamente al caso de la a y dan: 


nl 25R A , 


Sean (p, 0) las coordenadas polares del punto P, que se hallan en 
la circunferencia, y (po, O ) las coordenadas del punto Mo; enton- 
ces, 


ri = R? + p — 2ARp, cos (0 — Op). 
Sustituyendo esta expresión de ry en la fórmula 


R?— RP” —po de 
fi 


ró 


u (Po, A 
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Fig. 53 
y 
y 1 
Ut cz. 4,28 
y tomando en cuenta que 
u(P) lo = 1 (0) y ds = Ra, 
se llega a la expresión para la función u (Mp) 
17 R*—s 
u (Po, 8) = — Y =————————————- ] (0) 20, 17 
(Po 90) 2x1 ¿ R + pi —2Rpocos (6 TÍA ) ds 


llamada integral de Poisson para el círculo” (véase la pág. 352, 
fórmula (13)). Esta misma fórinula, salvo el signo, da la solución 
del problema exterior. 


4. Función de la fuente para el semiespacio. El concepto de 
función de la fuente y la fórmula (4) tienen lugar también paru el 
espacio no acotado, si se consideran funciones regulares en el 
infinito (véase el $ 2, p. 6). Hallemos la función de la fuente 
para el semiespacio 2 > 0. Ubiquemos en el punto Mo (Zo, Yo. Zp) 
una carga unitaria, que crea en el espacio no acotado un campo, 
cuyo potencial se determina por la función 


io 1 


== ——, donde Roa == Vr — 2 + (y —y Y + (2 — 29). 
Ryu 


No es difícil «preciar que el «campo inducido» v es el campo de 
una carga unitaria negativa, ubicada en el punto M, (2%. Yo, 
— Zo), que es la imagen especular del punto Mo en el plano z = 
= 0 (fig. 53). La función G, igual a 


1 1 
G(M, MI = RR" 
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donde 
Ro=1M,3M|= Vía — ro + (y — yo) + (3 — 29), 
d SES ESTA ETT 
R.=|1M,M|=Víz — Y Y (Y — y) + (242), 


se anmmba paca z — () y tiene la siugularidad necesaria en el punto 
MM. 


Calenlemos nad E - o Es evidente que 
0G 1 2—E. ,2+ »| 
rl dar 

llaciendo 3 = 4, se halla: 
061 _ _0G __ % 
On limo  0zli=o 218 


La solución del primer problema «de contorno se da poc la fór- 
mula 


1 z 
u (M.) =— 5 — 1(P)d0p, 
21 1 


pm H My? 
dondo 2 cs el plano z =0, 7 (1) — « lo. O bien 


2 ca 


1 Za 
(Lo. Yu. 2) = — a _ AAIHIIIIAA A, Y) dx dy. 
A e rca 


(18) 
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Í 


SW] = Ñ———_—_————__— , Que re- 
A Y e— E (y — 109 +(5 — EJ 

presenta el potencial del campo «de la masa (carga) unitaria, 
situada en el punto Mo (E, n, E). es solución de la ecuación de 
Laplace, la cual depende de los parámetros £. y, €. Las integrales 
de esta función con respecto a los parámelros, se llaman poten- 
ciales. y ticnen un significado esencial desde el puuto de vista 
de las aplicaciones directas a la física, así como también desde 
el punto de vista del desarrollo de los métodos de resolución 
de los problemas de contorno. 


La función 
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1. Potencial «dc volumcn. Supongamos que en cierto punto 
Mo (3, n, 5) se halla una masa mo. Según la loy de la atracción 
universal, sobre una masa mm, situada en el punto M (zx, y, 3), 
actún la fuerza de atracción 


mM) 
F=-y—2p, 1 
Li (1) 
donde + == es el vector unitario en la dirección MM (R = MM, 


JH 
y y, la constante gravitacional. Escogiendo el sistema de coordena- 
das de forma que sea y — 1 y haciendo m = 1, se obtiene: 


== pp" 
Las proyecciones de esta fuerza en los ejes coordenados serán: 
X="Fceosa= — q — E), 
E Ma 
PS ID: (2) 
m 
= Feosy = — — (2 —Í), 
E ¡ae y 


londe a. P, y y son los ángulos que forma el vector 4' con los 
ejes de cuorderadas. Fntroduzcamos una función +, llumada 
potencial del campo de fuerzas') y definida mediante la igualdad 


"== grad u, 
o bien 
du du Ou 
X=, Y=w"», L==-. 
Ox dy 02 
8n nuestro caso, es 
ue = To 5 
144 


El potencial del campo de rn puntos materiales, en virtud de la 
superposición de los campos de fuerzas, se oxpresará por la fórmula 


n 
En e y DE 
A 2 sE 2, R; 


1) No debe confundirse el potencial con la energía potencial del campo 
:de fuerzas. El término potencias se aplica aquí en el mismo sentido que 
Junctón de la fuerza en la incennica. 
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Pasemos al caso de la distribución continua de la masa. Sea 
dado un cuerpo 7 de densidad p (E. 1]. £). Determinemos 01 poten- 
cial de este cuerpo en el punto (M (x, y, 2). Para esto. dividamos 
al cuerpo 7” en partes At suficientemente pequeñas. Jlagamos la 
hipótesis natural de que la acción del elemento At es equivalente 
a Ja acción de su masa, concentrada en cierto punto «intermeadion!) 
del volumen Art; entonces, para la componente de la fuerza que 
actúa en el punto M se obtiene la siguiente cxpresión: 


pAt 


(e a E), 


donde 
CR la ER Y — + (e — EY 
La integración por todo el volumen 7 da la componente de la 
fuerza total de atracción del punto M por cl cuerpo 7: 


r—É 
=—Si0o 70 dr. (3) 
El potenciul en el punto M se determinará por la fórmula 
1 : 
u(M)= $189 dr. (4) 


Si cl punto M se halla fuera del cuerpo, esto puede demostrarse 
directamente derivando bajo el signo integral?). Análogamente 
se calculan también las derivadas de órdenes mayores. Es evidenta 
que el polencial u (M), fuera del cuerpo T, satisface a la ecuación 
de Laplace (para más detalles, véase la pág. 382). En lo sucesivo, 
sin tender a construir la teoría bajo las condiciones más generales, 
utilizaremos las propiedades de los potenciales indicadas más 
arriba, y Tormularemos varios teoremas bajo la condición de 
que p es una función acotada (sobreentendiendo su integrabilidad). 


1) Más exactamente, aquí se supono que la acción de cierto cuerpo 7 
de masa mm sobro un punto que se halla fuera del volumen convexo 7 que 
contieno a este cuerpo, se puede sustituir por la acción de cierto centro efectivo 
de la misma masa m, que se encuentro dentro de 7. 

2) Para poder derivar una integral definida del tipo 


¡=$ F(M, Prp(P)d1p 
T 


con respecto al parámetro bajo dl signo integral, es suficiente la continuidad 
de la derivada de la función F (Af, P) con respecto al parámetro y la Integra- 
bilidad absoluta de la función q (P). Comúnmente este teorema se formule. 
para q (4 = 1. La demostración de ésto para nuestro caso no se diferencia 
en nada de la habitual. 
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Si el punto M se halla dentro de la región 7, no se puede ajir- 
du. AS ; 
mar que X = dE sin un análisis complementario, que será, pre- 
cisamente, dado más abajo. 


2. Problema en el plano. Potencial logarílmico. Considoremos 
la distribución de Jas masas en el espacio, que depende sólo de las 
dos courdenadas (z, y). En cualquier plano z = const, el potencial 
toma, evidentemente, un mismo valor; por esto. es suficiente 
investigar el potencial del punto (x, y) , que se encuentra en 
el plano z = 0. 

Determinemos cl polencial de una recta homogónea infinita £. 
Dirijamos el eje 2 a lo largo de esta recta. Supongamos que Jo 
densidad lineal (cs decir, la masa de la unidad de longitud) 
es igual a p. La fuocrza de atracción del elemento Az con respecto 
al punto P (zx, 0) (fig. 34) y su componente sobre el eje x son igua- 
les, respectivamente, a 


AP= _ pAz__ paz 


RT (d+? 

zx 
AX = AF cosa —= — pAz. ——. 
Vé + yy 

De aquí que 
. dz 2 1 2 2 
X=-— | pz A 7 A pora E 
2 


( = 22) R 
Si P (x, y) es un punto arbitrario, la fuerza de atracción «del 


punto por la línea L estará, evidentemente, dirigida a lo largo 
de OP, y será igual en valor absoluto a 


pat 
p 
donde 
p == Va + y? 


El potencial de esta fuerza se llama potencial logarítmico, 
y es ignal a 


V =2u ln. (5) 


cosa que se comprucba fácilmente por derivación directa. 
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Y 
p 
F 
el 
M E 
Fig. 54 Fig. 56 


lil potencial loparitmico es solución de la ecuación de Laplace 
con dos variables independientes, que posee simetría circular 
alrededor del polo en el punto p == 6U, en cl cual se hace infinito. 

De osba manera, el potencial de una Yocta homogénea du un 
campo plano, y se expresa por la fórmula (5). La represenlación 
del polencial cn forma de inlegral [fue obtenida sólo para los 
volúmenes acolados!). Obsérvese que, a dilerencia del potencial 
de volumen, el logarítmico no 3e anula en el infinito, sino que 
tiene alí una particularidad logarítmica. 

Calenlemos ahora las componentes de la fuerza de alracción 


del punto £ (fig. 550): 


X=Fecos0=— 24 + (sos 2), 
p p 


Y="Fsena=-— 24 Y (sena =2). 
p p 


Si se tienen varios puntos (rectas infinitas de masa distribuida 
sobre ellus), en virtud del principio de superposición, los campos 
de fucrzas de Jos potenciales «de los puntos (lineas) se sumarán. 


1) Al calcular el potencial de una recta infinita, no fue posible integrar 
directamonto Jos potenciales do clomentos separados, puesto que en este caso 
se oblieno una integral divergente. En efecto, el potencial del elemento 
Az os ¡igual a 

An <= yl E. . 
V p? . |- z2 


La integración formal nos da la integral divcrgonte 
oL 
| dz 
u= p ps 
e PI 
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PI2.Y) 


| 


Fig. 56 


En el caso de una región S de densidad y (E, y) distribuida 
en forma continual) (fig. 56), las componentes de la fuerza de 
atracción del punto P se expresarán por las integrales dobles: 


el 


> A 
AS METE O 


e (6) 
Y=-—2 E. y), dl dí, 
y dis a 
y el potencial será jgnal a 
1 
u(x, y)=2f (3. 11 —=====— dé du. (7) 
y Víe— EP + (y — y 


cosa que se comprueba ficilmente derivando, para los puntos que 
se oncuentran fuera de Y. Si, en cambio, el punto P está en la 
región S, es necesario efectuar un estudio complementario. 


3. Integrales impropias. Los potenciales y las componentes 
de Ja fuerza de atracción se representan mediante integrales 
enyos inlegrandos se vuelven infinitos, si consideramos sus valores 
en puntos que so hallan en la región que contiene a las masas que 
se atraen. 

Corno es gabido, si el integrando se vuelve infinito en cierto 
punto de la región de integración, la integral no se ¡mede defivir 
como el límite do una suma integral. En etecto. en esto caso la 
suma integral uo liene límile, puesto que el sumando que corres- 
ponde al volumen clemental que contiene al punto singular 
— puede variar en forma arbitrariamente grande la maguitud de la 
suma, según Ja elección del punto intermedio. Las integrales do 
tales funciones se definen como integrales impropias. 

Sea dada una función € (7, y. 2) en la región 7, que so vuelve 
infinila en cierto punto M, (Za, fu. Zp). Consideremos la integral 


1) Esto corresponde, en cl espacio. 4 un cilindro de geucratriz ¡mralela 
al eje Ey corto s en el plano (£, y), con densidad volumétrica q (3, 1), 
quo na dependa de E 
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definida sobre la región 7 — K,. donde K, es cierto entorno del 
punto AF, cuyo diaámotro no supera a e. 
Si al tonder las regiones Ro, al punto My en forma arbitraria, 


la sucesión de A 


00) iS (e, —> 0) 


posce Jíimile, que no em de la elección de las regiones X+, 


entonces este límite se lama integral impropia de la función 
F (3, y, 2) en la región 7, y se denota, como de ordinario, por 


$1S Par. 


Si existe por lo menos una sucesión de regiones Ko, tal que para 
£, — O oxiste el límite 7, y para olras sucosiones Ke, este límite 
tiene otros valores, o inclusive no existe, el límite Y se llama 
integral impropia que converge en forma condicional. lstá claro 
que, al considerar la integral impropia Y que converge en forma 
condicional, hay que indicar la sucesión de regiones K., que se 


utiliza para definir dicha integral. 

Aquí nos limitaremos al caso en que el integrando de la función ' 
tiene mna particularidad cu mn punto aislado. Analicemos la 
convergencia de integrales del Lipro 


Ñ E e (8) 


donde € y a > 0 son ciertas constantes, 


R = Runmo = Visa a 3 + (Yo —y)Y + (20 — Ole 
My es un punto de la región 7. Sin limitar la generalidad, se 
puedo considerar que 7 es una esfera de radio R con contro en 
cl punto Mo. Tomemos, como región Ke , una esfera de radio €, 


con centro en el punto Mo, y busquemos el límite de la sucesión 
de integrales 


TK en R* 
Badr (4c| 1 pal” 43 
9-2 r_ (4 = | y si a 
JU E E | 102 ln 
L4aC Dor, si a=3 
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ARO A 


Fig. 57 


El paso al límite, cuando s, tiende a cero, demuestra que para 
a < 3 el límito existe; para a > 3, en cambio, no existe. 


Demostremos que, si la función F (x, y, 2) no es negativa 
y existe el límite de 


I,= Vf Far  (e.>0), 
T-Ken 
donde Ke. es una esfera de radio e, con centro en el punto Mo, 


entonces existe también el límite / de las integrales para cualquier 
elección de la sucesión de regiones Ka, que tiendan al punto M, 


y ol valor de este límite no depende de la forma de la región K 8, 
Cualquier región K¿, se puede encerrar entre dos esferas Ko, 
y K., . cuyos radios, €n, Y En tienden a cero conjuntamente 
con e, (fig. 57). lin virtud de que el integrando no' es negativo, 


e tiene que 55 hina 1] eS 55 a 


T=Kégn, T=Kon, 
De aquí se aprecia que 
lím 1, Fár= lim S[f Pdr=1 
no. Pp] 


n > 00 T=Ken 


puesto que los límites de las integrales de los extremos existen 
y son iguales a este número. 


De este modo, en el caso de trcs variables independientes, la 


integral impropia 
C 
y/ $ qe * (8) 


existe, si a < 3, y no existe, si ua > 3, 
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J'ara olro númoro de variables independientes, el valor crí- 
tico de a, que determina das [rontereas de convergencia de las 
integrales del tipo (8), es j¡gual a la dimensión del espacio; así, 
por ejemplo, para dos variables independientes, la integral 


Ñ C do converge para a <2, 
p? 


z 


diverge para a 7>2. 
Detengámosnos en un criterio de convergencia de las inte- 
grales impropias. Demostremos que 
para la convergencia de la integral impropia 


555 F (x, y, 2) dx dy dz, (9) 
T 


cs suficiente que exista una función / (x, y, 2), para la cual 

converja Ja Integral impropia en la región 7, y que tenga lugar 
la desigualdad e 

JF(x, y, 23] <F (x, y, 2). (10 

Tomemos cierta sucesión de regiones Kg, que contengan al 

punto singular Mo. En virtud do la convergencia de la sucesión 

de integrales T, do la función F para todo e >> 0, existe un N (8) 

tal que Ñ ] 
Ia, — In I=1_ SS Fari<e, 
Ko, Ke 


"n ta 


si ny, Ra > N (e). Como Fes mayorantle de la [unción £' (x, y, 2), 
se puode escribir: 


Ln, —In.1=1. 55$ 


tn, “En, 


Fdr|< $55 |F | dt < 
Re, - CA 
< $Yf Far<e, (10) 
Ke, Km, 
si ny, n3 > NY (8). El cumplimiento de la condición (10), en vir- 


tud del criterio de convergencia de Canchy, es suficienie para 
la convergencia de la sucesión 


I.= SNS F dr 


hacia cierto límito 
I=límI,=$f) Far. 
n => 20 TF 
No es difícil establocer que este límite no dependerá do la forma 
de las regiones K¿,. Con esto queda demostrada la existencia de 
la integral impropia (9). 
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Si. en cambio, para cierta función F (zx, y, 2) se puede indicar 
una función positiva F (x, y, 2), tal que F (x, y, 2) >*Y, y la 
integral impropia de F en la región T diverge, la integral impro- 
pia (9) será, evidentomente, divergente. 

Corolario: sí para cierta función F (M, P), que se vuelve infí- 
nita para P = M, tiene lugar la desigualdad 


LP (M, PN<= a =const < 3, 
ME C =const< oo, 
entonces la integral impropia en la región 7, que contiene al 
punto M, 
SAS F(M, P) drp, 
7 
converge. 


De la teoría de las integrales propias que dependen de pará- 
metros, es sabido que la continuidad del integrando con respecto 
a los parámetros y a las variables indepeudientes es condición 
suficiente de coutinvidad de la propia integral como función de 
los parámetros!). Para las integrales impropias, la continuidad 
del integrando no liene lugar, y por esto el criterio indicado no 
se pucde aplicar. Eslablezcamos un criterio de conlinuidad de las 
integrales impropias que dependen de un parámetro. 

Consideraremos las inlegrales impropias 


V(M) = $ F(P. MI (BP) dp, (11) 


donde F(P, A) es una función que se vuelve infinita cuando: 
coinciden sus argumentos y continua con respecto a MM, y F(P), 
una función acotada. 

La integral (11) se llama uniformemente convergente en cl 
punto Mp, si para todo e >> 0 existe un Ó (e) tal que tione lugar 
la desigualdad 

Vit l=1 Y FP, MID) dp l<e 
014) 


para cualquier punto M, cuya distancia a M, seca menor que ó (e), 
y para cualquier región T¿,., que conlenga al punto 17, y que tenga 
un diámetro rn < 6 (e). 

Demostremos que la integral 


Y (M) = y P(P. DAD) dr», 


'y Véase B. M. Buduk, S Y. Fomín, /ntegrales Múltiples y Serles, 
ed. «Naúka», 1865, pág. 442. (0 tambión P. Puig Adam, Cálculo [ntegral,, 
Madrid, 1961, púg. 113) (N. de la Ited ) 
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Fig. 58 T 


7-7 


que converge uniformemente en el punto Mp. es una función con- 
tinua en este punto. Hay que demostrar que para todo e existe 


un 6 (e) tal que 
|V (Mo) —- V(M [<e 
para 
— . 
|MMy |<5 (e). 
CTomemo: dentro de 7 cierta región 7, que contenga al punto 
Mo (fig. 58), y dividamos la integral en dos gumandos: 
V = V, + Va, 
«donde la integral V, se toma por la región 74. y Va, por la Ta = 
= T — T,. Más adelante determinaremos con más exactitud las 
dimensiones de la región 7,. Consideremos la desigualdad 
| V(Mo) — V(M |< 1 V2 (Mo) — Va (M) | + 1 V, (10) | + 
+ |VY, (M) | 


y demostremos que cada sumando de la derecha puede hacerse 


e => Sula - r 
menor que 7; para |MoM | suficientemente pequeño. 'Fomando 


ER 


la región 7', dentro de da esfera de radio ó (5) tendremos: 


IVAMNISZ y IV (MI<3. 
3i 


|M.MI<Ó' (5) 


La existencia de este 0” se desprende de la condición de con- 
vergencia uniforme de la integral (11) en el punto My. La elec- 
ción de la región 7, determina la región Ta. 

Como el punto M, se encuentra fuera de la región Ta, la inte- 
gral V2 es una función continva en este punto. 
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De aquí se sigue la existencia de un 6” (3) tal que 
[Va(M) — VAIS 
para 
— po e : 
| M |< OS (3) A 
Haciendo 


ó (e) = mín [6' (e), 6” (e)l, 


se obtiene: 
—> 
JV(M) — V(Mo) |<e para | MM. |< 6, 


to cual significa la continuidad de la integral que converge uni- 
formemente. 

Obsérvese que los resultados obtenidos son válidos no sólo 
para las integrales de volumen, sino también para las de super- 
ficie y de línea. Este hecho será utilizado en lo sucesivo. 

Consideremos cl potencial 


a P 
vin= 15) LO do (12) 
Rur 
y las componentes de la fuerza de atracción 
Pp 
x= Lar 
5 MP 
| P) ; 
y (m)=- 555 L% (y — y) erp; 13 
M0 —m eo (13) 
p(P) 
Z(M)= — ——— (2 — E) dr, 
a 
on Jos puntos que se hallan dentro del cuerpo que atrae 7. Las 
integrales impropias (12) y (13) son convergentes si la densidad 


p(M) está acotada, |p (M) |] < C. Para el potencial V (11) 
esto es evidente, puesto que 


lel_ € 


ea a =Í 3). 
R qa ( < 3) 
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Para las componentes de la fuerza de atracción, esto se deduce 
de la desigualdad 


a a =2<3 
ro R <p (a = XX ), 


puesto que | rx — El < l?, 

Pura ilustrar el concepto de convergencia uniforme de lus 
integrales impropias, demostremos que las integrales (12) y (13) 
son funciones continuas. 

Para esto, hay que demostrar que las integrales (12) y (13) 
convergen uniformemente en cualquier punto .Vo. 

Calculemos el módulo de la integral!) 


p (>) e dr. 
—— Hp l EC —, 
193 Ryp ds 133 Rup 


donde X3” es una esfera de radio Ó con centro cn el punto 3, 
que contiene n la región 74. Sin cuubargo, el cálculo de esta inbe- 
gral por la región Ka” con centro en el puuto My es incómodo. 
Para calcular la última integral, tiene sentido pasar al sislema 
de coordenadas esféricas con centra cn el punto $1. Es evidente que 


cs 


Wo MP 
Kg 


dun 


<C|55f = C8nó*, 


- A z 


donde K34 es una esfera de radio 26 con centro en el punto M. 
Si se da ciorto e > 0, entonces, escogiendo 


— 


£, 


Ó (e) = Sa ' 


Ros convencéemos de la convergencia uniforme de la integral V. 
Ropitiendo un razonamiento análogo para la integral 


L 


—É 
dTp, 
Rúr 


x(M)=-— $590 


1) Obsérveso que la integral (12) se obtiune de la (11) para Y (M, TP) = 
rel F(P) = p (P). 
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se obtiene: 


Qtp e 
<C 535 3 = ÉnóC < e, 


si 


68) ==. 


De esta forma, el potencial Y y las cormponontes de la fuerza 
de atracción X, Y, Z son funciones continuas en todo el espacio!). 


4. Derivadas primeras del potencial de volumen. Los inte- 
grandos de las funciones 


x(m=-5|50(m) 2 E 


a] 
HR Mi 


son las derivadas, por Jos variablos correspondientes, de la fun- 
ción bajo el signo integral de 


Y (M)= SS po > dp. 


MI 


dp, Y(M, Z(M, 


Si para la función Y es lícila la derivación bajo el signo integral, 
entonces 


NTE. Nula. Jus (14) 


es decir, V es el polencial del campo cuyas componentes son igua- 
les a Xx. Y, Z. 
Si el punto 17 se encuentra fuera de la región Y, la función 


z—kÉE — (x — É) gd 1 


— =——— o A A a E DaÁEQO€Á£á-PDL A 


es conlínua con respecto a ambos argumentos, M (x, y, 2) y 


13 La convergencia uniforme de las integrales V (M) y X (M) fue demos- 
trada bajo la hipótesis de que la densidad está acotada: lp |< C. En 
consecuencia, estas integrales sou continuas aun en los puntos do disconti- 
nuidad de la función p, por ejemplo, en la frontera de una región llena de 
masas. 
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P (E, n, £). Por lo tauto, en este caso la derivación bajo el signo 
integral V es lícita. 

Las derivadas de orden mayor lambién se pueden calcular 
derivando bajo el signo integral en todas partes fuera del cuerpo 
f. De aquí, en virtud del lema del capítulo M1, $ 2, se deduce 
que el potencial, fuera de las masas que se alraen, satisface u la 
ecuación de Laplace: 

AY = 0 fuera del cuerpo 7. 

Demostremos que el cálculo de Jas derivadas del potencial V 
se puede efectuar derivando bajo el signo integral también en el 
caso en que M so halle dentro del cuerpo 7. 

En la demostración se utilizará sólo la acolación de Ju función 
o(z, y, 2) (lp (z, y, 2) |] < C), sin suponer su continuidad; de 
aquí se seguirá que la función V (x. y, 2) es derivable también 
en los puntos de la frontera, que se pueden considerar como puntos 
de discontinuidad de da función p (x, y, 2), la cual es igual a cero 
fuera del cuerpo. 

Domostremos que para cualquicr e se puede hallar un d (s) 
tal que 

Vir+A4z, y, 2) — V (x, y, 2) 


X|i<e, 
Ar 

si 

|Ar | <Óó (ue). 
Encerremos a M, dentro de una esfera XKF'? suficientemente peque- 
ña. cuyas dimensiones precisaremos más adelante, y dividamos 
a Y en dos sumandos: | 

y a V, + V,, 


donde V, y Y, corresponden a la integración en el volumen 7, = 

= Ki” y en el volumco complementario Ta = T — Ki". Enton- 

ces 

Vír4+ Ax, y 23 —Víir.y2 V (4 Az, y, 2) — V, (2, y, 2) 

A A + 
Az Az 


+ VAT 4 Az, y, 23 — Valz. y, 2) 
Az 
Para cualquier dimensión determinada de la región Ty, se tiene: 
lím Va(x+ Ar, Y, 2) a Valz, y, 2_ X¿== 
Ax-—>0 Az 


=f50t, y2 (Je 
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puesto que el punto Afa se halla fuera de la región 7. 
Haciendo X = X, + X>», apreciemos a 


|x Víz+ Ax, y, 2) —V(z, y, 2) < 
Az 
<|x BEAZ My» +IX, + 
Az 
sl | Y, (1 + Ar, Y, 2) == v, (z, Y, 2) 


Azx 


e 
y demostremos que cada sumando se puede hacer menor que $5- 


En cfecto, 
S [$o= =4108 <=, 


“2x5 _2 
IX,]= y f¡mtdtdos ES , 


(15) 


puesto que | <Zi1y |pI|<C. Consideremos el último 


sumando: 


Y, (1 + Ar, y. 2) au v, (xr, y, 2) pasa: 
Az 


2). )=| 


R,=V((x + Az) — EF + (y — y + (2 — 3; 
= Ve — E + (y — wm + (2— £). 


Los lados del triángulo M MM, son iguales a r, r, y | Az |. De 
aquí so deduce que 


151>| 


—R 
e d 
Az MS RR O 


donde 


I[R—R,1|<]Ax |. 
Por est»), 


1 
¡51 SC $58 q, SC 


(+ 553). 
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puesto que para números ed a y b tiene lugar 


ES 5 (a? + b?. 
Además, 
55 E — 418" 
y 


(Ses Gp e. 


dondo K3% os una osfera de Ed 26" con centro en el punto 1. 
Si so escoge 9” de modo adecuado, se puede asegurar la desi- 
gualdad 


ISi< 5 1218" = 6nC8' < 5 a (16) 
Escogiendo Ó” de la condición (16), se satisfacen ambas desigual- 
dades: la (15) y la (16). Fijemos la región 7, = Ks y, con ello, 
también la región Ta = T — T,. 


La igualdad (14), aplicada a la región escugida 7», signilica 
que para todo € axiste un Ó” tal que 


ARRASATE 
Az a 3. 


siempre que [|Ar|<óÓ”. Escogiendo, por último, 6 -= 
= mín [6', 6”), se obticne: 
Víii+ Az y —Vir y, 2 


xl<o, si JAz|<6. 
Ax 


' : ov 
Con esto, queda «demostrado que existe la derivada de* la cual 


es igual a 
A A 
Ox (17) 
Las fórmulas 
Ox Ox 


no exigen ninguna demostración especial. 
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De esté modo, se ha demostrado que la derivación bajo el 
signo integral es lícila, y (que las componentes del campo do 
fuerzas X, Y, Z son las componentes de grad V. 


5. Derivadas segundas del potencial de volumen. La integral 
impropia 


ro je 


R 


no converge absolutamente para los puntos interioros 1 del cuer- 
po T. En este caso, la mayoránte para el integrando tiene la forma 


ara Qa=3. 
po ? 
listablezcamos las fórmulas por las cuales se calculan, dentro 
de F, las derivadas segundas del polencial V bajo Ja hipólesis 
de que la densidad p (we, y. z) posee derivada continna en un 
entorno de los puntos estudiados. En particular, el análisis 
efectuado más abajo no se aplica a los puntos de frontera, donde, 
por regla general. tiene lugar una discontinuidad de la densidad. 
Representemos el potencial V en forma de suma de los dos 
términos 


Y = V, + Va, 


que corresponden a las regiones 7, y Ta», donde 7; == Ks 
una esfera de radio Ó con centro on el punto considerado Mo, 
dentro del cual la función p cs derivable. 

La derivada segundu de V2 se puede calcular derivando bajo 
el signo integral, puesto que cl punto 4y se encuentra fuera de 
la región Ta: 


E) 000 (7). 


La derivada primera de V, con respecto a z es igual a 


ole srg(je a 


puesto que 


25—104% 
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Transformomos la integral (19) utilizando la fórmula de 
Ostrogradski: 


2 e 120) - 4%] a 


=— [S -Gcosa do + . ART 


y Mo 
E 


donde 23% es la superficie de la esfera, que delimita el volumen 
T,, a, el ángulo entre la normal exterior a la superficie 3% 
y el eje r. El priner sumando es una función derivable en el punto 
Mo. puesto que 14, se encuentra fuera de 53". El segundo sumando 
cs también una función derivable en un entorno del punto Mo, 
puesto que la función p tiene derivada en 7,. De aquí se deduce 
que en el punto Af, existe la derivada segunda de V,. Pasemos 


a calcularla: 


2(2)=— rt (bno ip52 (2) 


El Mo 


Para el segundo sumando, en el punto Mp, tiene lugar la siguiente 


acotación: 
qe l<o Iggr=<n, o 


si 


de 
2 |<ci 


Aplicando el teorema del valor medio a la integral de super- 
ficie, se obtiene: 


49? ES Joos ado $$ Atar pr 


Aquí p* es el valor de la densidad en cierto punto de Eg”, 


o0(41 r—tE 4 
RAP = — ¿¿e0sa 


y, además, 


cosóo 1 1 2 2 2 4 
—— do = — — (cos a + eos sy) do = —11. 
» j e 5 Je qa (cos? a 4 cos” B + cos” y) : 
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El paso al límite cuando $ — 0 nos da: 


E | 1 ) |- 
lim —— == lim osado|= — — M 21 
Lim lím e cos =p (M0), (21) 
La igualdad 


rv ev = 
_— == +7 q 
Óx Oz 


es válida para todo Ó y su primer miembro no depende de Ó; por 
esto, 


Py (E a) 4s 
ox e ox +2 3 pam) 


Óx 
+ 16m 555055 a (Z ) a (22) 


ey 
De la existencia de la derivada segunda — , demostrada más 


arriba, se deduce la existencia del 


in so (je Tol) es 


La úhima integral se obtuvo por un método especial del 
paso al límite, cuando las regiones que tienden al punto /M%, son 
esforas?), lo cual, precisamente, se indica mediante la raya sobre 
el integral en la fórmula (23). El cambio de la forma de ostas 
regiones puede, en general, variar el valor del límite; la inte- 
gral (23) debe considerarse como convergente en forma condicio- 
nal. De este modo, 

y y (2) di — 3 PM). (24) 


De aquí se ve que el cálculo de las derivadas segundas del poten- 
cial mediante la derivación formal bajo el signo integral nos con- 
duciría a un resultado incorroc Lo. 


Para las derivadas => y == se obtienen expresiones análo- 
gas. Sustiluyendo los valores de las tres derivadas en la expresión 
4) El límite (23) se llama cománmente valor principal do la integral 
259 
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del operador de Laplaco, se halla: 
FV Ea y 
dr? dy" ep 


AD) A] er apo) 
NN Dl +£ R +37 3 da — á4np (M,) = 


= — 4 p (AT), (25) 


AV = 


1 da l 
puesto que 77 0s una función armónical), 


De este modo, el potencial de vulumen satisface a la ecuación 
de Poisson 
AV = —4ánp dentro del cuerpo 


y a lu de Laplace 
AV =0 fuera de él. 


La ecuación no homogénea 
Au = —f, (25') 


si la función f es derivable dentro de cierta región T, tiene la: 
solución parlicular 


De aquí se deduce, en particular, que la solución del problema 
de contorno para la ecuación no homogénea (25') se puede reducir 
a la resolución de un problema de contorno análogo para la ecua- 
ción de Laplace Av = 0, si se representa la función buscada en 


forma de la suma u = uy + v. 


6. Potenciales de superficic. Como demuestra la fórmula fun- 
damental de Green (véase el $ 2) 


4 1 da O 4 
u(M= 21) ¿(| d0n, 


R y p On 


cualquier función armónica se puede ropresentar mediante inte- 
grales que son potenciales de superficie. 


1) La fórmula (25) fue establecida bajo la hipótesis de que la función p. 
es derivable, lo cual es una cundición suficiente, y puede sor sustituida por 
condiciones más débiles. Sin embargo, la condición de continuidad de la: 
función p (M) no ex suficiente para que se cumpla la (25), puasto que existei: 
ejemplos de funciones continuas p (M), para Ins cuales el potencial de volu- 
men no tiene derivadas Segundas. 
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¡ Mz.4,2) 
rz 


4 Fig. 59 


Consideremos el campo que crean las masas distribuidas sobre 
una superficie!) y determinemos el potencial de este campo. Sé 
llama densidad superficial uy (P) on cl punto P de la superficie 2, 
al límite del cociente de la masa que se halla en cierto elemento 
do de la superficie 2, que contiene al punto P, entre su. superfi- 
cie, cuando do tiende al punto P. El potencial de estas masas 
se da por la integral de superficie 


van=$J EA dOp, (26) 


2 MP 


llamado potencial de capa simple. 

Otro tipo de potencial de superficie es el polencial de doble 
capa, que definiremos ahora. 

Vomemos un dipolo, formado por las dos masas —m y -+m, 
situadas en Jos puntos PL, y /2, a una distancia Al (fig. 59). El 
producto m:Al = NÑ se ama momento del dipolo. 1 potencial 
del dipolo en cierto punto M (zx. y, z) es igual a 


m m ( 1 ] ) 1 ( 1 1 ) 
== — =— — = Ml — — — =N — == A 
ra Fr; ra Fr Al Mri fi 
donde r, y rg son Jas distancias del punto MÍ a Jos puntos P, y Pa. 
Si Ál es pequeño en comparación con la distancia del punteo 


Al E , 
M (=< 1) , entonces, aplicando el teorema del incremento 
1 


finito, se puede escribir: 


ra A E _ VA 7 EN a — e 
yn (2), R= V(z — Y + (y — 7 + (2— Ey, 


1) Si las masas de densidud volumétrica p están distribuidas en cierta 
capa de espesor kh alrededor de lo superficie E y el campo se estudia a graudes 


distancias en comparación conh (7 << 1) , 10 biene sentido, en general, con- 


siderar el espesor de la suporíicio. Por osto, en lugar del potencia) de volumen 
con densidad p, es wejor considerar el potencial de superfície con densidad 
superficial p = ph. 
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M(2,y,2) 


Fig. 60 


donde la derivada se toma por el sentido de la musa que repele 
a la que atrae y R es la distancia del punto M (x, y, z) a cierto 
punto intermedio 2 (E, n, £) del segmento Al. 

Calculermos la derivada por la dirección 2: 


d ( 1 ) 1 cos p 
—— es: e s e.) = » 
INR) =p sr 0== 


donde el vector + está dirigido del dipolo al punto fijo M, y q 
es el ángulo ontre el vector £ y el +. De osta manera, el potencial 
del dipolo 0s igual a 


V (M) n= (27) 


siendo N el momento del dipolo. 

Supongamos que en dos superficies 2 y 2” (fig. 60), que se 
hallan a una distancia pequeña É la una de la otra, están distri- 
buidas las masas de modo que la masa de cada elemento de la 
superficie 2” es igual en valor absoluto y de signo contrario a la 
masa del elemento correspondiente de la superficie 2. Designe- 
mos por »2 la normal común a las superficies 2 y 3”, dirigida de 
las inasas repulsivas a las de atracción. Pasando al limite cuando 
$ > 0, se obtiene una doble capa, como el conjunto de dos capas 
simples con densidades mutuámente contrarias, que se hallan 
a una distancia pequeña entro sí. Si v es la densidad superfi- 
cial del momento, entonces el momento del elemento de superficie 
dop será igual a 


dN = v dOp; 


para el potencial del elemento do en el punto M (zx, y, 2), ten- 
dremos: 


d ( 1 ) cos q; 
y — dp =v (Py ——= dO p, 
dnp MP Fr 


MP 


donde q, = (PM. 
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l.lamemos potencial de doble capa a la integral 


W(M)= St -)v(2) 005. (28) 


Esta definición, evidentemente, corresponde al caso en que el 
lado exterior de Ja suporíicie repele, y el interivr atrae. 
Es evidente que 


cos q 
e Pp 
W 15 Ed ) d0p, 


donde q es el ángulo entre la normal interior y la dirccción del 
punto P hacia el punto fijo M. Si la superficie no es cerrada, 
debemos considerarla bilateral, puesto que el potencial de doble 
capa se define solamente para estas superficies. 

Los potenciales de capas simple y doble tienen, ev el caso 
de dos variables independientes, la forma 


1 
ds, 
Rump (29) 


W= — ¡ri 2 (12 


dn y, 


d= SP vips, (30 
) ad ) (30) 


Rur 


donde C es cierta curva, u, la densidad lineal de la capa simple, 
v, la densidad del momento de la dobJe capa lineal, q, cl ángulo 
entre la normal interior a la línea C y la dirección al punto fijo. 

Si el punto de observación M (z, y. 2) se encuentra fuera de 
la superficie (fuera de las masas que atraen), los integrandos 
y sus derivadas con respecto a x. y, z de cualquier orden en las 
fórmulas 


1 
V(M) = WN y (P) pop dO p, 


wo =- 55 2 (2) 202 

np MEP 
sun continuos con respecto a las variables zx, y, 3. Por esto, en 
los pnntos que se hallan fuera de la smporficio Y, las derivadas 
de los potenciales de superficie se pueden calcular derivando 
bajo el signo integral. De aquí se deducc, en virtud del principio 
de superposición, que los potenciales de superficie satisfacen 
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y 
Fig. 61 ó 
M 
p 
P 


a la ecuación de Laplace en todas partes, fuera de las masas que 
atraen. Las funciones (29) y (30) salisfucen, evidentemente, a la 
ecuación de Laplace con dos variables independientes 

Los potenciales de saperficie en los puntos de la superficio 2 
son integrales impropiss. Demostremos que si la superficie posee 
curvatura continua, el potencial de doble capa existe en los 
puntos de esla superficie. Expondremos la demostración para el 
caso de dos variables independientes: 


m7 — 12958, as, 
c 


Consideremos una enrva en el plano (zx, y). y escojamos el 
origen de coordenadas en el punto /”. Dirijamos el eje x por la tan- 
gente, y el y, por la normal en este punto (fig. 61). La ecuación 
de la curva en cierto entorno del punto P ge escribirá en la forma 

y = y (2). 
La curva line, por hipótesis, curvalura continna, es decir, y (£) 
tiene derivada segunda conlinua. Por esto, 


2 
ray 042 (04 y (07) (0<0<0, 
de donde, en virtud de la elección de los ejes coordenados, 


1 z 
y (1) = 35 ay” (0x). 


Esto implica que 


R=V4+y= Yr+zx Leal. Vi qa [pen] 


xy" (0) 
y” (tx) |* 
2 y ire [L0n] 


COS Q = 


án 
R 
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cos q y” (Ux) 


De la exprosión de la curvalura 


y 
K= 
(1 4 yy” 
se deduce que 
y” (0) = K (P). 
Por esto, 


lim EE E K(P), 
R 2 


MP ->0 


ds cos 
lo cual demucstra la continuidad de E a lo largo del arco y. 


con esto, la existencia del potencial de doble capa en los puntos 
de la curva € para una función v ucolada. 

El potencial de dohle capa en el caso de tros variables indepen- 
dientes también existe en los puntos de la superficie que tiene 
curvatura finita, puesto que la función 


cos 
pr? 


tiene una particularidad integrable de orden mE La existencia 
del potencial de capa simple no despierta ninguna duda. 


7. Superficies y curvas de Linpunoyv. La hipótesis de que la curvatura 
a linita resulta superflua para lu existencia de Jos potenciales de super- 
icie. 

Jos potenciales de capas simple y doble son integrales impropias en 
los puntos de la superficie S. Demostremos que estas integrales convergen 
para una clase determinada de superficies, Jlamadas superficies de Liapu- 
nov, si Ja densidad del potencial está acotada, | (4) 1 < €, donde C os 
cierta coustante. 

La superficio se llama superficie de Liapunov, si se cumplen las con- 
diciones siguientes: 

t. En cada punto de la superficio E existe una normal determinada 
(planu tangente). 

2. Existe un número d > 0 tal que las rectas paralelas a la nurmal en 
cierto punto / da la suporficio 2 cortan no más de una vez la parte »P de 
la superficie 2 que se halla dentro de una esfera de radio d con centro en P. 


Estas parcelas do la superficie Xp so aman entornos de Liapunov. 
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ES 
3. El úngulo y(2, P')=(mp, 2 p,), formado por las normales en los 
puntos P y FP”, satistace a la siguiente condición: 


y(2, PY<Ar', (310 
donde r es la distancia entro los puntos P y P”; A, crerta constante, y O < 
<Ó6< 1. 

Sea Po cierto punto do la superficie 2. Tomemos un sistema rectangu- 
lar de coordenadas, ubicando su origen en el punto Po y dirigiendo ul elo: 2 
a lo largo de la normal exterior. El plano (z, y) coincide entonces con el 
plano tangente. En virtud do la condición 2, existe un py tal que la ecuación 
de Ja superficie Y se puedo representar en la Sorma 
2=/(x, y") (32) 
para 


p= VY134 yo < Po (33) 


Designemos por E Py el entorno del punto Po on la superficio E, duter- 
minado por las condiciones (32) y (33). Establozcamos clortas srotaciones 
para la función f (7, y) y sus derivadas. 

De la existencia de la normal en cada punto de la superficie (condición 1), 
se sigue la derivabilidad de la función f (x, l: Los cosenos directores du la 
normal (exterior) se expresan mediante las fórmulas: 


7 z 1 

COS a = —_— A cos fi = ———%_— ; A EE AA 
VI “P =3 +3 Vi-+4-32 1- as VI+ ¿1 +3 

En virtud de la elección de nuestro sistoma de coordenadas, será zy (Py) =0, 


3y (Pg) =0. Cousideraromos quo la suporficie ZP, us tan pequoña (pp os tan 
pequeño) quo 


1 1 
Vi -21 Ll 2%, de E 
Desiguemos mediante np la proyección del vector mp en el plauo (z, y), 


y modianto a”, $”, los ángulos furmados por ol vector np con las ejes z 
e y. Es eovidento que 


1 7 c03 y = (34) 


COS % =38D y COSA”, cur $ =sen y sen a”. 
Como sen y< y, entonces, on virtud de la condición 3, 


sen y < aro Po 
y, por consiguiente, 


[cosa |< Arfp,, |00s |< Arppy (35) 
y como 1 2 : a siendo además . < 2, entonces 
Cos y cos y cos y 


[2x1 < 24rgpp, 1241 < 24rp po. 


') Obsérvese que si la función f (7, y) tiene derivadas segundas con- 
tinuas en un entorno dol punto Po, la superficie : = f (e, y) salislace a las 
<undiciones de Liapunov. De este roudo, las superficies do curvatura con» 
tinua son superficies de Liapunov. 
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Aplicando la fórmula de Taylor a la función z==/(z, y) en un entorno 
del punto Po(0, 0), tondremos: 


z(x, y) 2 (0, 0) 723: (2, y) +43 (2. y), 
donde 


EEES 
de donde se deduce que 
Pza pl< sArttr. (36) 


Las apreciaciones obtenidas (34), (36) nos permiten demostrar que, en los 
puntos de la superficio E, el potencial de doble capa 


e cos y me 
WM) 1 E v(P) dop (28) 


es una integral impropia convergonte, sí E es una superficie de Liapunov. 
Sea M = Py un punto de la superficie Z. Escogiendo un sistema de conrde- 
nadas como lo hicimos más arriba, la «cuación do la supeclicio E, se repre- 
senta en un entorso del punto Py, en la forma 


4 = J (z, y). 


La función f (x, y) satisface a las condiciones (34) y e Caleulemos cos p, 
donde q es el ángulo critre la dirección de la normal interior en el punto 


P (E, n. E) y la dirección de PP. No es difícil apreciar que 
e 
[eos p|=|-$ 008 -+ e cos B 4 cos y |< 10080141008 p1+ 7h < 


AR Do) 0 
<< ARHp, + ARE p, A 4ARhp, =6AR pp, 


vos, 


1 , 


Representemos a 1 on forma de suma de dos integrales: 
W=W",¡+Woa, 
dende YW, es la integral por la superficie EPp, que contiono al punto 


singular Pp, y la integral 12 se tuma en la parte restante de la super- 


ficre, E —XP,. Como el integrando no so vuelve infinito en ningún punto 
del intorvalo de Waz, para la convergencia de la integral H es suficiente 
convencurse de la convergencia de la integral W,. Por cuanto 


CWTZI 
— COS y cos y 


do -. , 


duade p="Y/E?-- 12, Y son las coordenadas polares en el plano (z, y), 
la transformación de vaciables cn esta integral nos da: 


Pon 


A CO? y) LOS 1 
YWi= j | —— Y(Pydo) == j er P> p dp dd. 
í , Rbpo (P) 1 | Kbro ( cos y 
2P4 2 
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Para el integrando, on virtud de las acotaciones (34), (36) y (37), se 
tieno: 


comp 4 -p_ 124C 
dd rr E 


puesto que p < R. E 
Tal forma de da función mayorante F ria la convergencia de la 
integral impropia en el caso de dus varialiles independientes (véaso el p. 3). 
No es 8ifícil establecor que para una superficie de Liapunoy el poten- 
cial de capa simple 


ra=$ | 7 p (Py doy, (26) 


tambión converge en los puntos do la supierficio. Hay que hacer notar que 
esta convergencia Lieno Jugar también para superficies de clase más amplía. 

En el cueo de dos variables independientes, los potenciales de capas 
simple y doble convergen en los puntos de la curva (véanse las fórmulas 
(29) y (30), aj estos potenciales se toman para curvas do Liapunov, defini- 
das por condiciones análogas a las 1—3 para las superficies de Liapunov. 


8. Discontinuidad del potencial de doble capa. Damostremos 
que el potencial de doble capa es, en cierto punto 2, de la super- 
ficie E, una función disconlinua. para la cual tienen lugar las 
relaciones 
W, (Po) = W(P) + 2 (Po, ) (38) 
W.(P)= W(P) — 221 (Po), | 


dondo W, (20) es el valor límite del potencial de doble capa cnan- 
do nos aproximamos al punto Py desde el lado interior, y W,(2 o), 
el valor límite desde el lado cxterior de la superficio!). 

Un cl caso de dos variables independientes, las fórmulas respec- 
livas son! 


W,(Po)= W(P o) + av(Po, (39) 
W,(P)= W(P,) — av (Po). 


El potencial de doble capa para dos variables independientes 
se expresa mediante la integral 


cos q 
WM = | v(P) ds), 
(M) e ) ds, 


Tojnemos cierto elemento de arco ds, cuyos extremos son los 
puntos / y Py. Tracemos por el punto P un arco de circunferencia 


1) Si 2 no cs una superficie cerrada, el lado interior se puede definir 
convencionalmento especificando qué normal en el punto Po se lama «inte- 
riors y cuál «exterior». 

Debo tenerso en cuenta que en el caso de svperficies no cerradas cl potencial. 
de dable capa se define sólo para los superficies bilalorales. 
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Fig. 62 


M 


de radio MP, con centro cn el punto M4, hasta que se corte con el 
segmento MP, en el punto Q. Entonces, con exactitud de infinité- 
simos de orden superior, se puede escribir (fig. 62): 


dscos p = do, = = du, (40) 


donde ds = PP,, do = PÓ. du es el ángulo bajo el cual se ve ol 
arco ds desde el punto M. El signo de du coincide con el signo 
de cos q, de forma que due > 0, si q (el ángulo entre la normal 


interior en el punto ? y el vector 4.4) es menor que 5. y do<oO, 
si p > S . Si do > 0, es decir, y < 5 , desde el punto Af so ve el 


lado «interior» de la curva C; si due <0 (+>3) , desde el punto 
M se ve el lado «exterior» de la curva. De aquí se deduce que el 
ángulo de visualidad de cierto arco P,P, es igual al ángulo /?,MP2, 
que recorre el vector MP cuando el punto ? recorre el arco /,P. 

Consideremos el potencial de doble capa W" en la superficie 
cerrada C de densidad constante v == vy = const. La semirrecta 
MP describe nn ángulo 

21, si el punto MM se halla dentro de la curva C, 

Q=) a, si el punto 47 se halla en la curva C, 

O, si el punto Af so halla fuera do la curva C, 
cuando el punto 2” recorre toda la curva C. De aquí se obtiene, 
para el potencial W'": 

21vo, si el punto M se halla dentro de ln curva C, 
W"—w,2 -=] nvo, si ol punto M4 se halla en la enrva €, 
O, si ol punto M se halla fuera de la curva C. 
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De esta inanera, cl potencial con densidad constanle es una fun- 
ción constanto a trozos, siendo 


W¡= W + 1. ) 

w? — We — TVO, 
donde Wi, We, W¿son los valores del potencial dontro de, en 
y fuera de la curva C. 


Análogamente, en el caso de iros variables independientes 
tendremos: 


(41) 


docosqp_ 
mu 


donde d«w es el íngulo sólido baju el cual so ve el elemento do 
de la snperficie 2. Sea do” el elemento de superficie esférica que 
se obtiene cortando la esfera de radio MP con centro en el punto 
M, con mn cono que liene su vértice en 47 y por base, cl elemento 
de superficie do. El elemento de superficie do” será igual a do” = 
= do cos q. De aquí se obtiene, precisamente, la fórmula (42). 
La observación hecha más arriba con respecto al signo du», 
sigue en pie, lo cual nos conduce a las fórmulas 


W" = voQ = 
árevy, si el punto 44 se halla dentro de la superficie E, 
=4 21tvy, si el punto A sc halla cn la superficie Y, 
U, si el punto M se halla fuera de la superficie 2, 


las cualos caracterizan a la Ínnción W" como constante a trozos, 
así como también a las fórmulas 


W¡= W? + 25 Vo» j 
W= wr > 21 Vo, 


donde W?, W?2 son los valores del potencial W" dentru y fuera de 
la superficie E, y Wi, el valor de W' un Y. 

Consideremos ahora el potencial de doble capa con densidad 
variable y demostremos que en los puntos de continuidad de ésta 
tienen lugar fórmulas análogas a las (41) y (41'). 

Sea Po un punto de la superficie 2, en el cual la función v (P) 
es continua. Introduzcamos cl potencial de doble capa 34% con 
la densidad constante vo = v (27) y consideremos la función 


do, (42) 


(41) 


cos 
Rx 

MP 
Demostremos que la función J es continua en el punto Py. Para 
esto, es suficionte demostrar la convergencia uniforme de la 


T(M) = W(M) — W(M)= 33 [v (2) — va] 
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integral Y (14) en el punto Po. Fijemos un número € >> 0, De la 
continuidad de la función v(P) en el punto /¿ se deduce que 
para cualquier número y >> 0 dado de antemano existe un entor- 
no 2, del punto Py, en la superficie 2, tal que 


|v(P) —v(P)|<nN 
si P E 2,. Representemos la integral Y en forma de la suma 
IT =I, +!la, 
donde la integral /, se toma por la superficie 2,, e 2, por la 
2 = £ — 24. De la definición de 2,, se deduce que 
[1 | < nBr, 
donde Bz es una constante que se determina por la condición 


test oo. <B, (43) 
X ME 


para todas las posiciones posibles del punto “4, que no dependo 
de la elección de la superficie 3,. Más detalles sobre esta constante 
daremos más abajo. 


e € l 
Escogiendo n == Te Se comprueba que para cada e > l) existe 
£ 
un 3,, que contiene a 4, tal que 


[1 (M) |< 8 


para cualquier posición del punto .M. De aquí se deduce la con- 
vergoncia uniforme de la integral 7 (M4) en ol punto Po, así como 
también su continuidad en este punto, 

Si W.(20,) y We. (20) son los límites del potencial W (M) 
cuando 17 => Po desde los lados interior y exterior de la super- 
ficie 2, entonces 


Wi (Po) = Wi (Po) + 1 (20) = W" (Po) + Y (Po) + 21vo = 
= W (Po) 4 21 (Po) 
y análogamente 
W, (2,) = W (Po) — 21v (Po). 


Queda así establecida la justeza de la fórmula (38). 

La domostración que acabamos de efectuar os válida para las 
superficies que satisfacen a la condición de acotación (43). Para 
una superficie convexa, a la cual cada rayo del punto Af corta 
no más de dos veces, es By < $1; para las superficies formadas 
por an número finito de partes convexas, Bg es también acotiudo. 
De este modo, nuestra demostración tieno lugar para una clase 
muy amplia de superficics. 
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Todos los razonamientos expuestos más arriba conservan su 
validez también para las funciones de dos variables independien- 
tas. Un oste caso, Jas fórmulas (41) toman la forma 


W, (PP) = W(P9) + nv (Po), 
We (Po) = W (P,) — nv (8). 


9. Propiedades del polencial de capa simple. A dilerencia del 
potencial de doble capa, el de capa simple 


vam= $) A - 1 (2) do, (26) 


es continuo en los puntos de la superficie 2. Demostrumos esto 
para el caso de una superficie suavo 2. Para esto, es suficiente 
«demostrar la convergencia uniforme de la integral V (134) en los 
puntos de la superficie 2 

Efectivamente, sea P¿ un punto de la superficie 2. Represcn- 
iemos el potencial V en forma de la suma 


1 
=> p(Pr dos + [Í — (2) dop=V, + Va, 
1 MI? 2 


MP 


donde 2, es una parte suliciontemente pequeña de la superficie 
2, que se encuentra en ma esfera de radio 6 con centro en el punta 
Py. La magnitud 6 será determinada con más exactitud más 
abajo: 

Consideremos un sistema de coordenadas con origen en el 
pe Po, cuyo eje z está dirigido según la normal exterior en 

o. Sea M (z. y, 3) un punto arbitrario, que se halla a una dis- 
Pe MP¿<6S del punto 24 (0, O, 0). Designemos mediante 
2; la proyección de 2, sobre el plano (x, y), y mediante K3% 
un círculo de radio 20 con centro en el punto M” (zx, y, 0), que 
contenga enteramente a la región 2*í. Suponiendo que la función 


Ip (2) | <A 


está acotada y leniendo en cuenta que 


do — A didn 
cosy  cosy 


y 
R=Vi— Yo Ne 2 Va a =p, 
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se obtiene: 


da do”Icos y 
Y, (M)I<A = AÑ === 
Y y Rup Es Vir — YY + (y — 0" + (3— 5Y 
= “=> 


22 —— <2A $ [ 5, 
y Vir—Prlr—a.. Vr Y ly — 
si 6 es lo suficientemenle pequeño como para que cós y > > : 


Introduzcamos un sistema de coordenadas polares (p, (q) en 


el plano (x, y) con origen cn el punto A7”. líntonces, se puede 
escribir 


26 21 
muni<2a $5 — LM 245 [LP 2450. 
CU, a z 5 
ri Vie— ¿Y + (y —w) E 
Tomando 6 = y , tendreutos: 
8x1 


| V, (M) |< e. 

si MP. <56. Por lo lanto, V (M) converge uniformemente en 
todo punto € 2% y es una función continua en dicho punto. 

Estudiemos ahora el comportamiento de las derivadas norma- 
les del potencial de una capa simple en la superficie. Domostremos 
que éstas tienen en 2 una discontinuidad del mismo tipo que el 
potencial de capa doble. 

Las derivadas normálos exterior e interior de la función Y, 


dv  dY 


=— y 5— se definen del signiente modo. Sea Pacierto punto de 2. 
da, * dí; 


Tracemos por el pujito 2?) el eje z, que se puede dirigir a lo largo 
de la normal extorior, o bien de la interior. 


. 14 , 
:onsideremos Ja derivada PDS cierto punto Af del eje z. 


E dYy (dy E e dV 
Designemos por Es) y (5) a los límites de la derivada er 


cuando el punto 47 Liendo al punto 24 por dos Jados interior o 
exterior de la superficia 2. Si el eje z está dirigido por la normal 
exterior (interior), estos valoros se llaman valores limite interior 
y exterior do la derivada por la normal exterior (interior) en el 
punto ¿,13). 


ty El límite de la razón de diferencias y led (PA cuando M —=> Pp, 
MPO 


es igual al Hnite desde el extorior para Ja derivada según la normal exterior, 
o al limite desde el interior para la derivada según la normal mterior, en de- 
pendoncia de qué lado se aproxime cl punto 31 al Po. 


28-=10193 
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TE 4 


A 
Po 


Fig. 63 


Analicemos las discontinuidades de la derivada normal inte- 
; y p ; dv 
rior del potencial de capa simple cn E. La derivada en el 
punto M dol eje z, dirigida por la normal interior, es igual a 


dV ls) 1 e 
A a RN 


SP (P)dop, (45) 


Hxúp 


donde y es el ángulo entre cl eje z y el vector MP. Tracemos por el 
punto P (fig. 63) la normal PQ y la recta /.Y, paralela al ejc z 
(que es la normal en el punto Pp), y designemos mediante Y el 
ángulo NPQ, igual al ángulo entre las normales en los puntos 
P y 20). La expresión para el potencial de doble capa W (12) 
Ss , donde q = Y MPOQ. Como el ángulo 
MPN es igual a 1 — p, entonces 
cos (m — Pp) = cos p cos Y + sen q sen Y cos £2 = — cos ap, 

donde Y es el angulo diedro de arista 12%. De aquí se deduce que 


contiene al faclor 


E do — SS u sen8 cos Q _— do = 


Y im= — [$ (ucos0) 
Oz E 


3) Es evidente que 9 y sen 0 tionden a cero cuando P —» Po. Si la super- 
ficíe posee curvatura finita en un entorno del punto Po, es decir, su ecuación 
8e puede representar en la forma 

z=]/J(%, Y, 
donde f (z, y) tiene derivadas Sogundas, entonces sen O será una función 
derivable do 7, y y, eu consecuencia, 

sen 9 << Ar 
(para las superficies de Liapunov es sen O < Ar). 

2) Si la dirección de PQ se toma como eje de un nuevo sistema de coor- 
denadas esféricas, esta fórmula coincide con la (13) de la púg. 365. 
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donde +1, (M) es el potencial de doble capa cou densidad py, = 
= u cos 0, que tiene discontinuidad en Ja superficie 2. Es evidente 
que la integral 7 (M) es una función continua on el punto Po, 
puesto que / (M) converge uniformemente en este punto (véase 
la nota al pie de la pág. 402). 

Volviendo a la fórmula (45), se observa que 


(2%) == — W, (Po) e 254, (Po) q T(P5), | 
(46) 
(2) == — W, (P,) + 21p, (Py) —] (Po). | 
Zz /e 


Designemos con 


(2) = —W(P) — TP) = 
dz lo 


E |- [$ (coso) 224 do — [Susenoros ant do | = 
Y Y M=P, 


R re — 


mes Cos o 
95 pe RE a do, 


donde yy es el ángulo entre el eje z y el vector PP. 
Tomando en cuenta que y (Lo) = p (Pp), se halla: 


av av 
(7). Cn), 202. 


, f (47) 
(4) = (4) + 27p (P). 
On; Ze dn; /o 


puesto que, por hipótesis, cl ejo z está dirigido por la normal inte- 


rior. Si se dirige el eje z por la normal exterior, el signo de cos 1 
cambia, y se obtiene: 


oV oVv 
a ) $ (2) +£an (Po. 


20 48) 
2) (2) 
(2 « Vón, ¡aia 


269 
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Para el caso de dos variables, tienen lugar fórmulas análogas. 
cambiando 21 por T. 


10. Aplicación de los potenciales de superficie a la resolución 
de los problemas de contorno. El método de separación de las 
variables y el de la función de la fuente permiten obtener la cxpre- 
sión explícita de la solución de los problemas de contorno sólo 
en el caso de regiones de forma sencilla. La reducción de los 
problemas de contorno para la ecuación de Laplace (o de Poisson). 
mediante los potenciales de superficie, a las ecuaciones integralos. 
es, por un lado, cómodo para el estudio teórico del problema 
sobre Ja existencia y la unicidad de lu solución de los problemas 
de contorno, y por otro, da la posibilidad de la resolución numé- 
rica efectiva de Jos problemas de contorno para las regiones de 
forma compleja. Consideremos los problemas de contorno inle- 
riores para cierto contorno €: 

hallar la función u, armónica en la región 7, limitada por el 
contorno €, y que satisfaga en C a las condiciones de frontera 


ele = j —primer problema de contorno, 
v bicn 
du 
ón le 
Análogamente se plantean los problemas exteriores de conlorno!). 


Buscarormos la solución del primer problema interior de con- 
torno en turma del potencial «do doble capa 


= f — segundo problema de contorno. 


mim = [ELL (2) ds, =— $ Lin E )> (P) dsp. 
CIltyp a dn p MP 


Bajo cualquier eJección de v (2), la función W (14) satisface a 
la ecuación de Laplace dentro de C. La iunción W (MM) es discon- 
tinua en el contorno C. Para cumplir la condición de frontera, 


evidentemente, debe ser 
W, (Po) = / (Po). 
"Tomando en cuenta la fórmula (39), se obtiene la ecuación 
para hallar la función v (2). 


(Py + [Av (P) ds. = [ (Po). (40) 
 Rpop 


1) AY planteur ol segundo problema de contarno, tanto exterjot como- 
interior, en la condición de frontera la normal se considerará interior. 
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Si se designa por So y s los arcos del contorno C que corresponden 
a los puntos 4 y P, la ccuación (49) se puede escribir en la forma 


L 
rev (5) + Y E (50, 5) v (s) ds =J (50), (50) 
0 
donde £ es la longitud del contorno C y 
d ( 1 ) cos q 
K (s.. $) = — —- In 0 (51) 
ss dnp Rrpr, Rp, 


es el núcleo de costa ccuación integral, que es una ecuación inte- 
gral de Fredholm de segunda especie!). Para cl problema exterior 
sc Obtiene una ecuación unáloga: 


L 
— sv (80) + $ K (80, 5) v (3) ds = f (Su). (52) 


Para el segundo problema de contorno, se obtienen las renacio- 
nes 


yA 


— HL (50) + ! K, (sy. s) p(s) ds =7J(5) (problema interior), (53) 


Tu (50) + $ K;s (so. s) u (s) ds=f (sp) (problema exterior), (54) 
0 


donde 
2 
Están 3) (10) 05d0 0, (55) 
ÓNp, Rpp, Rbp, 
<i se busca su solución en forma del potencial de capa simple 
u (MM) = flo z H (2) ds,.. 
€  Rump 


1) Se llaman ecuaciones de Fredholm a las ecuaciones integrales que 
contienen integrales con limites constantes: 


1) 
$ K (2, 8) q (s)ds=]142) (ecuación de primera especio), 
a 


db 
E (+ f K(z, Sp (s)ds:=/(x) (ecuación de sogunda ospecic). 


a 

23 No es difícil ver que K (s0, s) = Ki, (5, $0). Tales núcleos se llaman 
cone: y las ceovaciones correspondientes, ecuaciones integrales conju- 
gadas. 
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4 (0) 


Fig. 64 Fig. 66 


Los problemas relacionados con la existencia de solución de estas 
ecuaciones serán considerados en el p. 11 del presente parágralo. 

Consideremos los problemas de contorno para ciertas regio- 
nes simples, para las cuales las ecuaciones integrales correspon- 
dientes se resuelven fácilmente. 

1. Primer problema de contorno para el círculo. Si el contor- 
no C es una circunferencia de radio R, la normal interior en el 
punto P está dirigida por el diámetro y 


cosp_ 4 
Rpp, 2R 


puesto que «q es el ángulo P¿PP” (fig. 64). La ecuación integral 
para la función v toma la forma 


1 1 1 A 
RE — Y — V ($) ds =— f (So). (56) 
047 770 ds= 7660) 
No es difícil observar que su solución es la función 


(== 1944. (57) 


donde A es cierta constante que debemos determinar. Sustituyendo 
esta forma de la solución en la ecuación (56), se tiene: 


4 i1p1f4 1 


de donde se halla para la constante A la expresión mediante la 
función dada: 


1 
A=-=— 5 JH ds 
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De esto modo, 


E A fits (58) 
AT 


7 


es la solución de la ecuación integral (56). 
El potencial correspondiente de doble capa es igual a 


cos q penso [ 1 
7 = $25 (0) ds, pa” 105100] ás 


Transformemos el segundo miembro de la fórmula anterior, supo- 
niendo Cn M se halla dentro de €: 


cos p 1 cosQ 
W= — ds L 5 ds) —— ds = 
T do ee ARO Ru 
1 ¿cosp ( 1 ) 
== | ——f (5) de — Sds|-27 
TT $7 ed pe 4 R 
1 (22. 1 -) E 
ds (50 
Raro 2N fs) ds. (39) 


Del triángulo A 04M (fig. 05) so ve que 
PZA 4 2Reosq —Rup _ 218 Hagpeos q — Hur _ 


Rar 2R 2RRA MP 28 Ry 
A A 
21 [R* 4 po — 2FRppcos (0 —0p)) 
puesto que 
p = R* + A — ¿RR mpCOS 4p. 
Sustituyendo la expresión (80) para K en la fórmula (59), se 
obtieno la integral de Poisson 
e, A (R? — pS) F(9) de (61) 
Ri + re — 2RPo COS (0 —8,) 

que da la solución del primer problema de contorno para el cir- 
culo. 

Los razonamientos expuestos on este punto demuestran que, 
para cualquier función continua f, la fórmula (61) delermina una 


función armónica, que liende en forma continua a sus valores 
de frontera f. 


u= W (po. 94) 
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Si la función f es continna a trozos. entonces, on virtud da la 
propiedad del potoncial de doble capa, In función W es también 
continua en todos los puntos de continuidad de f. De la acolación 
do la Finción f, 


IFI<ZC, 
se deduce la acotación de la función (61): 
21 Roa : 
A A 
2n ñ RH po —2MRppcos(0 —0,) 
puesto que!) 
21 2 2 
o A 6 A (2) 
21 5 RE+ ps — 2fipycos (0 -——0,) 


2. Primer problema de contorno para el semiespacio: hallar 
una función armónica continua en loda la región 3 > 0, que tome 
en la frontera z = O el valor dado f (zx, y). 

Buscaremos la solución de este problema en forma del polen- 
cial de doble capa 


cos e 


W(z, ya 59 víE-matdn, lé=(r— $ + (y—n+ 7. 


lu esto caso, es 


cos z 2 


RT EA PS y — + ¿A 


y el núcleo de la ecuación integral es 


1 E 2) | 
> — 0. 
2n RR za=y 


De este modo, la densidad del potencial de doble capa es 


21 
y la función buscada es igual a 


4 
u(z, y, z)= 5 MENO NA 


1) La igualdad (62) se deduce de que el primer tuiembro es la solución 
del primer problema de contorno para f = 1 


F(E, y) d5 dn. 
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No es difícil demostrar que u (x, y, 2) tiende uniformemente 


a cero cuando R = Y z* + y? 4 22 > 00, si la función f posee 
esta propiedad. 


11. Ecuaciones integrales correspondientes a los problemas 
de contorno. Al resolver los problemas de contorno para la ecua- 
ción de Laplace mediante los potenciales de capas simple y doble, 
obtuvimos las ecuaciones intograles de Fredholm de segunda espe- 
cie (50). 

Las condiciones de resolución de las ecuaciones integrales de 
Fredho!lm de segunda especie con núcleo continuo y segundo mien- 
bro acotado (integrablo), son semejantes a las condiciones de 
resolución de los sistemas de ecuaciones algebraicas lineales 
(a las cuales se reducen las primeras, si se sustituye la integral 
por una suma integral). El primer teorema de Fredholm consiste 
en lo siguiente: 

una ecuación integral no homogénea de segunda especie liene 
solución, y además única, si la ecuación homogénea correspondien- 
le tiene sólo la solución nula). 


1) Para las curvas de curvatura ucotada, la teoría de Fredholm se aplica 

directamente, puesto que el nucleo de la ecuación integral (50) es continuo. 

La teuvría de Fredholm se aplica también en el caso en que es continuo 
uno de los núcleos ttrrados 


KinD(P|, Poj= | | KID(P,, M) Kov(M, Po d0 35, 
eS 


ACVAP, MM —= K q, M). 


Demostremos que, si € es una Superficio do Liapunav, Los núcleos Ltorados 
dle nuestra ecuación, a partir de cierto número, son continuos. Cumo vimos, 
para las superficies de Liapunov se tiene que 


COS Y - C 
rá ls p2706 . 


Los núcleos itorados se pueden cepresentar en la formu 
Ki lPr Py= V | (Po MY EM, Po do y 
E 


Domostromos que si 


NS 

1 
entonces 

ó C ; 
Mal <a si aj |-a<2, r=PyP., 
Evidentemente, es suficiente establocer esta acotación para el caso 

en que el punto Pz se halle en un entorno de Liapunov Zo dol punto P,; 
además, en lugar de lu integral sobre 2,, ge puede considerar la integral 
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Fig. 66 


subre la proyección Sa de este entorno en ol plano tangonte en el punto P,, 
en virtud de que so verifica 
e (P, M 


1> r(P, M) >B2>0 


(dondo p (P, M) es la distancia entre las proycccionos de los puntos P y M 
sobre ol plano tangente y B, cierta constante), así como también en virtud 


do la relación entre el clemento de superficio do y su proyección dS: do=5 >" 


donde, de acuerdo eon la fórmula (34), es cos y st : 


2 
Para una rogión plana, es válido el lema: 
ac Ci 
ss] LX , entonces 
ESUS == 


[A l=| | | K¡(P,, My K2(M, Pa) dx dy | < Zara" 
So 
Dosignemos medianto A el diámotro de la región So. Dividamos la integral 
f en dos: [,, tomada en el círculo G, de radio 2r con centro en ol punto P,, 
v /,, tomada sobro la región restante 6, (Sig. 66). Puesto que para los puntos M 
gue se hallan en Ga», se tiene: 


A 9 ni < rd r dra, 
29 >3 ri _ Sri]. 


Ta <a +trs Cr 


entonces se obtiono, para la integral f2, la acotación 


2 R 3 
==? 4022 
| A dry de | < Tara? RSS 
EA r; —0a9 112 


72] <4C,Ca 


carnet, a, +07 >2. 
Efectuando en ln intogral G, el cambio de variables 
I=r1', 
y=ry, 
lara | a e al. 
ai i 2 


se obticno;: 
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Demostremos, en base al teorema enunciado, que la ecuación 
integral (50) posee solución única. 

Nos limitaremos a estudiar contornos convexos, quo no con- 
tienen segmentos rectilineos en la frontera. En esta caso, el núcleo 
K (Po, P) de la ecuación (50) no es negativo, puesto quo 


K (Po, P) dsp = du, 
donde dw es el ángulo de visualidad del arco dS p desde el punto Po. 
Consideremos, ante todo, el primer problema de contorno para 


una región interior. La ecuación homogónea que corresponde 
a la (50) tiene la forma 


L 
rv (so) + j K (So, s) v (s) ds =0. (63) 
Como ya fue indicado (véase cl p. 8), tieno lugar la igualdad 
pe 
$ K (so, s) ds = 1, 
0 


aplicando la cual, la ecuación homogénea (63) se puede escribir 
en la forma 
L 
$ lv (50) + v (97 K (50, s) ds =0. (64) 
0 
Sea Pf (35) el punto del contorno € en el cual la función | v (s) | 
alcanza su valor máximo. De aquí se deduce quo la suma v (sj) + 
+ v (s) es de signo constante. Entonces, haciendo on (64) s) = sí 
y utilizando el hecho de que K (sy. s) > O, se obtiene la ¡igualdad 


v(s5)+v(s=0, o bien v(s)= — v (5), 
que contradice a la continuidad en el punto sf, siempre que 
v ($3) +0. 


En la última integral, tomada por ol contorno G; do radio igual a 2r, r; es 

la distancia al centro, y rz, a la mitad dul radio, a consecuencia de lo cual 

esta integral converge, y no depondo de la posición dal punto P,, es decir, de r. 
Do aquí se obtiene: 


Ifacioudo C3+ C4=C, se obticuo la desigualdad buscada: 


C 
a] a +0 < 2, 
crartasr-3) Ay + %9 > 2, 


De aquí se deduce que, a partir de cicrto número, las integrales que representar 
los núcleos iterados están acutadas y convergen uniformemonto, es docir, 
son funciones continuas de sus argumentos. 
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Por lo tanto, la ecuación homogénea (83) tiene sólo la sulu- 
ción bula, con lo cual la ecuación no homogénea poseo solución 
única para cunlquicr función f?). 

El segundo problema exterior de coutorno (veáse el p. 11) 
so reduce a la ecuación integral 


Y 
nu (so) + ) Ki (so, $) H (s) ds = f (so). (54) 


cuyo núcleo. £, (sg, $). Cs conjugado con rospeclo al K (su 3), 
Ox decir, Xy (sy. s) = K (s, Sy). 

121 segundo Leorema de Fredholm consiste en lo siguiente: 

el número de soluciones linealmente independientes de cierta 
ecuación integral homogénea es igual al número de soluciones 
linealmente independientes de la ecuación conjugada. 

De este teorema se sigue que la solución de la ecuación (54) 
se determina univocamente. 

Al primer problema exterior de contorno le corresponde la 
ecuación 


, 
— yv (50) + $ K (So. Ss) v (5) ds = f (sg). (352) 


La ecunción homogénea (f — 0), de acuerdo con lo anterior, se 
puede reducir a la forma 


5 
) Ev (59) — v(S] K (so, s) ds = 0. 


Indicando con sy el punto en el cual | y (s) | alcanza su valor 
máximo, de (65) se obtiene 
v (st) = y (3). 
De aquí se deduce que sólo 
w (s) = consl -= vy 
puede ser solución do la ecuación homogénea. En virtud del 
segundo teorema de Fredholm, la ecuación homogénea conjugada 
tendrá solución única. 
La condición pura que exista solución de la ecuación no homo- 
génea la da el tercer teorema de Fredholm: 
si cierta ecuación integral homogénea 


b 
p (1) =  K (2, s) q (s) de 


1) Si hay segmentos rectilínoos en la frontera, los razonamientos se 
complican un lanto, aunque no presenta dificultad alguna llevarlos a csbo. 
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tiene l soluciones linealmente independientes qpi(x) (1 = 1, 2, ... 
«.., K) la ccuación no homogénea conjugada 


b 
v(2)= | Kits, 2) p(s) de + J (2) 


? 
tiene solución si | 1042) 420, A 


n 
Aplicando el tercer teorema de Fredholin a la ecuación (53) 
que corresponde al segundo problema interior de contorno, se 
obtiene la condición de resolución de este problema: 


L 
j 1(s) ds=0, (66) 


que ya fue considerada en el $ 1. 
La condición de resolución del primer problema de conlorno 


exlerior tiene la forma 


1. 
|1(5)h (s) ds=0, (67) 


donde » (s) es la solución de la ccuación homogénea que correspon- 
de a (53) No cs difícil establecer el significado físico de esta fun- 
ción. 

Supongamos que un conductor cilíndrico de sección SY está 
cargado hasta cierto potencial Vo. En el conductor, toda la carga se 
encuentra en la superficic. Designemos por % (s) Ja densidad de 
las cargas superficiales. Fl potencial creado por estas cargas 
superficiales es un potencial de capa simple de densidad A (s), 
y se expresa mediante la fórmula (29). Sus derivadas normales 
desde cl interior son iguales a cero, puesto que dentro del conduc- 
tor es V = const. Por esto, la función A (s) satisface a la ecua- 
ción homogénea (53), y es proporcional a la función k (s) definida 
más arriba; esto esclarece el significado físico de esta función. 

De este forma, las ecuaciones integrales, a las cuales se roclucun 
los problemas de contorno, son siempre resolubles para el primer 
problema interior y el segundo exterior de contorno y son reso- 
Jubles, bajo las condiciones (66) y (67), para el segundo problem: 
interior y el primero exterior de contorno”). 


1 Para mas detallos, véase 1. G. Petravski, Lecetones sobre la Teorín 
de las ficuaciónes en Dermadas Parcioles, $ 39, cu, Fizmatguiz, 101. 


414 CAP, IV. ECUACIONES DE TIPO LLITICO 


EJERCICIOS DEL CAPITULO IV 


3. Hallar Ja función u, armónica dentro de un círculo do radio 
a, y que tome cn la circunferencia € los valores 
a) ulg=A cos q; 
bulc=A+Bsong. 


2. Resolver la ecuación de Laplace Au == O dentro del roctán- 
gulu0U<z <a 0< y E d con las condiciones de frontora 


u|x=ow fi(Y), ul ymo= faz), Blrma==0, u l yap=0. 


Domostrar que las fórmules que se obtienen aquí dan la solución 
del problema para una función continua a trozos arbitraria, dada on 
la frontera. 


Resolver el prublema para el caso particular 
n 
Hly)=Ay (0—y), falr)=B cos 7 
3. Resolver la ecuación Au = 1 para un círculo de radio « con 
la condición de froutera u | rua = 


2. fa=f4=0. 


4. Resolver la ecuación Au = Azy para un círculo de radio a 
con centro en el punto (0, 0) con la condición de frontera u | rua = 


5. Resolver la ecuación Au = A + 4 (12 — y?) en el anillo 
a <p<o0, 8i 


El ongen de coordenadas se halla on el centro del anillo. 


6. Escribir Ja función de la fuente para la ccuación de Laplace 
(primor problema de contorno): a) para el semicireulo, bh) para el amilo, 
c) para la capa (0 < z < !). 


7. Hallar la función armónica dentro del anillo a <p < bé, 
quo satislaga a las siguientes condiciones de frontera: 
u lomo = 41 (4), u loop” Fey). 
8. Hallar la solución de la ecuación de Laplaco Au==Ú en el 
semiplano y >> 0, con la condición de frontera 
O para x<0, 
uy para r3>0. 


9. Hallar la función u(p, p) armónica «dentro del sector circular 
p<«a0<q <qo con las condiciones de frontera: 


8) U lomo 911 Y lgepo =91+ Ulpma =92 donde q, y 93 son cons- 
tantes; 


b) 29-01 lgugo=0 lp =1 00) 


10. Resolver, por el método de las diferencias finitas, ol primer 
problema de contorno para la ecuación Au == 0 dontro del rectán- 
gulo0<r<«0<ysS D, dividiendo cada uno de sus ladus en 


u (z, 0) = 
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8 partes iguales, si las condicionos do frontera tienen la forma 


y E z rn 


Compárese con la solución analítica (véase el Complemento I, $ 3). 


11. Hallar el potencial de volumen de una esfera para el caso de 
densidad constante p = po. 

Indicación. Resolver la ecuación Au = 0 fuera de la esfera, y 
EE áxpo dentro de ésta, y unir las soluciunes en la superficie 
esférica. 


12. Hallar el potencial de capa simple distribuido con donsidad 
constante v = vo en la esfera. 

Indicación. Búsquese la solución de la ccuación Au == O dentro 
y fuera de la esfera, y aplíquense, para la unión, las condiciones 
de discontinuidad de la derivada del potencial de capa simple. 


13. Resolver el primer probloma de contorno para un cilindro 
circular acotado (p Xa4,0Xz2< ]), sl: 

a) en las bases del cilindro están dadas condiciones nulas de fron- 
tera (do primora o de segunda especie), y en la superficio lateral es 


te loma =/ (2) 


b) en la superficie latoral y en una de las basos del cilindro 
están dadas condiciones de frontera nulas (de primera y de segunda 
espocie), y en la sogunda base del cilindro es 


u == (p), 
: e p 
por ejemplo, f(p) = Ap ( li — 3) 


14. Resolver la ecuación no homogénea 
Au =—] 


en una región cilíndrica no acutada con condiciones du frontera nulas 
(de primera o de segunda especio) y escribir la función de la fuente. 


15. Hallar la función armónica dentro de una esfera, igual a u, 
en una mitad de la superficie esférica y a uz en la otra mitad. 


16. Escribir ol desarrollo en funciones esféricas de la densidad 
de las cargas suporficiales inducidas en una esfera conductora por 
unu carga puntual. 


17. Resolver el problema sobre la polarización de una esfora 
dieléctrica en el campo de una carga puntual. 


18. Calcular el poteucial gravitacional de un disco plano. Com- 
parar con la reprosentación asintótica del potencial gravitacional a 
grandes distancias. 


19, Calcular el potencial magnético de una corriente circular. 


20. Resover el probloma sobre la perturbación de un campo 
eléctrico plano paralelo por nna esfera conductora ideal. Resolver 
el problema para una esfera totulmente aisladora. 


515 
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APENDICES DEL CAPITULO IV 


Í. EXPRESION ASINTOTICA DET POTENCIAL 
DE VOLUMEN 
Al estudiar el potencial de volumen 


rao= SS, donde d=Rup () 


comúnmento se loma, a grandos distancias del cuerpo, que el 
potencial es igual a 3 , donde Mm es la masa del cuerpo 7, R, la 
distancia desde su centro de gravedad hasla el punto de observa- 
ción. Jistablezcamos una expresión asintótica más exacta para V!?). 

Sea 23 una esfera con centro en el origen de coordenadas, que 
contenga enlteramonte al cuerpo 7. En el oxterior de esla esfera, 
cJ] potencial será una función armónica. 

La distancia desde el punto de observación M (zx, y. 2) hasla 
an punto variablo M (z,, y, 21) dentro del cuerpo (fig. 07), en 
el enal se efectúa la integración, es igual a 


TR RO SRT 
d= Vr + ri — 2rr,c050 (r=0M, r,_=0M), (2) 
di donde 


, a = ed. p=c0s8B. (3) 
r 


Como r, < r. dobe ser a < 1, y por esto tiene lugar el desarrollo 
(véase el Complemento II, JI Parte. $ 1) 
1 1 E u y) E 
d = r a / A (1), (4) 
donde P, (p) os el polinomio de Legendre de r-ésimo orden (véase 
cl Complemento II, 11 Parte. $ 1). Sustituyendo esta expresión 


en la fórmula (1) y teniendo en cuenta que - no depende de las 


variables de integración, se obtiene: 
vim)=2 1150 Y Ps Mda=VY, +P.+Vi+...= 
| 1 
GS 0a+ 3 SfJorPr d+ 5 SIS eripa (0 d+. 


(5) 
2% Vóaso V. 1 Smirnov, Curso de Matemáticas Superiores, t. TIL, ed. 
Gostejizdal, 1956, 
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Fig. 67 


a . : m 
El primer término es igual a E donde m es la masa de todo el cuer- 


po, y nos da la primera aproximación para el cálculo del poten- 
cial para r grandes. 

Pasemos al cálculo de los términos siguientes del doxarrollo 
(5). 13l integrando del segundo término es igual a 


PIL, + PY + paar 
r 


SP, (p) 1, = pur; = pr; sen0 = 


Las magnitudes z. y. 2 y r ne dependen de las vorimbles de inte- 
gración. y se pueden sacar fuera del signo integral. Lucgo de 
esto, cl segundo término del desarrollo del potencial ioma la forma 


1 1 M Za sn va 
SS erPr (up) dr= (Mir + Moy + My) = Y (21 + yn+20), 
ES F r 


donde 
Mm,= $55 pr, di= Mz, AT, = $1 0, py dr = My, 
T P 
mM. = 143 pZ dt= Mz 

son los momentos de primer orden, y z, y. 2, las coordenadas del 
contro de gravedad. De esta manora, el segundo iérmino dismi- 
nuye como 7 - Si el origen de coordenadas se sitúa en el centro do 
gravedad (z =0. y == 0, z = (0), entonces V¿ = U. 


Consideremos el tercer lérmino del desarrollo. Transformemos 
el integrando: 


oróP, (u) = pr A ¡Te pa 
ES riy 


a 27 [3 (ar + yu + 212) — rr), 
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Introduciendo las nolaciones 
Min = 143 pX,Ly AT lr = Ly; Y = Ta z2= Yy), 


se obtiene la siguiente expresión para V';: 


V,= > 133 priPo (1) de = 


en 5 (13M — (Mu + Ma + Ma)] + 
+ y [IM — (Mu + Mae + Mad) + 
+ 213 Ma — (Mu + Mae + Ms] + 
+ 2-32y Mie +2-322 Mi + 2-342Mon3). 
El polinomio entre llaves es armónico, puesto que puede ser 
escrito en la forma 


1 : i 
Vi¿= 35 (é— y Ma — Ma] (2 — [Mi — Maa] + 


2 4 
=p (y == 2%) [Wo — Ms) + 6 [xy MT ,2 +4 r2M y +4 Y: Ma)), 
donde cada sumando satisface a la ecuación de Laplace. Los cocfi- 
cientes entro corclietes se expresan mediante los momcntos de 
inercia. El momento de inercia del cuerpo 7 con respecto al eje 
x, como es sabido, es igual a 


A=f ys rWi+2 di Ma + My. 
Análogamonte, los momentos de incrcia con respecto a los ejes 
y y 2 son iguales a 

B = Mau + Mu; (: Mi a Mza. 

De aquí se deduce que 
Mi — Mao = BA; Mi — Maa = CA; 
Mos == Ma = Cb. 
ae resultado, so obtiene la exprosión asintótica del poten- 
cia 


- = a Loss 
Vel Hr yy 2) + 7 — y (B — A) + 
r r 2r 


+ — BO — By (4 — 0) + 
+6 (24M +yzMa + zx Ma). (6) 


> . . . 1 
que es válida con exactitud de hasta los términos de orden a> 
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La expresión (6) se simplitica si se ubica el origen de coorde- 
nadas cu el centro de gravedad, y se dirigen los ejes coordenados 
por los ajes principales de inercia: 


Ve 4 (y (BA + Y —É)NC—B)+ 


+ (2 — 2%) (4 —C0)). (7) 


La representación asintótica obtenida del potencial permite 
resolver varias cuestiones dol problema inverso de la teoría del 
potencial, que consiste en la determinación de las características 
de un cuerpo partiendo de su potencial (o de algunas de sus derj- 
vadas). 

En efecto, determinando los coeficientes del desarrollo (6). 
se puede hallar la nasa, las coordenadas del contro de gravedad 
y los inomentos de inercia del cuerpo. 
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En los problemas de la electrostática. la resolución de las 
ecuaciones de Maxwell se reduce a la determinación de una sola 
función escalar: el potencial «y. relacionado con la intensidad del 
campo por la fórmula 


LE = — grad q. 
Aplicando la ccuación de Waxwell 

div E = — ú4axp, 
se obtienco: 


De este modo, el potencial satisface a la ecuación de Poisson en 
los puntos del espacio donde so hallan las cargas eléctricas, y a la 
de Laplace en dos puntos donde uo0 hay cargas. 

1. El problema fundamental de la electrostálica €s la deter- 
minación del campo que erca un sistema de cargas en Jos conduc- 
tores dados. Aqui son posibles dos planteamientos diferantes 
do este problema. 

L se dan los potenciales de los conductores y se pide hallar 
el campo fuera de dos condnelores y la densidad de Jas cargas en 
éstos. 1 planteamiento matemático del problema consiste en 
lo siguicute: 
se pide hallar la función q. que satisfaga a Ja ecuación de La- 
place Ay --Den todas partes, fuera del sistema dado de conductores, 
que se anule en el infinito y que tome valores dados «q, en las 
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Superficies de los conductores S;: 
Pls, = Ti. q, = const. 


De cesta manera, en este caso se obtiesc el primer problema de 
contorno para la ecuación de Laplace. La unicidad de su solución 
so desprende de la teoría general. 

II. Es posible el planteamientlo inverso del problema. En 
los conductores se dan Jas cargas totales. Se pide hallar los po- 
tenciales de los conductores, la distribución de las cargas por 
sus superficies y el campo fuera de éstos. La solución de este 
problema se reduce a la determinación de la función q que satis- 
faga"a la ecuación de Laplace 

Ap =0 


fuera de un sistema dado de conductores, que se anulc en el infinito, 
que tome en las superficies de los conductores cicrtos valores cons- 
tantes 

6) ls, =Const, 


y que satisfaga a la relación integral en las superiicies de los con- 
ductores: 
- Ou 
1 Tao —4ne,, 
8, On 
donde e, es la carga total del ¿ - ésimo conductor. 
2. La unicidad de la solución del segundo problema no se 
sigue do la teoría general, pero se puede demostrar fácilimente. 
Supongamos la existencia de dos soluciones qu y q del pro- 
blema 11. Entonces, su diferencia 


P= Qi — Ge 
debe satisfacer a la ecuación 
Ay” =0 


y a las condiciones 
"ls, =const, 


da 
¿HL do—0, 
S, On 
P loo +0. 
Encerremos todos los conductores dados dentro de una esfera 


E a de radio R suficientemonte graude y apliquemos a la [unción 
q” la primera fórmula de Green cn la región Ta, limitada por 
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la esfera Zp y por las superficies de los conductores S,: 
y do dp 
var [| 1 Xd 2) " ——d0. 
SAR A, A ón + e ún 


En virtud de las condiciones en el infinito!) y en las suporfi- 
cie, se obtiene: 


R-=» 00 


lóm ) (vy)dr=0, 
1R 


de donde, en virtud de que el integrando es positivo, se deduce que 


Vo” =0, 
o bien 

q” = const 
en toda la región considerada. Teniendo en cuenta la condición 
en el infivito: 
y la = O, 
se obtiene: 

p =0, 

lo cual demuestra la unicidad del problema planteado. 

3. Do la unicidad de la solución del problema de contorno 
para la ecuación de Laplace, se deduce que el potencial de un 
conductor aislado cs directamente proporcional a la carga sumi- 
nistrada: 


— 2 €. 
(fp 
En efecto, si en un conductor aislado se ubican las cargas 
e y e” — me, los potenciales «q y q" correspondientes deben satis- 
facer a las ecuaciones 
Ap =0; Ay" =0 


y a las condiciones de frontera 


pd O is A a 
418 ón 4mB On 


de donde se deduce que q” — mq = 0, es decir, que 


pe O. 
P 


, 
e 
e 


1) Da la condición q” lo. = U, se deduce la regularidad do la función 
p' en ol infinito (veaso la pág. 338), en vittud de lo cua 


, 
$ e Ta 0 para R — oo. 
=n 
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En la superficie del conductor aislado, se obtiene: 

e e 

— =—=(=const. 

e y 
Esta constante C se llama capacirtlad del cunductor aislado. sta 
no depende de la carga del conductor, sino que se determina por 
la forma y las dimensiones de cesto último. De esta forma, para 
ua conductor aislado tiene lugar la rolación 


e=CH, == NE 
4n 3 On 


La capacidad de un conductor aislado es numéricamente igual 
a la carga que es necesario suministrarle para que elconductor 
adquiera un polencial igual a 1. Si el conductor no está sislado, 
su potencial depende de modo sustaucial de la forma y posición 
de los dlomás conductores. Para un sistoma de conductores, lienen 
lugar las fórmulas 


tt = Cut |- Ci (pa 5 1) Pics + Cin (7, e quid, 
e = Ca, (q, => pa) + Cor Peri... + En (Pr — (a), 


. . ..o o... . .2. —..+.—< ..<...|... 2... +... >». «a. Co... .CRa,_. qae£e<S<<R—_n—o.o o eo...e .e0.2.2.20..bbe 


donde e, y q, son la carga y el potencial del ¿-ésimo conductor: 
La magnitud C;, tiene el sentido de la capacidad recíproca dol- 
¿£simo conductor con rospecto al k-ésimo. Esta se puede definir 
como la carga que se debe dar al ¿-ésimo conductor para que todos 
los conductores, a excepción del k — óésimo, tengan potencial nulo, 
y el k-ésimo. potencial 1. 

4. Es fácil demostrae que la matriz de los coeficientes Ci 
simétrica, es decir, que tienen lugar las igualdades 


Cin = Cns- 
Para fijar ideas, consideremos cl caso de dos conductores, aunque 
la demostración cs la misma para el caso de rn conductores. 
Sean dados dos conductores a y b. Entonces, la determinación 
de los coeficientes Co, y Cha se reduce a la determinación de 
las funciones Y y u'? que satisfagan a las ecuaciones Au = 
= (O y Au2 = () y a las condiciones de frontera 


yY ls, =0; ye la, dl y loo =0, 
1 £ gue 


da = e =(C ' 
418, On NS 
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Tracemos una esfera 2 de radio suficientemente grande RR, 
que cuntenga a ambos conductores, a y b, y apliquemos la fórmula 
de Green a las funciones u* y u* en la región comprendida entre 
la superficie Ep y Ins superficies Sa y Sy de los conduolores: 


3,12) a (1) 
Ya) Y du 
(Y Ay — 4 Aut) de — Ñ (uo e 2) do. 


La integral del primer rniembro de esta igualdad es igual a cero. 
Utilizando las condiciones de frontera y en el infinito, se obtiene: 


a (2) 508 
Oti Ot 
do— 51 


R 


o bien 
Cab ET Cra» 


que es lo que queriamos «demostrar. 

5. Pasemos a analizar cjemplos concretos. 

Consideremos el problema del campo de uua esfera cargada. 
Supongamos que en la superficie de una esfera conductora de 
radio «e se ha dado un potencial (q,. Resolviendo el problema 1. 
es fácil demostrar que el campo y la densidad de las cargas en la 
superficie de la esfera se determinarán, en este caso, por las 
expresiones 


— Lo — Po 
r ána 


Si en lugar del potencial en la superficie de la esfera qa se ha 
dado la carga total 2, suministrada a la esfera. entonces 


£9 € 
= TE G =— (r > a). 
1114 r 


a 
Y —==—. 
a. 


Aquí Ja capacidad de la esfera cs 
C sn A, 
es decir, en unidades absolutas la capacidad de una estera nislada 
es numéricamente ipual a su radio. 
Como ejemplo siguiente, consideremos el problema de un 


comdensador esférico (sistema de dos esferas concéntricas conduc- 
toras). 
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Supongiunos que la esfera inberior, de radio r,, tiene ua poleucial 
dado Vo, y la exterior, de radio ra, está conectada a tierra. linton- 
cos, la determinación del campo dentro del condensador =c reduce 
a la doterminación de la función q que salistayga a la ccuación 

Ap =0 
y a las condiciones 


q lr, = Vo, y lo, = 0. 
I5s fácil demostrar que en este caso es 


p= (2-2). 


T2 — TF, r ra 


y la cupacidad del condensador esférico es igual a 
riPa 


C= ——. 


Fa — Py 


Un problema más complejo es la determinación del potencial 
de la esfera cuando hay otra esfora no concéntrica con la primera. 
Esto problema se resuelve por el método de las imágenes. La 
solución anulítica es bastante engorrosa, y no la expondremos 
aqui!). 

6. Pasemos a los problemas bidimensionales. 

Como ejemplo, consideremos un condensador formado por dos 
cilindros coaxiales infinitamente largos, en uno de los cuules 
se ha distribuido uniformemente carga eléctrica. Es evidente que 
la solución del problema es igual cn todos los planos paralelos 
al plano de sección normal del cilindro. Por esto, el problema se 
puede cousiderar plano y dar, en lugar de la carga total, la carga x 
por unidad de longitud. 

Si el cilindro exterior, de radio re, se ha conectado a tierra 
y en el ¡oterior, de radio ry. se ha dado una carga x, el potencial 
del campo en el condensador se determina por la expresión 


q = 2x In zo ; 
re 
y la capacidad de la unidad de longitud del condensador cilíndrico 
es igual a 
1 
C= ; 


21n 2 
ri 


1) Véase P. Frank y R. Miscs, Ecuiciones Diferenciales e Integrales 
de la Fisica matemática, t. Tl, pág. 713, 1937. 
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El ejemplo considerado permite resolver el problema más 
complejo de determinación de la capacidad de un cable, situado 
en un plano conductor. Supongamos que sobre un plano infinito, 
a una distancia 1 de éste, se encuentra un cable infinitamente largo 
de radio p, en el cual hay distribuida carga con densidad x (carga 
por unidad de longitud). Está claro que este problema también 
se puede resolver como bidimensional, 


11. PROBLEMA FUNDAMENTAL DE LA 
EXPLORACIÓN ELECTRICA 


Para el estudio de la heterogeneidad de la corteza terrestre, 
con el fin de explorar los yacimientos minerales útiles, se apli- 
can ampliamente mátodos eléctricos. 11 esquema fundamental 
de la exploración eléctrica mediante una corriente constante, 
consiste en lo siguiente. Mediante electrodos conectados a tierra, 
se hace pasar por la tierra la corriente de una batería de alimen- 
tación. En la superficie de la lierra se miden las tensiones del 
campo de corriente continua formado de este modo. Mediante 
observaciones en la superficie, se determina la estructura sub- 
terránea. Los métodos de determinación de las estructuras sub- 
terráneas (interpretación de las observaciortes) se basan en la 
resolución matemática de los problemas correspondientes. 

El potencial del campo de una corriente continua en un medio 
homogénco, satisface a la ecuación de Laplace 


AV=0 (2 >0) (1) 

con la condición complementaria 
de (2) 

dz lz=a 


la cual significa que la componente vertical de la densidad de 
la carga!) en la superficie («del dia») z = O es igual a cera, puesto 
que el semiespacio z < 6 (el aire) no es conductor. 

Consideremos un electrodo puntual en la frontera del semi- 
espacio, en el punto A. I'videntemente, el potencial del campo 
será jgnal a 


y= Fo 
2aR 
donde /? es la distancia a la fuente A, p, la resistencia específica 
del incdio, e f/, la intensidad de la corrienle. Esta función so 


(3) 


') Véase la pág. 312, 


420 APENDICES DEL CAUVITULO IV 


diferencia de Ja función de la fuente en el espacio no acotado 
por el coeficiente 2, en virtnd de Ju condición (2). 

Midiendo la diferencia de potenciales en Jos puntos M7 y N 
que se hallan en una misma recla junto con A, se obtiene, con 
ayuda del circuito de medición: 


4 oVv 
V (AM — V(N) = —- Ar, 
dr 


donde Ar es la distancia entre los puntos N y M. 
Suponiendo que los puntos 4% y Y se hallan suficientemente 
próximos uno del otro, se obtiene: 


VIDVIM_ yy e Lo 
Ar | Qr gr” 


donde r es la distancia del punto O (centro del circuito receptivo 
MN) al electrodo de alimentación. la intenxidad del campo / 
en el circuito de alimentación se conoce, puesto que se registra 
en el transcurso del trabajo. De aqui se obtiene, para la resistencia 
del somiexpacio homogéneo: 


(4) 


Si el medio no es homogéneo, la magnitud p, que so determina 
por la fórmula (4), cs llamada resistencia aparente y se denota 
mediante pa: Pa NO eS Mna magnilud constante. 

Consideremos el problema del sondeo eléctrico vertical, cuando 
las capas de la corteza terrestre se disponen en forma horizontal, 
y su rosistencia depende sólo de la profundidad: 

p =p (2). 

En este caso, la resistencia aparente será una función de la 
distancia r = AO. El problema de la interpretación de los resul- 
tados de los sondeos elóctricos verticales consiste en la detormina- 
ción de la función p (2), que da el «corte eléctrico» del medio, 
partiendo de los valores conocidos p, (r). 

Analicemos con más detalle el problema de un medio de dos 


capas, cuando una capa homogénea «de potencia 1 y resistencia 
Po se halla en un medio homogéneo do rezistoncia pa, 


_ 50 para U<z<l, 
.a-( 0 para 1<z. 


Es evidente que en pequeñas distancias, r Z Í, la resistencia 
aparente p, es igual a po, puesto que la influencia del medio 
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subyacente será muy pequeña. Para distancias grandes (» > 1), 
Pa es igual a p,. 

El problema se reduce, de este modo, a hallar la solución 
de la ecuación de Laplace Vo en la capa 0 <3<l y V, en el 


semiespacio z > l. Para 3 = 1, deben cumplirse las condiciones 
do continuidad del potencial: 
Vo la == V, lz= (5) 


y de continuidad de las componentes normales de la densidad de 
la corriente: 


1 d Y, 1) 


Po 22 


(6) 


* 
¿ul 


2=l  ¡ 0z 


Para z = 0, el polecncial V, debe satisíacer a la condición (2), 
y en el punto 4, el cual tomaremos como origen de las coordenadas 


cilíndricas (7, q», 2), el potencial V, debo tener una parlicularidad 
del tipo (3): 


Pol 1 
V, = Vo» 7 
er JA (7) 
donde by es una función acolada. 
La función V, debe ser acotada en el infinito. Las funciones 
Vo y Y, satisfacen a la ccuación (1), la cual, en virtud de la síme- 
tría cilíndrica del problema, adquiere la forma 


PV 104, ev 


PE EE 
or > do oz 


121 método de separación de las variables nos da, para Y, dos 
tipos de soluciones, acotadas para r = 0 


FJ (An, 


donde Jo es la función de Bessel de orden nulo (véase cl Comple- 
mento JI, 1 Parte, $ 1). y A, cl parámetro de la seporación. Bus- 
CAremos la solución en la forma 


Volr, 2 = 


—; + $ (Aye 4 BRIAN de, 
VETO 


Y, (r, == j (AT 4 Be) 3,40) da, 
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donde Ao, Bo, Ay, B, son ciertas constantes. La condición (2) 
nos da cl nexo entre Ao y da Calculemos Ja derivada 
9Vo Pu? hz A 
e A AÁQe ABje") Fo (Ar) dd. 
EN E mt fte o + ABye y F q (Ar) 


La condición (2) toma la forma 
Ñ (Bo, — Ay Jo (Ar) A di =U 
Ú 


para un » arbitrario, de donde 


Bo = Ay. 
De la condición de acotación de V, cuando z > oo, se deduce que 
Bi; — O. 


De esta manera, 


V, (r, 2)= ! Aje PJ, (Ar) dd 


Vo(r, 2)= | lg M4 A0(e7** 4 0%))40 047) dd; 
aquí hemos utilizado la fórmula 


1 A 3 
——= = VJ (re “da (8) 
Vr + 2? 

(véaso el Complemento IT, 1 Parte, $ 5) e introducido la nota- 
A pol 
ción +. 9 

Los constantes que quedan, Ay y 41, se determinan de las 
condiciones (5) y (6) para z = l, las cuales se reducen al sistema 
de ecuaciones Pena 


Ao le —211 Jl 1) EA Aj == == 


A As (029 e 1) a Aje > e Ta 
Po Pi Po 
de dondo se halla el coeficiente 


—241 


(Pa — Po) € 
“o + Po) — (pu — 00) € 


y la solución Vo para la capa superior se da por la fórmula 
ho 22 


Volr, 2 Pol. "+ te E EN (9) 


Ap= 
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donde se hizo 
Dp— Po 
Pi + Po 


Transformemos la expresión obtenida. Como | |< 41, se puede 
escribir: 


ke 
kP.e -24Un 
1 — ke RH - Y 
y 
Vr = mee y Gr e UMD (Ar) lA > 


nf q 
NE FP y fune ii E (Ar) da. (9) 
2n ==] 
De aquí, aplicando la fórmula (3), se obtiene: 
Vo lr. 2) = 


á= L00 | A EE: FE + » p” Tv ==5| ] 
A TI 
(10) 
Esta expresión para la solución (9) se puede oscribir directamente, 
si se resuelve el problema por el método de las imágenes. Hacien- 
do z = 0, se obtiene la distribución del potencial cn la superficie 
de la tierra: 


Fon | 1 > k" 
g(r, 0) = — |— + 2 | (11) 
25 2 YA + (2n1)* 
de donde 
AL pa fo. AE 2 y | 
dr 2 lr? = [r* E : 
y para Pe, según la fórmula (4), se tiene: 
MES [+2 5 > A A CA, PU 
es (Es 4 (2nD*p? 
3 
«($ 
(12) 


ib e = Pol (4), 
(6) +=] 


430 APENDICES DEL CAPIFrULO 1Y 


donde E=F y f(É) denola la expresión entre corchetes. Para 


r< [, se tiene que 

Pa = Po- 
Para apreciar el comportamiento de pz para r grandes, hagamos 
tender en la fórmula (12) r > 00 (¿ -> 00). ln límite del n-ésimo 
término do la suma será igual a h". de donde se desprende que 


; a 2k 

lim Pa = Po(1 +2 >4 )=p11+4+ 5 ])= 

p-. 00 nm 1 1 — k 

de +F_ ¿Pdo T lO =P) _ 

ik " p+ po — (pi — Pu) 

Comparanido la enurva exporimental con la determinada por la 
fórmula (12), se puede determinar pa a partir de los valores de 
Pa para valores pequoños de r, y pi, para valores grandes de r. 


La potencia de la capa conductora superior l se delermina median- 
te pruebas. Esta es igual al valor de l. para cl cual la curva empíri- 


=Pp 


a y ; , i 
ca. como función p (£) = p [—), se aproxime más a la curva cal- 
PAS 


l 
culada por la fórmula (12). En la lécnica de la elección, gto se 
efectáa mediante oscalas bilogacitmicas, no 10s vamos a deto- 
nor!t). 

En ol caso de coctes de varias capas, las curvas para pa se 
calculan análogamente. El carácter del corte eléctrico del medio 
se determina probando las curvas teóricas que se aproximen más 
a la empírica. Al aumentar el número de capas, la técnica de la 
interpretación se complica mucho, puesto que el número de curvas 
teóricas auxiliares aumenta grandemente. 

Obsérvese que para cortes eléctricos diferontos, p, (3) + 


> pa (2). las resistencias «uparentes respectivas también son 
distintas: 


(0) Q 
PR (1) 3 px (1); 
por consiguiente. el problema de la determinación del corte cléc- 
trico a partir de la resistencia aparente liene una solución única 
desde el punto de vista matemático?). 
En distintas ramas de la física y de la técnica, se encuentran 


problemas análogos al problema considerado de la exploración 
eléctrica. 


1) Véase, por ejemplo, el excelente libro de A. 1. Zaborovski ¿Exploración 
Eléctrica», 1943. 

2% Vease A. N. Tíjonov, Sobre la unividud de la solución del problemo 
de la exploración elgetrica, DAN URSS, t. (0, NM 6, 797 (19491. 
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Con problemas clectrostáticos nos encontramos en la construc- 
ción de distintos aparatos electrónicos, con problemas térmicos 
e hidrodinámicos, en muchos campos de la técnica (desprendi- 
miento de calor de los edificios, filtración del agua debajo de 
un «diquo, etc.)!). 

Los problemas do deterininación de un campo inagnético en 
nu medio no homogéneo se encuentran, por ejemplo, en la defectos- 
copía magnética. Para la determinación del dofecto en un dotalle, 
por ejemplo, la presencia de vacíos debajo de la smperficie, se 
ubica el detalle metálico entre los polos de un imán y se mide el 
campo magnético en la superficie del detalle, Se pide determinar, 
a partir de la perturhación del campo magnético. la prosencia 
del dofecto, así como también, si es posible, las dimensiones de 
éste, sn profundidad, etc. 

Para la resolución de los problemas, se utilizan los métodos 
de modelación, basados en la semejanza de los campos potencia- 
les de distinta naturaleza física”). 

in efecto, consideremos los campos potenciales en modios 
no homogéneos de diferente naturaleza física (por ejemplo, un 
campo estacionario de temperaturas, un campo maguélico en un 
medio 10 homogéneo, un campo clectrostático, el campo de velo- 
cidades de un líquido en una filtración). Las funciones potenciales 
de astos campos, (5, y. 2). salisfacon ala ecuación de Luplaco 
Au — U en cada región homogénea. En la frontera de las regiones 
G, y G» de distintos coeficientes de conductividad térmica. per- 
meabilidad magnética, elc., se cumple la condición 


de e! , 0 ya 


== fío -——— 


Ey 


Or 


donde k, y k2 son las constantes fisicas correspondientes. 

Supongamos que en Jas [ronteras de regiones geomélricas 
iguales están dados valores numéricamente iguales de los polen- 
ciales, o de sus derivadas normales, de distintos campos físicos. 
Supongamos que las heterogencidades físicas de estas regionos 
son iguales geométricamente y están distribuidas do igual modo; 
que los cocientes de las constantes físicas (conductividados lér- 
micas, permeabilidades magnéticas, etc.) de cualquier pur de he- 
tcrogencidades correspondientes son también ignales. Entonces, 


1) Véase N. N. Pavloyski, Tecría del ruovimiento de las aguas del terreno 
debajo de las construcciones hidrotécnicas y sus aplicaciones fundamentales, 
1422, cap. XIV. 

2) Véase A. Y. Lukiánov, Sobre la modelación electralítica de los problemas 
espaciales, DAN URSS t. 75, M A (1950. 
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los valores numéricos de los potenciales de estos campos en los 
puntos interiores correspondientes serán también iguales, puesto 
que sou soluciones de un mismo problema matemático, que posee 
solución única. 


IVY. DETERMINACIÓN DE LOS CAMPOS VECTORIALES 


Conjunltamonte con los problermuns escalares, en muchas cués- 
tiones de la electro e hidrodinámica se encuentran con frecuencia 
problomas sobre Ja ldeotermivación de un campo vectorial a pactir 
de su rotacional y de su divergencia. 

Demoustiremos que el campo vectorial A está delerminado uní- 
vocamente, dentro de cierta región G, delimitada por la superficie 
cerrada $, si se dan el rotacional y la divergencia del campo den- 


tro de G: 
rot .1 = f3, (1) 
div 4 =C, (2) 
y en la frontera S se da la componente normal del vector 4: 
Anls =/(M). (3) 


Obsérvese que las funciones 13, € y f no se pueden fijar arbitra- 
riamente. Deben cumplirse las relaciones 


div /3=0, 4) 
35 f(M) dS = 555 C er, (5) 


La funcion f se considerará conbinua en la superficie .S, las funcio- 
nes B y C, continnas en G conjuntarmenle con sus «lerivaclas, y 
la superficie S tal quo pura ésta tenga solución el segundo pro- 
blema interior de contorno para valores de frontera continuos. 

Resolveremos el problema planteado en varias etapas. Halle- 
mos el vector 4, que satisfaga a las condiciones 


rot 4, =0, (6) 
div A, = C. (7) 
De la fórmula (6) se deduce que 
A, = grad q. (3) 
Tomando la función q en la forma 
1 C(Q) 
nbh=-= Ari | (9) 


satisfaremos también a la ecnación (1). Hallemos ahora un vector 


As tal que 
A rot de =B, (10) 


div A2 =06. (11) 
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Haciendo 
Ag = rot», (12) 


se satisface a la condición (11). Sustituyendo (12) en (10), se 
obtiene: 


grad div p — Ay = B. (13) 
Hagamos que se cumpla 
div p =0. (14) 
Entonces, la ecuación (13), para el vector p, tomará la forma 
Ap = —B. (15) 


Consideremos la región G, que contiene enteramente a la G y está 
delimitada por la superficie S,. 

Continuo:mos el vector 13 u la región G, — G, exigiendo que 
se cumplan las condiciones: 

1) la componente mormal 3, del vector /3 es continua en la 
tronlera $ (ol propio vector /3 os, en general, dicontinuo), B,, = 


= Dnes 


2) B,=Uen S;; (16) 
3) div f5 =0 en G; — G. (4) 
Indiquemos cómo efectuar esta continuación de J% a la región 
G, — (+. Hagamos 
13 = grad x en G, — G. 
La condición div Jj = U nos da 


Ay = U on G, — G. (17) 

Las condicionos de frontera, en virtud de 1) y 2), tienen la forma 
12) ; 
Si Br en Ss] (17 ) 
%_ 0 en $, (175) 
don 


donde ,, es el valor límite de £, por el lado inlecior de S. Para 
la función x se obtiene el segundo problema de comtorno (17)— 


(17). La condición necesaria para que este problema lenga solu- 
ción 


) 
SS ¿has = $$8,45=0 


Srs,” 
28-1(043 
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se cuinple, puesto que 
$$B,aS= SÍ div 1 d:=0. 
S : 

Haciendo 


_A e O) 
Sd EEES a R és 


P =P (x. y, 2), Q =Q (8, n >. Pr 5, 
= VE — EY + (y — Y + (2 — £y! satisfaremos, evidentemen- 
te, a la ecnación (15). 

No es difícil comprobar que la condición (14) también se 
cumple. Efectivamente, calculemos las derivadas 


gx Oy Oz 
Representando la integral por la región G, como la suma de las 
integrales sobre G y G, — G y toniendo en cuenta la igualdad 


21558. (LJ 05518. 2 (5). 


sisi después de A de partes: 


o — [FB as 


e 


FA $18 ds — 


COS Oy 
—Sf8, ds, 


Ss; 


donde cos « = cos (n, 2) ls, cos 1%, = cos (1, 2) |g,, y n es la 
dirección de la normal exterior a la superficie. 


Para —, se obtiene: 
Ox 
By A yy 2 552 Putcosa ds — 
Ox E OE e R 


maja 'Ñ Be = ds. 
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Expresiones análogas ticnen lugar para las dcrivadas 


My y Pe 
dy 0z 


De aquí se deduce quo 
: EA div A B, EN Brno —Bni 
ds áxt 143 R dé An 14 R ds 4 13 R ads 


En virtud de las condiciones (4) y (10), así como también de la 

continuidad de las componentes normales del vector 3 en S 

(Br = Bne), el vector .4:, determinado mediante la fórmula (12), 

satisface a la ecuación (10), si el vector y satisface a las condicio- 
nes (14) y (15). 

Está claro que el vector 4, -+ 42 satisface y Jas conrliciones 

rot (41 + Az) = B, (18) 

div (41 + 42) =C. (19) 

Para hallar el vector A, nos queda satisfacer a la condición 


de frontera (2). Para esto. hallemos el vector 43 que satisface 
a las condiciones dentro de (: 


rot 4A3 = 0, (20) 
div As = 0, (21) 

y en ¡$: 
An ls = (11) — Aín ls — 4A2n ls = f* (M). (22) 


Está claro que la función f* (.17) se determina univocamente. De 
la ecuación (20) se deduce que 

«lg = grad 0. 

Sustituyendo este valor de 4, en la ecuación (21), sc ohtiene, 
dentro de G: 
A60 = 0; (23) 
la condición (22) nos da: 

gU . 

—— == AM , 

a F"(M) (24) 
es decir, para hallar la función 0 se obtuvo el segundo problema 
de contorno. Por esto, el vector A, se determina unívocamente. 

De esta forma, se ha demostrado que el problema (1)—(3) 
tiene la solución única 
A = ÁA1 + 43 + Á 3. 
234 
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Y. APLICACION DEL METODO DE LA TRANSFORMACION 
CONFORME A LA ELECGTROSTATICA 


t. Para ln resolución de los problemas electrostáticos bidi- 
mensionates, con frecuencia se aplica la teoría de funciones do 
variable compleja. Consideremos, por ejemplo, el sigujenle pro- 
blema do la electrostática: 

hallar el campo eléctrico de varios conductores cargados, cuyos 
potenciales son iguales a U,, Uz, ..- 

Este problema, como es subido (véase el apéndico TI), conduce 
a la ecuación 


Au -- 0 (1) 
con las coudiciones de frontera 
MU |y, =U,, (2) 


donde Y, denota la superficio del conductor de número 2. Si el 
campo se puede considerar plano, que no cambia, por ejemplo, 
a Jo largo del eje z, la ecuación (1) y las condiciones de frontera 
toman ln forma: 


Pu. n 
—=+=3=0, (3) 
dr” Oy 

pá le; =u, (4) 


donde CC, es el contorno que limita a la región S,. 
Buscaremos el potencial «4 como la parte imaginaria de cicria 
función analítica: 


(2) =€ (0, y) +1 (2, 1 (2 = x + dy), (5) 
siendo, en virtud de las condiciones de Cauchy-Riemann. 
Ex = Un, Uy “* —Ulx (6) 


Edy + uzU, 0, (7) 
De la condición de frontera (4), se deduce que la función f (2) 
debe tener parte imaginaria constante en los contornos C,, que 
limitan a nuestros conductores. 
Tomando Ja condición (6), se vo que 
v (x, y) = const (8) 


y 


representa la ecuación de la familia de las líneas de fuerza), 
mientras que la ecuación 


u (7, y) = const (9) 
13 lin cferto, la ecuución de las líneas du fuerza tiene la farma Z => de" 
xx 


Sustituyendo u, y uy, de acuardo con las condiciones (6), por —+y y Up 
se obtiene v,de + rydy = du == U, o bien y (x, y) = coust. 
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determina. en virtud de ta condición (7), la familia de líneas 
equipotenciales. 

De esta manera, para resolver el problema planteado es sufi- 
ciente hallar la transformación conforme 


w = f (2) 
que translorme el plano de la variable compleja 
z=x+ly 


en el plano 
w=vw+ lu, 


bajo la cual las fronteras de los conductores se transformen en 
las rectas 


u = const, 
o bien 
lmw = const. 


Si se conoce esta función w — f (2), el potencial buscado se 
halla por la Sórmula 


u=u (e y) = 1m / (2). 
Conociendo el polencial, se puede calentar el campo eléctrico: 


du Au 
E.=— 570 Ly==z7 (10) 


y la densidad de las cargas superficiales para la unidad de longitud 
sobre el ejc 2: 


Li 1 du duY' 
0 =— VE? E? E (2) (2) A 
“st A 4x1 Óóx e dy 


la cual, en virtud de las condiciones de Cauchy-Riemenn, es 
igual a 


IF). (11) 

2. Campo de un condensador plano semiinfinito. Pallemos 
el campo de un condensador formado por las chapas metálicas infi- 
nitamente dolgudldas y - — Ss cy= $ que so extiendon a la 


región 7 < 0, Sin detenernos en la deducción de la Lransformación 
conforme que transforme la región representada en la fig. 68 en 
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Fig. 68 Fig. 69 


la capa |lImw|<Hx, ln aplicaremos diroctamente a la resolu- 
ción del problema ¡adicado?). 
La trausformación 


zZ= = (ue + e”) (w= + tp) (12) 
n 


traduce el plano 2 = x< + iy con dos cortes (y = + ea =<0) 
a la capa | |< zx del plano w = q + tp (fig. 69). Como poten- 
cial complejo, tomaremos la función 

—w, (13) 


donde us denota la diferencia de potenciales entre las placas 
del condensador, de forma que el poteucial del campo eléctrico 
se expresa mediante la función 


uo 
ulxr, y =—p, t4 
(x, y) a e (14) 

donde y está ligado a x e y mediante las relaciones 


r= A (p + cos y), ] 
¿xt 


a (15) 
= — (y + e? sen y). 
21 


En la fig. 70 se representan las líneas equipotenciales y las 
de fuerza del condensador plano infinito. 

Pasemos al análisis de) campo en las proximidades del extre- 
mo del condensador. 


1) Véase F, Frank ] It. Mises, Ecuaciones Diferenciales e Integrales de la 
Fisica matemática, t. Il, cap. XV, $ 5, 1937. 
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Fig. 70 


De las fórmulas (15) se aprecia que para q — — 00, será 


d d 
zx an * y an Y (16) 


es decir, dentro del condensador, lejos de los extremos, el campo 
es plano, y cuando q —- co, se tendrá que 


o=V2 + yz =— e. B=arctg=y, (17) 
z 


es decir, fuera del condensador, a grandes distancias de sus extre- 
mos, las líneas equipotenciales son círculos. 
Ñ ! u 
Si en Ingar de w se introduce el potencial complejo f = 37 Lo, 
de nodo que w = 2 f, entonces la relación entre z y f (2) se expre- 


sa por la ecuación 


Uy 2x 
de donde se deduce que 
dz 2nf 
—— == Lu + e Yo EA 
df  u 


y para f = e (y + xi), se obliene: 


dz u 
—=—(l—e o bien f (2) = ——L_—, 
Er E e Ara 
llaciendo uy = 1, se obtiene, para la densidad de las cargas 
o, de acuerdo con la fórmula (11), el siguiente valor: 


_ MOL 1 


TO (18) 
4 4ándli—e”|' 
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D í se ded . 
e aquí se deduco que para p > — 00, 05 0375, y para y — 


— + 00, será 07 , es decir, en este caso la densidad de 


ánde” 


dad x 3 
las cargas disminuye en el lado exterior de las placas como o 


De la fórmula (18) so observa que para ¡¿ = 0 (en el borde del 
condensador) es y = oo. En efecto, el extremo de una placa plana 
tiene curvatura infinita, y para cargarlo hasta cierto potencial 
es necesario darle una carga infinita. 

La clase de problemas que se resuelven por el método de la 
transformación conforme es muy amplia. Con su ayuda se puede 
resolver con éxito el problema sobre la influencia del borda de la 
pared gruesa de mn condensador plano, varios problemas rela- 
cionados con la influencia de las inflexiones en un condensador, 
etc. La transformación conforme se puede aplicar también al 
cálculo de problemas dinámicos. El defecto del método expuesto 
consiste en que la transformación conforme se aplica fundamen- 
talmente sólo a los problemas planos, que se reducen a la ecuación 
bidimensional Azu = O. 


V1- APLICACION DEL METODO DE LA TRANSFORMACION 
CONFORME A LA IMDRODINAMICA 


1. En la resolución” de problemas sobre el movimiento de 
un cuerpo rígido en un líquido, juegan un papel fundamental las 
condiciones de frontera en la superficie del cuerpo. 

En el caso de un líquido ideal, la condición de frontera consis- 
te en que la proyección v, de la velocidad del líquido en la direc- 
ción de la normal a la superficie del cuerpo debo ser igual a la 
componente normal de la velocidad del movimiento del cuerpo. 

Si el cuerpo está inmóvil, la condición de frontera toma Ja 
forma sencilla 

vv. =0 
en la superficie del cuerpo. 
Si el movimiento considerado es potencial, es decir, si 
vt = grad q, 
las condiciones de frontera toman la forma 


qe =0, en el caso de un cuerpo inmóvil, 


20) <<, en el caso de un cuerpo que se mueve 
con la velocidad ue. 
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Como es sabido de la hidrodinámica, el potencial de las velo- 
cidades, para un liquido incompresible, satisface a la ecuación 


Ap = 0. 


De ústa manera, el problema sobre la circundación potencial 
de un cuerpo rígido por una corciente de líquido ideal incompre- 
sible, se reduce a la resolución de la ecuación de Laplace 


Ap =0 


con la condición de frontera couiplementaria en la superficie del 
cuerpo que se circunda 


es decir, a la resolución del segundo problema de contorno para 
la ecuación de Jlaplace. 

Si el movimiento considorado es plano, la solución del proble- 
ma ye puedo obtener mediante la tcoría de las funciones de varíia- 
ble compleja. 

En el caso del movimiento plano de un líquido incomprosible, 
la ecuación de continuidad nos da: 


a A. 0) 
Ux dy 
liscribamos la ecuación de las líneas de corrionto: 
de _ dy 
en la forma 
v, dy — v,dr=0 (2) 
e introduzcamos una función y mediante las relaciones 
á 
Ur = —; Py = — Ad 
0 Ox 


Entonces, de la ecuación (1) se sigue que el primer miembro de 
la expresión (2) es la diferencial total de Ja función y: 


EU dy — y, dí = dy. 
La familia monoparamétrica de curvas 


y (x. y) =C 


representa las Jíneas de corriente del líquido incompresible. 
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Si existe el potencial de las velocidades, la igualdad 
cot yv = 0 es equivalente a la ecuación 


Ay = 0. 
De la expresión para 6, y 6, se deduce que 
dq Du 
dL dy" 
EA AP. 
dy TS 


es decir, las funciones q y y salisfacen a las condiciones de Canch y- 
Riemann. Por consiguiente, la función de variable compleja 


(2) = q (7, y) + hp (z, y) 
es analítica. 

De oste modo, cualquier movimienlo plano potencial de un 
líquido corresponde a una función analítica «de variable compleja 
determinada y, recíprocamente, loda función analítica está 
relacionada con un cuadro cinemático «lelerminado de movimiento 
de un líquido (más exactamente, con dos cuadros, puesto que 
las funciones q y y se pueden intercambiar). 

Consideremos ejemplos concretos de aplicación de la teoría 
de las funciones analíticas a la resolución de problemas sobre 
la circundación de cuerpos por una corriente plana de líquido. 

2. Circundación de un cilindro circular. Supongamos que un 
cilindro de radio r = a es rodeado por una corriente de líquido, 
que tiene una velocidad constante r ca el infinito. En el caso 
de un movimiento estacionario, el problema se puede invertir 
y considerar el rnmovimiento de un cilindro con volocidad constante 
u con respecto al liquido. 

Fijemos al cilindro un sistema inmóvil de coordenadas y di- 
rijamos el eje Ox paralelamente a Ja velocidad del movimiento 
del cilindro. 

En la superficie del cuerpo que se mueve en el líquido, eviden- 
temente, se cumple la condición de frontera 


CA 
Os Os 
donde ds es el elemento de arco en el contorno que delimita al 


cuerpo. | 
En el caso de una traslación con velocidad u. esta condición 
se puede integrar por la superticio del cuerpo, y se obtiene: 
p=uy+(C 
en la superficie del cuerpo. 
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De esta manera, el problema se redujo a la resolucion de la 
ecuación 
Ap =0 


con las condiciones de frontera: 
1) y = uy +C en la superficie del cilindro, 


2) EA y Boa tienden a cero en el infinito. 
dx Oy 


La última condición significa que la función 


de 0, .0p 
— = —= = Va — 1 
dz Oy pl Ox ó o 


es una función analítica uniforme fuera del círculo C, que se 
anula en el infinito. Esto permite representar a w en la forma 


n= mil 
z z 


Haciendo 
Cr = Aa +1B2, 
se determinan las constantes Ax y B, de la condición de frontera 
y = ua sen9 + C, 


pasando a las coordenadas polares z = ael%, 
Para las constantes, se obtieuen las expresiones 


A =0; A2 = ua?; B2 = 0; Ag = By =0; 


ho 
2x 
De aquí sorá 
r a? 
w= In 2 —u —; 
2ni z 
p == —0 —ucoso—; 


» a 


+=—-Linr+usen0 ¿EN 
21 r 


El primer término de la expresión para tw exprosa la circulación 
alrededor del cilindro, de intensidad T. En el caso más sencillo 
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Fig. 71 


de ausencia de circulación, se obtiene 


a* 
W= =U_—, 
VA 


Ll potencial complejo para Ja corriente que circunda a un cilindro 
inmóvil y que tiene en el infinito la velocidad u, tiono la forma 


C 


2x0 


1n z. 


2 
ua 
ww =Uuz + — + 
yA 


3. Circundación de una placa. Los resultados obtenidos para 
la circundación do un cilíndro circular permiten resolver pro- 
blemas sobre la circundación de contornos arbitrarios. Luo estos 
casos, se aplica el método do la transformación conforime. Anali- 
cemos su aplicación en el problema concreto sobre la circundación 
de una placa. 

Supongamos que una chapa inlinitamente larga de espesor 
24, situada en el eje Oz (fig. 71). es rodeada por una corriente pla- 
na constante, que tieno en el infinito una velocidad de componen- 
tos u y v. Mediante la finción analítica 


a 1 A 
3 (0+4)=/0, 


se puede ostablecer una correspondencia biunívoca entre la rogión 
fuora de la placa en el plano z y la región fuera del círculo de radio 
unitario en el plano ¿. Aquí, al punto z = oo le corresponderá 
eli = 00, y 

d a 

di” 2 
Veamos cómo cambia la condición en el infinito. Para el poten- 
cial complejo 


>0 para [=o0. 


w (2) = y + dp, 
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se tiene 


(£2) E 
— =U —= 1lU= Vo, 
dz 


que es el valor conjugado de la velocidad compleja. 
Hallemos el valor de la velocidad compleja du la corriente 
ficticia en el plano (£: 
du dw dz 


w (E) = w[f (2)]; Pa e 
b 


(4) 10 (03) 
dí /i=0w 2 


De este modo, la corriente ficticia representa la circundación 
de un cilindro de radio unitario por una corriente, que tiene en el 
infinito la velocidad compleja kvo. Pura este movimiento, el 
potencial complejo tiene la forma 


de donde 


dt 


ne. 


tw (1) = tot 


Do la relación z = f (£). se deduce que 


Utilizando estas igualdados, se obtieno la exprosión 
Po? 2 
w (2) =u2— ir Vez ra tn (EEVEZA) 
Q 


para el potencial complejo del líquido que circunda a una placa. 
Si no hay circulación, esta cxpresión toma la forma 


0 (2) =uz —ivVz — al, 


De las fórmulas obtenidas, se ve que la velocidad en los extremos 
de la placa alcanza valores infinitamente grandes. En las condi.- 
ciones reales esto, claro está, no tiene lugar. Nuesirog resullados 
se explican por el hecho de que consideramos al líquido como 
ideal. Aplicando el teorema de Bernoulli, se puede hallar la 
expresión para la fuerza que actúa sobre el cuerpo circundado 
por un líquido. 
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La teoría acrodinámica del ala trata del estudio de las fuerzas 
con que el aire actúa sobre el ala de un avión que se muevé dentro 
de éste. Un papel fundamental en el desarrollo de esta teoría 
pertenece a los científicos rusos y soviéticos, en primer lugar, 
a N. E. Zukovski y S. A. Chapliguin. En el caso más sencillo de 
circundación de un cilindro «in circulación por una corriente plana 
de líquido, sc obtiene un resultado paradójico: la corriente no 
ejerce ninguna acción sobre el cilindro. Si la circulación do la 
velocidad alrededor del cilindro no es nula, surge una fuerza 
que actúa sobre éste perpendicularmente a la dirección de la 
velocidad de la corriento en el infinilo, 

La teoría de las funciones analíticas se puede aplicar sólo 
en el caso de un movimiento plano. En el caso tridimensional, hay 
que recurrir a olros métodos de resolución del problema sobre 
la circondación de un cuerpo rígido por un líquido. En el caso 
general, la resolución del problema presenta grandes dificulla- 
des. Consideremos el caso más sencillo del movimiento de una 
esfera en un líquido jlimitado en reposo, con velocidad cons- 
tante. El probloma consiste en resolver la ecuación 


Ap =0 
fuera de la esfera, con la condición de frontera 
Pp 
gn pu=q 


= ucosÓ 


en la superficie de la esfera y 


en el infinito. 
Buscaremos la solución en la forma 


Utilizando la condición de frontera, se obtiene: 
3 


p= > cos 
2 j 


lo que de la solución del problema planteado. 

En todos los casos analizados hemos considerado que el 
líquido era ideal. Para un líquido viscoso, las condiciones de 
frontera cambian. En la superficie del cuerpo debe cumplirse la 
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condición de adherencia, a saber: on los puntos de la frontera 
sólida, ln velocidad del líquido debe coincidir en magnilud y 
dirección con la velocidad del punto correspondiente de la fron- 
tera. 

- El problema de la circundación de cuerpos por un líquido 
viscoso conduce a grandos dificultades matemáticas. Un gran 
papel en el desarrollo de esta rama do la hidrodinámica lo jugaron 
las teorías de la capa de frontera. 


VII. ECUACION BIARMONICA 


En el apéndice I del capítulo II, fue obtenida la ecuación de 
las oscilacianes transversales de una barra 


=0. (1) 


El problema de las oscilaciones de una placa delgada, libre de 
cargas y fija en sus extremos, uos conduce también a la ecuación 
análoga!) 


gn 


A gu 22) =0, o bien - +a A Au=0 
Ot Oz Oy dx” 0y Ót 
(2) 
y a las condiciones de Iroutera 
u=0 y e en la frontera. (3) 


un 
Ademús, Ja función u debo satisfacer a las condiciones iniciales 


u (z, y, 0) =p (x, y); ta, y, 0) = vv (z. y). (4) 


Si sobre la placa actúa una fuerza exterior, distribuida con den- 
sidad f (x, y), la flexión estática de nna placa fija en sus extremos 
se determinará mediante la ecuación 


Adu =]/ (5) 
con las condiciones de frontera 
or e SO (3) 
On 


1Y Véaso V. I. Swirncv, «Curso de Malemálicas Superiores», t, 111, 
ed. Gostojizdat, 1056. 
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La ecuación 
AÁu =0 (9 


se Hama biarmónica, y sus soluciones que poscen derivadas de 
hasta cuarto orden inclusive, se llaman funciones biarmónicas. 

Jl probloma fundamental de contorno para la ecuación biar- 
mónica se planica del siguiente modo: 

hallar la función u (zx, y), continua conjuntamente con su 
derivada primera en la región cerrada S + C, que tenga derivadas 
de hasta cuarto orden en $, que satisfaga a la ecuación (5) ó (5) 
dentro de S y a las condiciones de fronteta en C 


dt. 


U lo =8 (s); lo 


donde g(s) y h (s) son funciones continuas del arco s. 

Al resolver el problema (2)—(4) que formulamos antes, con. 
condiciones iniciales, por el método de separación de las varia- 
bles se hace, como de costumbro, 


u (z, Y, ) =v1lx, y T (1). (7, 


Sustituyendo esta expresión en la ecuación (2) y separando las 
variablos, se obtiene el problema de la determinación de los 
valores propios de la ecuación 


AAv — dr = 0 (8) 
con las condiciones de frontera 
Ov 

v=0, in == en C. (9) 


1. Unicidad de la solución. Demostremos que la ecuación 
biarmónica 


AAu =0 
con las condiciones de frontera 
du sn 
ulo=8(% 7. =*0 (3) 


tiene solución única. 


Supongamos que existen dos soluciones us y 4s. Consideremos 
su diferencia 


V = uy — Ug. 


VII. ECUACION BIARMONICA 449 


La función v satisface a la ecuación biarmónica (5') y a las condi- 
ciones de frontera homogéneas 


Y 


án = 0. 


Cc 


vle=0, 


Aplicando la fórmula de Green 


[(a9+—osmas= ¡(92 - y as 


ón 
a las [unciones q = uy, y == Ab, se obtiene: 
] (61 4S=0, 
de donde 
Av = 0. 
Teniendo en cuenta que v | = 0, se obtiene 
v=Ó0 y u = Us. 


Por lo Llanto, la función biarmónica se determina unívocamente 
por las condiciones de frontera (3). 


2. Ropresentación de las funciones biarmónicas mediante las 
armónicas. Demostremos el siguionte teorema: 

si u, y uy son dos funciones armónicas en cierta región G, la 
función u = xu, + u, es biarmónica en la región G 

Para demostrarlo, apliquemos la identidad 


10) dr A 
109=0 004439 +2(22 2 428 2) 0) 
Óx 0Óx dy Oy 
Haciendo 
Pp=2x Y =Ux, 
se hulla: . 
A (111) = 2 quit: ] (11) 
dx 
Aplicando nuevamente el operador Á, teniendo en cuenta que 
AÁus = 0, se obtiene: 


AA (zu + us) =0. 
Si la región G es tal que una recta paralela al eje x corta a su 


frontera en no más de dos puntos, Liene lugar el siguiente teorema 
recíproco: 


para cualquier función biarmónica u, dada en la región G, existen 
dos funciones armónicas u, y Ua, tales que 

yu = zu, + Us. 
291043 
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Pata demostrar esta afirmación, evidentemente, es suficiente 
establecer la posibilidad de determinar una función uy que satis- 
faga a las dos condicionos 


Au =0 (12) 
y 
A (u — zu) = 0. (13) 
De la condición (13) y la fórmula (11), se deduce que 
Au = A (au = 2%. (14) 
Óx 


La cenación (14) se satisface por la Tunción 


ate y) =Í Y dute, y) de. 
Como ds 
19) 
Ox 

Au, depende solamente de y): 
Aty = v (y). 


PA A E ESE 


Determinemos la unción u, (y) de forma que sea 


y hagamos 

Uy = Uy + Uy. 
Esta función satisfará, evidentemente. a ambas condiciones, 
(12) y (13). 

Consideremos otro tipo de representación de las funciunes 
biarmónicas. Supongamos quo el origen de coordenadas se tomó 
dentro de la región G, y que cuaJquier semirrecta que sale del 
origen corta a la frontera de la región G en un punto. Entonces, 
cualquier función u biarmónica en G puede ser representada 
mediante dos funciones armónicas u, y u, en la forma 


u = (1 — 713) u + uz. (15) 


Aquí 51? = 22 + y?, y ro es una constante dada. 
Esto se demuestra análogamente al razonamiento anterior, 
mediante la identidad (10) y las relaciones 
du, 0 du; Ox guy dy 


Ar” = 4; = — — Y — —, 


dr óx dr Oy Or 
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3. Resolución de la ecuación biarmónica para el círculo. 
Consideremos un círculo de radio ry con centro en el origen de 
coordenadas, y buscaremos la función biarmónica que satisfaga, 
para r = rg, a las condiciones de frontera (6). Como fue demostrado 
más arriba, la función buscada so puede representar en forma 
de la suma 

u= (1 —51)u + ue, (15) 


donde u, y uz son funciones armónicas. De las condiciones de 
frontera se halla: 
Uzlraro = E- 


De aquí se ve que us es la solución del primer problema de con- 
torno para la ecuación de Laplace y puede ser representada median- 
te la integral de Poisson 


1%__ (r5—r)gda 


= — | ——__—_— _—— 1 
2 2d + ro — 2rroc05 (a —B) 20 
De la segunda condición de írontera, se obticne: 
rota, + a = h. (18) 


r=Ery 


No es difícil demostrar, mediante derivación directa, que la 
función 


JONES EARL (19) 
ro Or 


satisface a la ecuación de Laplace y, por esto, puede ser expresada 
por la integral de Poisson 


r gus 1 E (ri —Yr)hda 


2rgu — ——_—_——_———AÁ- 20 
, e nd ? + ri — 2rrocos (a — 0) (20) 
Derivando (17) con respecto u r y sustituyendo el valor do Sa en 


la fórmula (20), se halla +v,. Sustituyendo en la fórmula (15) us 
y la por sus eee se obtiene: 


— h do, 
e cd ro [55 de e a ea 
21 


+S E [To — rcos (a — 0)] da 
o [+ ri— 2rrpcos (a —0) PJ * 
2998 


CAPITULO vV 
PROPAGACIÓN DE LAS ONDAS 
EN EL ESPACIO 


En cste capítulo se estudia el problema con condiciones ini- 
ciales (problema de Cauchy) para la ecuación de las oscilaciones 


oa u=u(M, t) (1) 


en el espacio no acotado (M = M (z, y, 2)) y en el plano (41 = 
= M (zx, y)). 


$ 1. PROBLEMA CON CONDICIONES INICIALES 


1. Ecuación de las oscilaciones en cl espacio. La ecuación 
más sencilla de tipo hiperbólico es la ecunción de las oscilacio- 
nes (1), que en Física se llama comúnmente ecuación de D'Alem- 
bert. 

-En el cap. II fue demostrado que la ecuación (1) describe el 
proceso de propagación del sonido en un gas, el proceso de las 
oscilaciones de una membrana; en este caso, (1) tiene la forma 


1 
Águ = Ue $ Uy y = 7 Ue — ] (x, y, £). 


A la ecuación (1) se reducen también los problemas sobre la 
propagación de campos electromagnéticos en un medio aislador 
y problemas de la teoría de la elasticidad (véase el Apéndice 1 
del cap. V). 

Para la ecuación (1) se estudia el problema con condiciones 
iniciales (problema de Cauchy) en el espacio infinito y los pro- 
blemas de contorno en una región acotada. 
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Jon este capítulo, estudiaremos el problema de Cauchy en el 
ospacio infinito: 
ballar la solución de Ja ecuación 


Au ml — 10M, D, M = M (2, y, 2) 


para ¿>0, — 00 <x, Y, 200, (1) 
que.satisfaga a las condiciones fníciales: 
u (M, 0) = p (M), u: (M, 0) = y (M) para t =0, (2) 


donde f, p, y son funciones dadas. 

Llamaremos solución de la ecuación (1) en cierta región, 
para £ > 0, a una función u (MM, t), continua conjuntamente con 
sus derivadas que figuran en la ecuación (1) en todos los puntos 
de la región considerada y para todo t >> 0. 

Consideremos las soluciones particulares de la ecuación homo- 
génea 

1 
Au =4 Un (3) 
que poseen simetría central con respecto a cierto punto Mo, es 
decir, soluciones del tipo 


u (M. t) = u (r, t), 


donde r = rywm, es la distancia entre los puntos M y Mo. En 
este caso; la ecuación de las oscilaciones (3) se reduce a la ecuación 
unidimensional para la función v = ru 


1 
Uy, = => TO (4) 
a 


En efecto, si u = u (r, t), entonces el operador de Laplace en el 
sistema esférico de coordenadas con centro en el punto /%Zo 
(véase el cap. IV, $ 1, p. 3) se puede transformar a la forma 


12.42). 2 mm 

Or r Or 
cosa que se puede probar mediante derivación. Por esto, la ecua- 
ción (3) toma la forma — (rr == Ur. Introduciendo luego la 


función v = ru, se obtieno, para ésta, la ecuación (4). Si la fun- 
ción u (r, t) es acotada para r = 0, la función v = ru se anula 
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cuando r =VU. v(0, 1) = 0. Por esto, el problena de Cauchy 
para la ecuación (3) con las condiciones iniciales 


u(r, 0) =p (m, 1 (r. 0) =p (1) (5) 


se reduce al problama de las oscilaciones de una cuerda seiniacola- 
da (0<r< 00) de oxtremo fijo r == 1): 


Der == Dn p(r, O) =rq (0, e(r,0)=mp(r), v(0,0=0, (6) 


estudiado en el cap. 11. 
La solución general de la ecuación (4) tiene la forma 


vr, a=n( 1-2) +n(1+2) 


y, Por consiguiento, 


u(r, a=i5 (1-1) A ), 


donde f, (8) y f/2 (E) son funciones arbitrarias que posean «deriva- 
das segundas. Las soluciones particulares de la ecuación (3) 


a=i (1-2) y l= Ln ) 


se llaman ondas esféricas; u, (r, t) es una onda esférica divergen- 
te, uz (r, £), una onda esférica que converge hacia el punto 
r = 0; acts la velocidad de propagación do las ondas. A diferencia 


de las ondas planas f ( t=W<+ =, la onda osférica disminuye en for- 


ma inversamonte proporcional a la distancia del centro. 

De osta forma, la solución general de la ecuación (3), en el 
caso de una simetría central, sc representa en forma de suma de 
dos ondas esféricas, 

Teniendo en cuenta la condición v (0, £) = 0, se halla 0 = 


= fí (£) + f2 (£), o bien fa (£t) = — fi (1) = f (t) para todos los 
valores de t, es decir, 
4. Tr 1 r 


y, en particular, 
2 . 
u (0, t)= 7 Ft). (15 
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2. Método de promediación. Consideremos, eu el espacio infi- 
nito, el problema de Cunchy 


Uy = ae Au=a* (Uxx + Uyy + Uzz). 1 
— WM ZT,Yyy 200, £>0; j 
Uu(M, 0) =Q(M). u,(M, 0) vw (M), M= M (2, y, 3). 


Supongamos que la solución de este problema existe, y hallemos 
la representación integral de ésta. Sea Mo (to. Yo, Zo) Un punto 
fijo. f[ntroduzcamos el sistema esfórico de coordenadas (r, 9, q) 
con centro en el punto M4. 

consideremos la función 


(8) 


5(r, )=3M.(U= [Juas =2 [Judo (dS=r"40), (9) 


que cs el valor medio de . on la eslora S, de radio r con centro 
en el punto Mo, 2482 —= sen 89 de de. 
De (9) se aprecia que 


(Mo, tp) =u (0, to). (10) 


Demostromos que la función ru (r, t) = 5, que tiene simetría 
esférica con respecto al punto Mo, satisface a la ecuación (4). 
Integremos la ccuación (8) en cl volumen de la esfera Ky, limi- 


tado por S,: 
1 
155 Au dr == E 153 un dr. 


Para transíormar el primer miembro de la igualdad obtenida, 
apliquemos la primocra fórmula de Green (capítulo IVY) para 
= 1, u=u(M, t) y tomemos cn cuenta que la normal a S, 


está dirigida por el radio (> Se) 


[55 au dr—=15 5 Pd 02 Juan] = dr y (11) 


1 10%: 
SS ee E Jo 0015 ua01— E fa o, 000 
(12) 


1) Los autoros se refieren a la fórmula (4), pág. 324 (N'. del T.) 
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Derivando (11) y (12) con respecto a r y haciendo uv = ru, 
se obtiene (4). De la fórmula (7') se deduce que 


u(Mo, to) =u(0, to=21 (tos (13) 


Expresemos f mediante p y +. Después de derivar u = 
1 r r 
= 5 |! ( +)-1(:-2)] con respecto a r ya ?, se halla que 


— 4d, 2 2 
(br + (rd 1 (14) = Ef (to) para t=0 y r = at 
De aquí y de (13) y de (9) se obtiene: 
110 1 du 
, ty) == |— dd += 2 qa] - (14 
(Mo, to) 4xt [2 43 dd a Mar remato, (14) 


t=0 


3. Fórmula de Poisson. Utilizando las condiciones iniciales 
(3) y omitiendo el subíndice 0 de Mo, to, se obtiene de (14) lá 
fórmula de Poisson 


110 se 
um. =L H 1550073074151 o(230»], (15) 


(dS , = (at) dQ), 


la cual, teniendo en cuenta (9), se puede escribir en la forma 


(Mm, 9 Malo] + 2H, (0), (16) 

donde 
4 1 : 
Mat 3 ¿9 gp ip (17) 


Aquí Sa; == S% es una esfera de radio al con centro en el punto M 
Sea uy la solución del problema (8) para p = 0, 
ue (M, 1) = Mos Ly. (18) 
De (16) se observa que la solución del problema (8) se puede 
escribir como sigue: 


u(M, )= Sos es 19) 


donde 
Up = ¿Mar [q1). 
1) Cfr. (19) con la fórmula de D'Alembert. (Especialmente en la forma 
(18), pág. 70). 
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De la fórmula de Poisson, obtenida bajo la hipótesis de la 
existencia de una solución del problema (8), se deduco la unicidad 
de dicha solución. Efectivamonte, suponiendo que el problema. 
de Cauchy tiene dos soluciones, u, y ug, se obtienen para su dife- 
rencia las condiciones iniciales p = 0, y = 0. Aplicando a la 
función u, — uz los razonamientos anteriores, se obtiene la 
fórmula (15), en la cual p = 0, y =0 y, por lo tanto, u = 0, 
o bien u, mm YU>2. | 

Demostremos que la función u(M, t), determinada por lea: 
fórmula de Poisson, da efectivamente la solución del problema 
de Cauchy (3), si q (z, y, z) es continua conjuntamente con sus 
derivadas terceras, y Y (z, y, 2), con sus derivadas segundas. 
La demostración se hará suponiendo, primeramente, que q = 0, 
es decir, que u = uy. Introduzcamos las nuevas variables «a, B, y, 
haciendo E=zxz+ata, n= y+atf, ¿E =2z + aly. De aquí 
«e ve que a, fi, y son los cosenos directores del radio vector del 
punto LP (E, n, £) de la esfera Sy: (a = cos (r, 2), etc.). Entonces, 
la integral sobre S,, se transforma en la integral sobre la esfera 
Si; (ad + B? + y? = 1) de radio unitario, sicado dS, = dQ, = 
= dS/a*t?; el integrando de (15) será 


p (2 + ata, y + atf, z + aly) = y (E, N, s). 
No es dificil advertir que 


w= 15960, 045, (20) 
Aus = (telas + (day + (oda = 7 SS (er E an + 010) 85, = 


É 
== rep Aydl. (21) 


puesto que Yex = Pie, Ele. Al derivar con respecto a i bajo el 
signo integral en (20), se obtiene 
Op dp 


CT o ! 


Uy , VD af Op 1 9y 
=D ato as ds. ¡(02 
(uo) t + t sl 45 45 ar. ra Or ed 
Derivando (22) con respecto a £, se halla que (£ (144)1). = 
= 8 (Uydes + (Up)e = (Up)de > Dd, es decir, 


(Up)1: == 5 Up» (23) 


A 
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La primera fórmula de (rreen nos da: 


4 Y op 1 1 ds 2 
Y = —— — AS = — Aw dr = — A dS, 24 
a Or áxna 155 y ára ) P de 15 M e) 
donde XK. es una esfera de radio at, S,, una esfera de radio p 
con cenbro en el punto M (zx, y, 2). Calculemos la derivada, apli- 
cando la igualdad (21): 


V = EE AyaS—=al Auy 
0 “st Bat o 

Do aquí y de (23) se sigue que (uy), = a*Auy, es decir, que uy 
satisface a la ecuación (8). No es difícil comprobar que la función 
duy'0t también satisface a la ecuación (8), si posee derivadas ter- 
ceras. 

Demostremos que ug, determinada por la fórmula (20), salis- 
face a las condiciones iniciales. Las fórmulas (20), (22) nos dan: 


ley (M. 0) =0, lím 2 = y (4), lím + = (0, puesto que la 
ie 00 io 


función ap es conlinua y todas las inlegrales están acotadas. Por 
«sto, de acuerdo con (22), será (Uy), == 5 Uy + - v — y (1) 
para ¿=> y análogamente u¿ —>Ú cuando t—>0. De la fór- 
mula (18') para uy se aprecia que (gp). = 0 para ¿ =0U y, en 
consecuencia, ln función (16) satisface a las condiciones (3). Gon 
esto queda deinostrado que la fórmula de Poisson (16) determina 
ta solución del problema de Cauchy (3). 

Do la fórmula (16) se ve directamente la dependencia continua 
de la solución del problema de Caucliy de las condiciones iniciales. 


4. Método del descenso. La fórmula (19), obtenida en el punto 
anterior, resuelve, en el espacio (x, y. z), la ecuación homogénea 
de las oscilaciones con condiciones iniciales que son, en general, 
funciones arbitrarias de las variables x, y y z. Si las funciones 
iniciales p y sp» no dopenden de z, entonces, evidentemente, la 
función u, dada por la fórmula (19), tampoco dependerá de la 
variable z. Por consiguiente, esta función satisfará a la ecuación 


1 
Uxx + Uyy ad 


y a las condiciones iniciales 
u (2, y, 0) = q (z, Y)» 
uy (2, Y, 0) = 1p (x, y). 
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Fig. 72 


De oste modo, la fórmula que da la solución del problema 
tridimensional pormite también resolver el probloma en el plano. 

En la fórmula (19), la integración se efectúa en Ja esfera Sa 
J¿n virtud de la independencia do las condiciones iniciales de z, 
la integración por la semiesfera smperior se puede sustituir por 
la integración en el círculo 3%. que se obtiene al cortar la esfera 
Sé con el plano (z, y) (fig. 72). El elemento de superficie dS 
está relacionado con cl elemento del plano da por la fórmula 


do == dS cos y, 
donde 


al at 


Lo mismo tiene lugar en la integración por la semiesfera infe- 
rior: por lo tanto. la integral por el círculo debe tomarse dos 
veces. 

Como resultado, se obticne la fórmula 


110 e (6, n) dé du 
u(M, Y) =u(1, y, Í = [2 AAA + 
ca le EN PT ENEE Jr 
+5 - PEA ell (25) 
15 V(atyY —(2— EY — (y —m) 


en la cual la integración se efectúa por el interior del círculo de 
radio at con ceniro en el puuto (z, y). 

Análogamente, si las funciones iniciales y y » dependen sólo 
de la variable x, la fórmula (19) permite hallar la función u (z, £), 
que es solución de la ecuación 

1 


Uxx — Un =0 
a 
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con las condiciones iniciales 
u (2, 0) = q (2), 
us (x, 0) = y (2). 
Para esto, introduzcamos un sistema de coordenadas esféricas, 


tomando el oje x como eje polar. El elemento de superficie dS 
se expresará por la siguiente igualdad: 


dS = r? sen 0 de dp = — r de ai, 
puesto que 
E=zx+rc0s08, dE = — r sen 0 d6. 


Integrando en la fórmula de Poisson (15) con respecto a «q, se 
obticne: 


x+tot 
n (z, 1 a 27 aro). 


Derivando la primera integral con respecto a tf, se obtiene la 
fórmula de D'Alembert. 


e x+tat 
A AL EA =. f vids, (26) 


que ya encontramos cn el capítulo 1J, $ 2. 

Las ecuaciones de las oscilaciones con tres, dos y un argu- 
mentos espaciales, se llaman comúnmente ccuaciones de ondas 
esféricas, cilíndricas y planas respectivamente. Esta terminología 
corresponde totalmente al método aplicado más arriba, llamado 
método del descenso, por cuanto al resulver la ecuación de las 
oscilaciones en el plano y en la recta se partió del problema en 
el espacio, como gi «descendiéramos» a un número menor de 
variables. Las soluciones obtenidas para dos y una variable tienen 
el carácter de ondas cilíndricas y planas. 

El método del descenso se aplica no sólo a la ecuación de 
las oscilaciones, sino también a otros tipos de ecuaciones, y permite 
en muchos casos obtener, partiendo de la fórmula que determina 
la solución de la ecuación para varias variables, la solución del 
problema para una ecuación con menor número de variables inde- 
pendientos. 


u(x, h= 


5. Interpretación física. Las fórmulas (19) y (25) permiten 
esclarecer la interpretación física de la propagación de las ondas 
esféricas y cilíndricas. Comencemos por el caso de tres variables. 
para el cual el carácter físico del proceso de propagación se dife- 
rencia esencialmente, como veremos, del caso de dos variables 
espaciales. 
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Fig. 73 


Nos limitaremos al estudio de la propagación de una pertur- 
bación local, cuando el estado inicial (las funciones p > 0 y 
1p > 0) es diferente de cero sólo en cierta región ucotada To. 
Considoremos primeramente el cambio de estado u (My, t) en el 
punto Mo, que se encuentra fuera de la región T, (fig. 73). El 
estado u en el punto Mp en el momento de tiempo £, se determina, 
en virtud de (19), por el estado inicial en los puntos que se encuen- 
tran en la esfera Si" de radio at con centro en Mo. La función 


u (Mo, t) es diferente de cero sólo en el caso en que la esfera sep 
intersecte la región de los valores iniciales Ty. Sean d y D las 
distancias del punto Mo a los puntos más proximo y más alejado 
de la región To (fig. 73). Es evidente que si £ es suficientemente 


pequeño (*< ty = a , la esfera sis no se intersecta con la región 


To, y las integrales de suporficie en la fórmula (19) son iguales 
a cero: la perturbación aún no ha llegado al punto “Vo. A partir 


del momento t; = —hostla el momento lt» rá, la esfora SHO 


(t, < t< t2) cortará a la región To; las integrales de superficie 
en la fórmula (19) serán, en general, distintas de ccro: el punto 
Mo se ha perturbado. Al seguir aumentando t, la estera Si 
contendrá a la región 7, dentro de sí, y las integrales de superficie 
serán nulas: la perturbación pasó de largo por el punto M,. De 
esta manera, cuando se propaga una perturbación local en el 
espacio tridimensional, no tiene lugar el fenómeno de acción 
con retardo. 

Considerermos ahora el cuadro espacial instantáneo de la per- 
turbación u (MM, to) en cierto momento to. Los puntos M, que 
se hallan en estado de perturbación, se caracterizan por que las 
esferas SM, intersoctan la región de las perturbaciones iniciales 
To. En otras palabras, esto significa que el Ingar geométrico 
de los puntos W en los cuales la perturbación es diferente de 
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Fig. 74 


cero, está formado por Jos puntos M que se hallan en las esferas 
Sí de radio at¿ con centro en los puntos /” de región Ty. Las envol- 
ventos de la familia do esferas S3,, serán las fronteras de la región 
Y. La envolvente exterior se llama frente delantero, la interior, 
frente Lrasero de la onda. En la fig. 74 se representan los frentes 
delantero y trasero de la onda (1 y 2) para el cazo en que la región 
Toy es una esfora de radio Ao. 

De este modo, la perturbación inicial localizada en el espacio 
causa, en cada punto M, del espacio, una acción localizada en el 
tiompo; aquí tiene lugar la propagación de una onda «de frentes 
delantero y trasero marcados (principio de Huygens). 

Pasemos al caso de dos variahles. Supongamos que la perlur- 
bación inicial está dada en la región S, del plano (x, y). Analice- 
mos el cambio de estado u (1f,, t) en el punto Mo, que se halla 
Suera de S,. El ostado u (Mo, £) en cl punto 54M, en el momento £ 
se determina, de acuerdo con (25), por los valores iniciales en 
los puntos / que pertenecen al círculo Ea/? de radio ato, con cen- 


tro en Mo. Para los mumentos de tiempo t< t, -= - (d es la distan- 


cia de Mo al punto más próximo de la región Sy), la función 
ea u (Mo, t) = 0: la perturbación aún no llegó hasta el punto 
Mo. Si t>t¡, entonces u (Mo, 1) 40. Esto significa que, a 
partir del momento t = £,, en el punto M7, surge una perturbación, 
la cual crece, en general, al principio y Juego, a partir de cierto 
momento. disminuye gradualmente hasta cero (cuando i-» 00). 
La diferencia entre el caso plano y el espacial consiste, precisa- 
mente, en este fenómeno de aución con retardo. La influencia de 
las perturbaciones iniciales, localizadas en el plano, no están 
localizadas en el tiempo y se caracterizan por una acción conh 
retardo que continúa durante mucho tiempo. El principio de 
Huygens no tiene lugar. 
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El cuadro instantáneo de las perturbaciones en el plano tiene 
un frente delantero marcado, pero no posee fronte trasero. El 
problema pará dos dimensiones se puede considerar como un pro- 
blema espacial, en el cual las perturbaciones iniciales están 
dadas en un cilindro infinito y no dependen de la tercera coorde- 
nada. Aplicando este esquema, es fácil explicarse el proceso 
de acción con retardo. 


6. Método de la reflexión. El problema con condiciones ini- 
ciales para la ecuación de las oscilaciones, en el caso de regiones 
limitadas por planos, puede ser resuelto por el método de las 
imágenes. 

Consideromos el problema para el xemiespacio z >> Ú: 

ballar Ja solución de la ecuación de las oscilaciones 


1 
At = — Un, 
a 


que satisfaga a las condiciones iniciales 


u (zx, Y, 2, 0=p (z, Y, 2), j laz 0) 
Y (u, y, 2, 0) =P (2, Y, 2) | 

y a la coudición de frontera 
u (a = O, 0 bion ple 
| Óz 


=0. 


TO 


La solución de este problema se da por la fórmula (19), si se 
continúan las condiciones juiciales, en forma impar con respecto 
a z, a todo el ospacio (para ul:=o = (0): 


Q (x, y, 2) = — (z, Y, — z); Y (z, Y, z) = — (e, Y, — 2), 
o en forma pur (para en = o) : 

E: 1) 
PAZ. Y, 2) = QT, Y, — 2): Y Ax. y, 2) =0 (2, y. — 2). 


dz 
Verifiquemos que cuando las funciones q y y se continúan on 
forma impar con respocto a la variable z, la condición u |,=p = O 
se cample automáticamente. En efecto, 


u(P, t) =u(x, y, O, t) = 
= IZ A ena 134] o. 


4na SA at al 
Si 


puesto que las integrales de superficie sobre osleras con centro en 
los puntos del plano 2=0 son nulas para funciones impares (q y Y. 
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Anúlogamente se puede resolver el problema para la capa 
plana 0 < z < ! con condiciones de Írontera do primera y segunda 
especie: 

u=0 para z=0 y 2=1, 
o bien 


By 
02 


y con las condiciones iniciales correspondientes. 

La fórmula (19) da directamente la solución del problema, 
si las condiciones iniciales se continúan en forma impar (o par) 
con respecto a los planos z = 0 y z =1. Las funciones iniciales 
4 y y, delerminadas de esta mauera, serán periódicas, con período: 
21, con respecto a la variable z (cfr. cap. 11, $ 2, p. 7). 

Si las funciones iniciales p y y son funciones locales en la capa 
0 <z=< l, diforentes de cero en la región To, las funciones con- 
tinuadas serán distintas de cero en una serie de regiones 7, 
que se obtienen de Ty mediante imágenes especulares. La fun- 
ción u(M, t), para todo M y t, se representa en forma de la 
suma de un número finito de sumandos, que se determinan pur 
las perturbaciones en 7, (cfr. con el capítulo Tí, $ 2, p. 7). El 
significado físico de esto consiste en que en un intervalo finito 
de tiempo tiene lugar un número finito de reflexiones on las 
paredes z = O y z = 1. Análogamente se puede resolver el proble- 
ma para el paralelepípedo. 


=0 para 32=0 y 3=] 


$ 2. FORMULA INTEGRAL 


1. Deducción de la fórmula integral. Al resolver la ecuación 
«de las oscilaciones de la cuerda 
1 
Uxx — ya un = — f 
por el método de la propagación de las ondas, utilizamos amplia- 
mente el concepto de ángulo característico. Al pasar a la resolu 
-ción do la ecuación de las oscilaciones en el plano o en el espacio. 


iaa 0) 
a 


consideraremos la superficie 
1 
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Fig. 76 


y Cas0 ne 


llamada cono caracleristico para el punto Mo y el momento fo. 
El conjunto de puntos del espacio «de fases» (M, t) a los cuales 
llega la señal que se propaga con velocidad a y que sale del punto 
Mo en el momento to, se determina por la ecuación 


| 
q mm = t—í (¿> £p) 


y es la hoja superior del cono característico del punto My. Aná- 
logamente, la señal que sale del punto M en el momento £, llega 
al punto My en cl momento to, si 


1 
mm = to —! (t< to). 


El higar geométrico da estos puntos (M7, t) forma la hoja infe- 
rior del cono característico (fig. 75). 

Para determinar la función u (M, t) en cl punto (Mo, to), 
quo sea la solución de la ecuación (1), introduzcamos, en lugar del 
tiempo t, el tiempo local t* del punto Mo, haciendo 


A 


a 


y dojando invariantes las coordenadas geométricas. Utilizando 
él sistema de coordenadas esféricas (7, O, q), ligado al punto Mo, 
se obtiene el nuevo sistema de variables 


r=r, Y=0, pp =q = (1-2). 
Establezcamos la ecuación a la cual salisface la función 


u(r, O, Pp, t) — (rr, e”, po, £ + tp — z) > O (r*, e”, p”, 1”). 


30—1043 
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El operador de Laplace en el sistema de courdenadas esféricas 
tiene la forma 


Cu 2 du 1 A a, 4 Pu 
Au= E A A E EI 
gr? ES r dr Y Tn 006 0 rrsentg dq* 


Expresemos las derivadas de la función + mediante las de la 
nueva función U: 


Un = O. + - ¿En 
2 1 
Up = Oo o +- En ¿A + e O ejes 


Ue = Ugo; Uso = Ugegn» 


$ 


Uy = Us: Up = Ur 


uy =U,; n=U,j00. 


La ocuación (1) se transforma en 
2 re) > * + “ 
AU = a a MU q) A F (r , 0 .G, e, (2) 


donde 
F (r*, 0%, q, tt) =f (r, 0. q, 2). 


Supongamos que el punto Moa (to, Ya. Zo) pertenece a cicrto 
cuerpo 7, delimitado por la superficie S. Considerando a (2) 
como una ecuación no homogéuea de Laplace, en la cual t* hace 
las veces de parámetro, apliquemos la fórmula fundamental de 
Green (capítulo IV). Aplicándola a la región T y haciendo :* = (. 
se obticne!): 


e 
+ Ar a 55 Ear 


1) En virtud de la convención, tomada en el capítulo IV, los signos 
en la fórmula corresponden a la normal exterior. 
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El punto Mo cs un punto singular dol sistema esférico de coorde-. 
nadas. Por esto, las integrales de volumen se consideran como 
los límites, cuando e —> U, de las integrales respectivas, tomadas 
por el volumen 7 — 7... donde 7, es una esfera de radio e con 
centro en el de Mo. Transformemos la integral de volumen: 


11 ar” or? Sr q) 
rara 


Integrando con respecto a la Pa r*, se obtiene: 


2 9U 2 o0U 
l,= e E eS ds — MS e 


puesto qué 
NN 
dS, = ds cos (an, r*) = r*? sen 0* ¿0* dy*. 


El segundo sumando en f/, tiendo a cero cuando e —> (, puesto 
que el área de la superficie S¿ es igual a 4sme?. De esta nancra, 
el límite de 7, cuando « —>- O) es igual a 


NS A) a =152 2 9U dr e as» 


ar ¿e de 


ar** ay* 
puesto que 

ES dr* 
cos (a, r*) = — 
dn ' 


lo cual nos da: 
4nU (Mo, 0) == 


100 ,o0(4 0 dE) F 
4 o) ót” dn as +11) r* di 


Volvamos a las variables iniciales y a la función u: 


r 
u(M, t=U(M, (*) ("+0 20), 
a 
33 En esta transformación hemos utilizado cl hecho que dr = (r*)d9Q dr, 


integrado con respecto a r* y cambiado luego ¿Q = > 


309 
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de modo que 
DT (Mo, O = u (Mo. lo), 


así Como también 


Ou 9U lg. dr 

dn * ón + a d* dn" 
Como resultado, se obliene para la función u (My, to) la siguiente 
Jórmula integral: 


1 ió of 1 | 0u | dr 
ol) Des 
4 (Mo. lo) 4 34 r l19n [re] onY r + arl 0t ] dn dé 


qn 


An 


Ds a 
E 

Mamada comúnmente fórmula de Kirchhoff*). Aquí los corchetes 

indican que el valor de la función debe tomarse para t* = 0, es 


decir, para t== ty — pS , de modo que [fi = ¡(m, tE) z 


2. Corolarios de la fórmula integral. La fórmula (3) encuentra 
su aplicación en la resolución de muchos problemas. Como primer 
ejemplo, consideremos el problema con condiciones iniciales: 

hallar la solución de la ecuación de las oscilaciones 


du Lu =0 
a 


en Cl espacio infinito, si se dan las condiciones iniciales 
Uli=o=P(-. Y, 2), 
u; lr=n = y (z, Y, 2). 
La hoja inferior del «cono» característico r = a (tg — t) del pun- 
to (Mo, to) se intersecta con la variedad t=0 según la esfera 
si (r = aty)) de; radio ato con centro en el punto Mo. Aplique- 
mos la fórmula (3), haciendo S = SMA. Para cualquier función 
v (M, 1), los valores de lv] en la esfora Si? tienen la forma 


= 
[v] = o( az, to tex) v(M, 0), puesto que Fra, = Cto. 


3) La fórmula de Kirchhoff fun generalizada por S. L. Sóholev para las 
ecuaciones de tipo hiperbólico con número par de variables. Mediantu esta 
fórmula de Kirchhoff!—Sóbolev, se pueda escribir la solución del probloma 
con COnCIcIOneS iniciales para dicha ecuación (G. L. Sóbolev, DAN URSS: 

). 
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Por esto, si el punto A7 se halla en la esfera So entonces 


[1], = «(M, 0) =p (10, 


|. = a, 0 =w(A0, 

ot ]s 

[2] = ar, <= 2 0, 
n Is 


Continuando, 
da _10% 2 (1) A 
12 2] 17 6 )- r or er r nO 


a esta a en (3), se halla. 


u(M.,, to) = Ll E EN) -p 2) d$ = 


Sat 


An El2 20 Aa da a -S e el. 


de donde, omitiendo los subíndices Ó do Mo y ña se obliene la 
fórmula de Poisson 


uary= 1 [2 pas e a] tro 09) (4) 


M Pyqp M Pxrxp 
Sat 


(véase (19), $ 1). 

Como segundo ejemplo, consideremos ahora la resolución 
de la ecuación ondulatoria no homogénea con condiciones inicia- 
les nulas. Tomando, como antes, S = S¿2, se comprueba que la 
integral de superficie en (3) se anula, como resultado de lo cual 
se obticne: 


U (Mo. to) = E gt We, (5) 
To :S 


donde Tar es una esfera de radio a£¿ con centro en Mo. Analicemos 
con más detalle el caso en que el segunda miembro es una fun- 
ción periódica del tiempo: 


HM, )=f (Me, 
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donde u es la frecuencia dada de las oscilaciones. De (5) se halla: 


ete 


dTar (42, r="Fm 5.) (6) 
P a 


Bon toto L 
U (Mor tp. 09 ) da fo(M) 


Sea fo (17) una [unción local, es decir, una función diferente 
de cero sólo dentro de cierta región 7'. Si My se halla fuera de la 
región T y la distancia de 14, al punto más próximo de la región 
7 es igual a d, la integral por Tar, €s igual a cero para t<. 


Para estos valores, la perturbación no alcanza a llegar hasta el 
punto Mo. Si la distancia de “Mo al punto más alejado de la región 


T es igual a D, para los momentos ly >2 ,la integral del segundo 


miembro es constante y se reduce a la integral tomada sobre 

toda la región 7. De esta forma, en cualquier punto M4, a partir 
D B eii dla 

del ¡momento to= > tiene» Jugar oscilaciones periódicas de 

amplitud 


-¿k 
í EA 


1 e 
AM) = 2 VÍ 110 demo (7) 
de modo que 
u (Mo, ta) = Y (AZo) pets 
La sustitución directa de la expresión (6) para uf para ty, > 2 


en la ecuación de las oscilaciones, domuestra que la función 
v (M) debe satisfacer a la ecuación 


Av + kv= — fo(M) (.>2), (8) 


que llamaremos en lo sucesivo ecuación ondulatoria (véase el 
capítulo VII). Esta se llama también frecuentemente ecuación 
de Helmholtz. 

Consideremos la fórmula (3) para el caso de las oscilaciones 
permanentes, cuando 


u2(M, )=v(1De'”", 


donde v(1) cas la amplitud de las oscilaciones, que satistáre 
a la ecuación ordulaloria (3). 
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En oste caso, tendremos: 


[12] =u (7 ¡ tac) = v(M) gan: 
a 


[22] 22 io 
ón ón 


1 | du |] ó : t(at—Ar) 
— | — | = ikvo (4 ' 
a | ot Acs 


[I=1AM ar, 


Sustituyondo estas expresiones en la fórmula (3), se obtiene la 
fórmula integral para la ecuación ondulatoria (8): 


—ikr y : ihr 
om E A E )| dS y + 


r da ón r 


—ihr 
+ =- Ñ $ fo an dy r="xmm) (9) 


que Lambién se llama con frecuencia fórmula de Kirchhoff. 

Para k=0 (u = 0, caso estático), la fórmula (9) se trans- 
forma en la fórmula fundamental de Green (cap. IV, $ 2) para 
la ecuación no homogénea de Laplace. 
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1. Esquema general del método de separación de las variables. 
Ondas estacionarias. 1! problema sobre las oscilaciones do volú- 
menes acotados consiste en Jo siguiente: 

hallar la solución de la ccuación 


div (k grad u) — q (M) u = p (M) un, k>0.q2>0, (1) 


donde 
] o (, du 0 óu 0 47 
div (% grad u) == Ela a) + dy (s 02) 4- 2 (a 2) S 


M = M (2, y, 2), dentro de cierto volumen 7, limitado por la super- 
ficie cerrada E, que satisfaga a las condiciones complementarias 


U (M, 0) =p (M1). Yue (M, 0) = y (41) (2) 
en T+É, 
u ly = 0 para (> 0. (3) 


472 CAP. V. PROPAGACIÓN DE LAS ONDAS EN K£L ESPACIO 


En el caso de un medio homogéneo (k = const, p = const), 
para g = O la ecuación (1) toma la forma 


Au <= E (+ = £) . 
a p 
Problemas de este tipo se encuentran en el estudio del proceso 
de las oscilaciones de una membrana (caso de dos variables geo- 
mótricas independicntes), de las oscilaciones acústicas de un 
gas, de los procesos electromaguéticos en medios dieléctricos. 
Una importancia fundamental tiene los problemas relacionados 
con la generación do las oscilaciones electromagnéticas en reso- 
uadores cerrados huecos (endovibradores, clistrones, magne- 
trones, etc.). 
Obsérvese que la homogeneidad de la condición de frontera 
(3) no va en detrimento de la gencralidad. En efecto, el caso 


u lg = y (35 


donde up es una función arbitraria del punto P de la superficie 
S y del tiempo t, se reduce fácilmente al caso de una condición 
de frontera homogénea por el método expuesto en el $ 3 del 
capítulo Il para una variable, y que consiste en que so estudia 
la desviación con respecto a una función dada. Análogamente 
se plantean los problemas de contorno segundo y tercero. 

Buscaremos la solución u (4%, t ) de la ecuación homogénea 
(1) con las condiciones (2) y (3) por el método de separación de. 
las variablos. En lo sucesivo, nos limitarenmos a exponer el 
esquema formal de la resolución. Con este fin, consideremos 
el problema auxiliar fundamental (cfr. $ 3, cap. Jl): 

hallar la solución no trivial de la ecuación homogénea 


div (k grad u)— qu =pu¿¿ en T, 27>0 (k>0, p>0, g > 0), (1*) 
que satisfaga a la condición de frontera homogénea 


ul =0 (3) 
y que se represente en forma del producio 
u(M, t) = v(M) 7 (£). (4) 


Sustituyendo esta forma (4) de la solución en (1) y separando, 
como de costumbre, las variables, se obticnen las siguientes 
ecuaciones para las funciones v (M) y T (t): 


div(kgradu) —qu+4Apv=0, vr 0; j (5) 
vlz= 0; 
T" +4AT =0. (6) 
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Para v (M), se obtieno el problema de determinación de los 
valores propios (problema de Sturm-Liouville): 

hallar los valores del parámetro A, para los cuales existen 
solueiones no triviales del problema: 


div (k grad u) — qv+Apv=0 | 
(k>0, q>0, p>0), | (5) 
Uv l: =0, 


así como también hallar estas soluciones. Estos valores del pará- 
metro A se llaman valores propivs, y las soluciones no triviales 
correspondientes, funciones propias del problema (5). 

Detengámosnos con más detalle en este problema, que es 
análogo al problema fundamontal del $ 3 del capítulo II. En 
nuestro caso, la ecuación para las funciones propias es una ecua- 
ción en derivadas parciales, a consecuencia de lo cual es dificil 
pretender obtencr la roprosentación explicita de las funciones 
propias para una región arbitraria 7. En lo sucesivo (puntos 2 y 3) 
se estudiarán ejemplos de regiones 7, para las cuales es posible 
la representación explícita, aunque exige la introducción de una 
nueva clase de funciones especiales. Aquí analizaremos las pro- 
piedades generales de las funciones y valores propios y daremos 
el esquema formal del método de separación de las variables. 
Enumeremos dichas propiedades. 

1. Existe un conjunto numerable de valores propios, A, < 
LXtito<X... <A <..., a los cuales Jes corresponden las 
funciones propias 


Dr (TI, Y, 2), Ua (TZ, Y, 2), .. -. Uníx, Y, 2), -.- 


Los valores propios 4, crecen indefinidamente al aumentar 
el número n; A, — oo para n — 00. 
2. Para q >0, todos dos valores propios A son positivos: 


A, > 0. 


3. Las funciones propias (+,) son ortogonales dos a dos, con 
densidad p (zx, y, 2), en la región 7 


MN Om (M) vn (M)p(M) dr, =0 (mam), (7) 
M = Mr, y, 2), de,, = dz dy dz. 


4. Teorema del desarrollo. Una función arbitraria F (4), con 
derivada segunda continua y que satisfaga a la condición de frontera 


F=0 um 2, 
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se desarrolía en serle por las funcioues (t,, (A1)) convergente en forma 
absoluta y uniforme: 


DO 

F (M) el 2 Pata (MM, 
Ja ae 

siendo /", los cocficientes del desarrollo. 

La demostración de las propiedades 1 y 4 se basa comunmente 
en la leoría do las ecuaciones integrales, Pasemos a delmostrac 
las propiedades 2 y 3, que no exigen la aplicación de un aparato 
malemático especial. Demostremos la ortogonalidad de las fun- 
cionos propias (v,) (propiedad 3). Sean 0, (M) y vm (M) dos 
funciones propias, que corresponden a los valores propios 4,, y Am: 


dÉN. 9%) “"9yX 0, gaN dz 

4) dv 0 O0v 19) dv 

e po) 2 (420) 2( Que) Va + A1P0, =0, 
Al dx LE Oy 1 : dz eS 


siendo, además, Um =UÚ yv, = 0 en S, Multiplicando la primera 
ecuación por v, (M) y restándole la segunda, multiplicada por 
Um (MM), se halla: 


y" 
( m a) $ 55 Un Um P dt = O. 


De aquí se obtiene, después de efectuar transformaciones análo- 
gas a las que se utilizan al dedneir la segunda fórmula de Green?): 


$5 (on 2 ) do + (rm — 2) $9] vnonp de =0. 


En virtud de las condiciones de frontera v,, = 0 y v, =0 en 2, 
será 


00, 
Ov 


ES Umie 


(Am — An) $ yS OmUnp dt = 0, 


de donde se deduce que, para Am 3 An, 
[S5omenpdi=0 (maten), 


1) En esta fórmula figuran lag derivudas normules de las funcionos 
penplas en la suporfície E. La fuudamontuvión de esta lórmula para las super: 
icica de Liapunov se da on el líbro de Y. 1, Smirnov «Curso de Muteméticas 
Supertores», t. IV, ed. Fizmatguiz, 1958. 
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es decir, las funciones propias que corresponden a valores propios 
diferentes son ortogonales, con densidad p (M4). 

Al estudiar un problema de contorno análogo para una varia- 
ble independiente: 


X"+49X = 
X (0) =0, 
X () = 


se demostró que a cada valor propio Je corresponde una sola 
función propia normalizada. Para dos y tres variables indepen- 
dientes esto no tiene lugar. Como so aprecia en los ejemplos de las 
funciones propias del rectángulo y el círculo, estudiados más 
abajo (puntos 2 y 3). n mm mismo valor propio le pueden corres- 
ponder varias funciones propias. Sin embargo, a cada valor 
propio, como se deduce de la teoría de las ecuaciones integrales, 
lo puede corresponder sólo un número finito de funciones pro- 
pias linealmente independientes. Supongamos que a ciorlo valor 
An le corresponde el sistema de funcioues linealmente indepen- 
dientes y9P, VPY” ..,, e, Jís evidente que cualquier combi- 
nación lineal de estas funciones 


m 
- (1) 
Pp = 2 A¿U, 
| 


es también función propia para el mismo valor propio A,. Utili- 
zando cl conocido método de ortogonalización!), se pueden obtener 
las funciones DP. ..., Y, que son combinaciones lineales 
de las funciones iniciales y son ortogonales entre sí. Te este modo, 
si las funciones propias que corresponden a cierto A, no son 
ortogonales entre sí, se las pueda ortogonalizar y obtener un 
nuevo sistema de funciones propias, ya ortogonales, que corres- 
pondan al mismo A,. 

El conjunto de estos sistemas de funciones propias para dislin- 


tos A, forma el sistema ortogonal de funciones propias del pro- 
blema de contorno considerado: 


div (k grad vt) — qu + Apu = 0, 
r=0en 2. 


El número 


llo, Il = 545 Lp dr]? 


1) Véase, por ejemplo, V. 1. Smirnov, «Curso de Matemáticas Superiores», 
t. IV. cd. Fizmatguiz, 1958. 
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se llama norma de la función propia. Multiplicando cada función 


Un por , se Obliene un sistema de funciones propias norma- 


4 
EN 
lizadas. 

Para demosirar que los valores propios son positivos (propio- 
dad 2), es suficiente aplicar la primera fórmula de Green: 


SUS (e grad vi dr 
? 
=— 343 0, div (% grad v,) dr + Ñ vale do == 


=-— SF goz du + An (55 vto dr. 
T 


T 
De aquí se aprecia que, para q ;> O, los valores propios A, son 
positivos. 
En lo sucesivo, utilizaremos el leorema del desarrollo (pro- 
piedad 4), refirióndonos para su demostración a la sección corres- 
pondiente de la teoría de las ecuaciones integrales. Sea 


F(M) = 2 Fa », (M). 


De aquí se hallan los coeficientes del desarrollo por cl mélodo 
habitual, aplicando la condición de orlosonalidad (7): 


SÍ 49D) o, (30 par 
PE = ———_ 5 AAAáÁ 
143 VA p dí 


Volvamos ahora a la ccuación en derivadas parciales. La solu- 
ción de la ecuación 


(8) 


TA +41.7,=0 

es de la forma 

Pa (1) = An 008 YV An t + B, sen YAn £, 
de modo que la solución de nuestro problema auxiliar fundamen- 
tal será el producto 
Un (M, t) =T, (0) vn (M) = (A, cos Y/An 1 + B, sen YA £) 0, (M). 
La solución general del problema inicial eon condiciones inicia 
les es natural buscarla en forma de la suma 


u(M, )= 2 Un(M, t= 


3% z (A, cos Y%, t + B, sen YAn £) 0, (M1). (9) 
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Al satisfacer las condiciones (2): 


u(M, 0) = UM= > ÁnUn (mn, 


u(M, 0) =p (M) = 2 Bn V An Un (M) 
se halla, aplicando el teorema 4 del desarrollo: 


A, AP B, V An = Ya. 


donde €, y Y, son los coeficientes de Fourier de las funciones. 
P (M) y y (M1) en su desarrollo por el sistema de funciones v, (M), 
ortogonal con densidad p (Af). Con esto queda terminada la cons- 
trucción formal de la solución del problema inicial. 

La interpretación física dle la solución obienida es totalmente 
análoga al caso do una variable. Las soluciones particulares 


Un (M. t)= (A, cos YA £ + By sen Y/An £)0n (M) 


son ondas estacionarias, que pueden existir dentro del volumen 
acotado T. 

Los «perfiles» de las ondas estacionarias, determinadas por 
las funciones e, (MM), se diferencian, para distintos momentos de 
tiempo, solamente en un factor do proporcionalidad. Las líncas 
o enperficies (para el caso rlo dos o Lres variables respectivamente), 
a lo largo de las cuales os t,, (1M) = 0, se llaman líneas nodales 
(superficies nodales) de la onda estacionaria y, (14). Los puntos 
en los cuales +, (47) alcanza máximos o mínimos relalivos, se 
llaman vlentres de esta onda estacionaria!). La solución general 
se representa en forma de suma infinita de lales ondas estaciona- 
rias. la posibilidad de representar la solución general en forma 
de suma de términos de este tipo significa, precisamento, la posi- 
bilidad de representar una oscilación arbitraria en forma de 
superposición de ondas cstacionarins?). 

De esta manera, el problema de las oscilaciones de membranas 
o de volúmenes se reduce, de hecho, a hallar las funciones propias 
correspondientes. En los puntos 2 y 3 estudiaremos las oscilucio- 
nos de las membranas rectangular y redonda, dedicando la aten- 


1) Sí se generan tas oscilaciones en una mombrana cubierta de arena, 
esta pasará e los vientros a los líncas nodales, formando las Jlumadas 
figuras de Chladni, que reproducen las líneas nodales de las (unciones propias. 

2) A la fundamentación del método de separación, para el caso de 
varias varimblos, se dedica el trahaja de O. A. Ladiyenskaia (DAN L.IRSS, 
t. 85, M 3 (1952)) y el de V. A. Mín «Sobre la resolución de los problemas 
mixtos para las ecuaciones hiperhíticas y parabálicas, UNMN, t. 45, fase. 2 (1080). 
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ción principalmente a la deterininación de las funciuues propias. 
Como ya se indicó más arriba, la determinación de las funciones 
propias en forma analítica explicita es muy compleja para regiones 
de forma más complicada. En el caso de regiones arbitrarias, 
para hallar las funciones propias se pueden aplicar métodos apro- 
ximados. Existen distintos mótodos aproximados, basados en la 
aplicación de ecuaciones integralos, de principios variacionales 
y de difereucias finitas. 


2. Oscilaciones de una membrana rectangular. El proceso de 
las oscilaciones de una membrana homogénea plana, como fue 
demostrado en el capítulo TT, $ 1, se describe por la ecuación 
de las oscilaciones 


Uy = atAu, (10) 


Supongamos que en el plano (z, y) se halla una membrana 
rectangular de lados b, y bo, fija en sus extremos, y perturbada 
mediante una desviación y una velocidad iniciales. Para hallas 
la función u (e. y, t) que caracterica la desviación de la membrana 
de sn posición de equilibrio, debemos resolver la ecuación de las 
oscilaciones 


Pu (E da) Ñ 
a pibe aq Epi 10 
Ta > dx ay? qn 
con las condiciones iniciales dadas: 
u(x, y, 0) = p (x, y), 
Le dz, y, 0) =p(z, y) aid 
Ot 
y las condiciones do frontera 
u(0, y, t) =0, u(0,, y, 1) =0, (12) 
u(x, 0, t) =0, u(z, bz, 1) =0. (13) 


Buscaremos. como de costumbre, la solución por el método de 
separación de las variables, haciendo 


u (2, y, t) = vz, y) T (t). (14) 


Sustituyendo (14) en (10) y separando las variables, se obtiene, 
para la función 7 (1), la ccuación 


T" + aAT =0, (15) 
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y para la función v(x, y), el siguiente problema de contorno: 


Dex Hb Uyy +Aw=0; ) 
v(0, y) =0, v(b,. y) =0; (16) 
V(r, 0) =0, v(z, ba) =0. 


De coste modo, el propio problema para hallar los valores propios 
consiste en la resolución de una ecuación homogénea en derivadas 
parciales con condiciones de frontera homogéneas. Estc problema 
también lo resolveremos por el método de separación de las 
variables, haciendo 


v(x, y) = X (2) Y (y). 


Isftectuando la separación de las variables, se obtienen los 
siguientes problemas unidimensionales de valores propios: 


X"+vXx=0, 

X (0) =0, X (b,) =0; ) (17) 
y + uY = O, 

Y (0) =0, Y (b,) = 0, 09) 


donde v y p son constantes de la separación de las variables, liga- 
das por la relación y + v=4A. Las condiciones do frontera para 
X (1) e Y (y) se desprenden de las coudiciones respectivas para la 
función v. Por ejemplo. de 


v (0, y) = X (0) Y (y) =0, 
se sigue X (0) =0, puesto que Y (y) > 0 (se buscan las solu- 
ciones no triviales). 
Al ostudiar las oscilaciones de una cuerda, ya nos encuntramos 


con Ja resolución de problemas semejantes a (17) y (18). Las solu- 
ciones de las ecuaciones (17) y (13) tienen la forma 


nr : md 
X a (1) = sen — 2, Y = son — y; 
n (2) », , (y) y 
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les corresponden, de este modo, las funciones propias 


ni mx 
Pa, m= An, m SON —— Y SON — Y, 
b, ba 
donde 4,, mes cierto factor constante. Escojámoslo de modo que 
la norma dela función 1,,, m, con densidad 1,soa igual a la unidad: 
) f Dn, im de dy == A $ sen? — z dy j sen* 
0 0 mn 0 


nai 
— y dy = 1. 
ba y 


De aquí se obtiene que 
A V É 
n, mm — bibr 


fa ortogonalidad de las funciones (v,,,,) €s vvidente y no nocesi- 
ta ser demostrada. Por lo tanto, las funciones 


En, sa (2, Y) = V E sen 2 asen — y (19) 
1 


b, be 


forman un sistema ortonormal de funciones propias de la membra- 
na rectangular. 

El número de funciones propias que pertenecen a A,, y” (mul- 
tiplicidad de A,, m) depende de la cantidad de soluciones enteras 
n y m de la ecuación 


2 2 
(5) + (==) => A mo. 
b; Do ú 


El sistema hallado do funciones propias Un, ,n es tal que cual- 
quier Iunción PF (x, y), dorivable continuamente dos veces y que 
sntistaga a la condición de frontera, puede ser desarrollada en 
seria que converge en forma absnluta y uniforme, porlas funcio- 
nes Un, m- Esta afirmación se puede fundamentar aplicando la 
teoría de las series múltiples de Fourier. 

Demostremos que el sistema (19) conliene todas las [funciones 
propias de nuestro problema sobre valores propios. Supongamos 
que existe una función propia uy, que pertenece al valor propio 
A+. Como Ja función u, es ortogonal a todas las funciones propias 
que pertenecen a otros valoros de 24, en su desarrollo según el 
sistema (19) quedará sólo un número finito de términos, que 
corresponden a funciones propias que pertenecen al valor propio 
An. m = Ap. Por esto, uy es una combinación lineal sólo de las 
funciones (19) que corresponden a An, » = 20. De este modo, todas 
las funciones propias de la mmembrana rectangular se dan por la 
fórmula (19). 
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¡A 
¡NO 


Y Vs YY, Ug* Pa, 


Fig. 76 


Volvieado al problema original para la ecuación (10), se 
vbserva que las soluciones particulares 


La, m= On,mí(x, Y) (Ba m60s Y/An, m al +B a, m sen Y An, m at) 
son ondas esltaciouarias, cuyo perfil se dotermina por las funcio- 
nes propias Un, m- Los lugares geométricos de los puntos dentro 
del rectángulo, on los ecnales las funciones propias se anulan, se 
llaman líneas nodales. Consideremos, para mayor sencillez, 
un enadrado de lado b (b, -+ b,). Las líneas nodales «de la función 


17) = — sen del T sen cado y 
E b b 


son rectas paralelas a los ejes de coordenadas (fig. 76, a). 

Para valores propios múltiples, la combinación lincal de 
funciones propias será también una función propia. Sus líneas 
uodales pueden tener una forma muy compleja (fig. 76, b). 

La solución buscada de Ja ecuación (10) con las condiciones 
complementarias ue (43) tiene la forma 


00 


ute, y, )]= Y s (Bo, meos VA, mat+B,, msen Vda mat)x 


MES 11 
X Un, m(Z, Y), 
dondo 5, y. se delermina por la fórmula (19), y los coeficientes 


Bm Y Bn, m son iguales a 
Pa ba 


Bum=) et, Y) Un, mí, y) de dy = 
U 


db,» 
= ES ys q (z, y) IÓ 
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3. Oscilaciones de una membrana circular. Al estudiar las 
oscilaciones de una rmombrana circular, es útil pasar a las coorde- 
nadas polares. Entonces, la ecuación do las oscilaciones se cscri- 
birá cn la forma 


1 o (> qu) ló4 41 0% 
—— — —-= —B —=. 20 
Or FEA a: Je E 
l3duscaremos la solución de esta ecuación con las condiciones 
iniciales 
u (r, 0, 0) = Í, (r, 0), (21) 
u¿(r,0, 0) = fa (r, 0) 
y la condición de fronlera 
u (ro, 0, )=0 
(membrana de radio ro fija en eu borde). Igual que en el caso de 


una membrana rectangular, aplicaremos la separación de las 
variables. Haciendo 


ulr, 0, lt) =0 (7, 0) 7 (£), 
se obtiene la ecuación para 7 (1): 
TI" + GT =0, 
T=C,cos VA + Usen Wah t 


y el siguiente problema sobre valores propios para la función 
v (r, 0): 


19 2) iv 

== | r— —r hur=0 (0 

el dr y Ja + A A O | 
|v(0,0)|< o (condición de acotación), 

1 (ro, 0) == 0 (condición de frontera), 


v(r, 0) =v(r,0 + 21) (condición de periodicidad). 


La función v debe ser una función uniforme y derivable del punto, 
como 0 es una coordenada cíclica, para la uniformidad de v se 
debe exigir que se cumpla la condición de periodicidad con perío- 
do 21, es decir, que v (r, 9 + 21) = v (r, 0). 
Hagamos 
p(r, 8) = A (r) 9 (0). 
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Sustituyendo esta forma de la solución en nuestra ecuación y 
dividiendo entre RO, se oblienc: 


al E) 

r>=lr— 

drX dr 4” 
e == 
R + (5) is 


De aquí se obtienen las ecuaciones 
6” 4- 90 = 0; 
9 (0) = 9 (9 + 21); O” (0) = 9” (0 + 210); 
la ( en) ( E) 
— —iP—_— A — —— R == 0, 
r drX dr ñ dd 
Hi (r,y) =0, ¡ER (0) |< oo. 


Las soluciones periódicas no lLriviales para O (0) existen sola- 
mente para p? = n? (n es uu entero) y tienen la forma 
O, (0) = 0), cos nd + Da, sen nb. 


Obsérvese que al valor propio n? le corresponden dos funciones 
propias lincalmente independientes: cos nf y sen »0. 
Para determinar la función R (r), se ticne la ecuación 


ON AA 
a OS sd p desd pe 


con las condiciones de fronbera homogéncas 
R (ro) 0, 1(24) 
LR (0) |< oo. 


De este modo, para hallar la función /i (7) debemos resolver 
el problema sobre los valores propios. 

La segunda condición que se impove a la función R (»), la 
condición de acotación pata r = Ó, está relacionada con cl hecho 
de que r =0 es un punto singular de la ecuación; para dichos 
puntos es suficiente tomar la condición de acotación como condi- 
ción «de frontera (véase cl Complemento 1. [ Parte). 

Introduciendo la nueva varinble 


IT = 14 r 
y denolando 
T 


31” 


484 CAP. V. PROPAGACION DUE 1AS ONDAS EN EL ESPACIO 


se obtiene, para determinar la función y (x), la ecuación de las 
funciones cilíndricas dle n-ésimo orden (véase el Complemento lÍ, 
I Parte) 


dy , 1dy ( 2) 
de? ES zx dz qy? ye 
con las condiciones de frontera complementarias 
ly (0) |< oo. 


La solución general de la ecuación de las funciones cilíndricas 
tiene la forma 


y (2) = d Jn (0) - de, (0), (27) 
donde J, (x) es la función de Bessel, y N,, la de Neumamn, de 


n-ésimo orden (véase el Complemento TL, I Pacte). De la segunda 
condición se deduce que de = 0. La primera condición da: 


yA (yA ra)= O, o bien 7, (u)=0 (28) 
(u= yá ry). 
Si p(P es la raíz m-ésima de la ecuación Y, (1) = U, entonces 
(n) 
da, 9 (15). (29) 
Po 


A. este valor propio le perlenece la función propia 
(n) 
Ra m=y(yYir)=J, (ue,). (30) 
v 
Enunciemos las siguientes propicdades de las funciones propias 
(30) * 


1, Lal funciones propias R (r) que pertenecen a distintos 
valores propios A son ortogonales, con densidad r: 


ÚrRam, (1) Ram, (7) dr = (M) (m, + mg), 


fo (n) na) 
Vr y, (t -) dE (ue -) dr=0. (31) 


0 Fo 


o bien 


1) Véase el Complemento 1T, [ parte, $ 4. 
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2. La norma de estas funciones es igual a 


r (n) 
(1 rá? (ue -) dr= ia (MM (315) 
1) Po 


0) 
lin particular, la norma de ln [unción Jo (Le r) es igual a 
, Fo 


Ea din. (82 


3. Cualquier función f (r), continua en el intervalo (0, ro), 
qnhe tenga derivadas primera y segunda continuas a trozos y que 
satisínga a las condicionos de frontera del problema, se puede 
desarrollar en la serie que converge en forma absoluta y uniforme 


ad (n) 
H0= Y fa ES r). (33) 
mai Fa 
donde los cocficientes del desarrollo se determinan por la fórmula 
ñ pra 
FO S ( -) dr 
E DAS A (34) 


NN Y 
9 n WUra 


Volviendo al problema sobre los valores propios para la 
membrana circular, se obtienen, para el valor propio, 


(ny 2 
An m == (2) s 
Fo 


las dos funciones propias 


(n) E (1) 
On m=3Ya E -) cosrDd, Uan m=JYn (Ue ) sonn8. (35) 
0 


Formando su combinación lineal, se obtiene: 


(n) 

Un, m(r, 0) =JY, ES -) (A, mcosn0 + B, n, sennD). (36) 
Po 

Caleulemos la norma de la función propia Y, m: a la vez, se 

obtendrá la demostración de la ortogonalidad de Jas funciones 

propias, que también se deduce de la teoría general. Para simpli- 
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ficar los cálculos, nos limilarcnos a las (funciones propias €, m 


y al O... mr dr dd = 
Q 


y 


43 ro 
( 
P 


o tn, (n2) 
=) Ta ES ,) Fr, ps -) rdr $ cosryU cos nn) de = 
r 


() para »,>3EN», 


== [L, (1) re para 4 =n¿=n>3el) y m=mz3=m, (37) 


E [5 (um JP 2 para ny = m7 == y M¡=mM2¿=M. 


Para las funciones 


tieuen lugar condiciones análogas. Tia espresión para lt norma 
se puede escribir como Sigue 


5) Uhr do = Le, [Pi GN? (da = r dr d8). (38) 


donde 


2 para n=0, 
= 11 para n=0. 


De la teoría gonéeral se deduce que 

cualquier función continua F (r, 0) con derivadas primera y se- 
gunda continuas, que satisfaga a las condiciones de frontera de 
problema, se puede desarrollar en la serie que converge en forma 
absoluta y unilorme 


F(r,0)= Y (An, mom D+E Bn mPn mir 0). (30) 


tomada por las funciones propias del problema sobre los valores 
proplos para el círculo. 
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Los eocficientes del desarrollo se calculan por las fórmulas 


Ñ nro pin 


F (r, as, (E r)eos dr dr do | 


_%e, [Ya (y 


, 
An m= 


(40) 


£n [Y E 


Obsérvese que la función 
3 (0) 
Co mr, 0) =30 ( LE -) 
Fo 


no depende de 0. 

Si la función dada F£ depende sólo de r, F = F (r), entonces 
la seric que expresa el desarrollo de F por las funciones propias 
contendrá sólo las funcioues Cn, 


' yo 
Fin= Y Ae asa EE), (ás) 


y 


donde 


An, = 2 — (42) 


Los demás coeficientes A, ,. y B.,, m son iguales a coro. 
Volviendo al problema inicial de las oscilaciones de una 
membrana con desviación y velocidad iniciales dadas, se puede 


escribir sn solución 6n la forma 


a) _ apa apt? 
uír,0d,Y= Y E, mir. 0) ( An tos — TL t+ By y sen ——= 1 ]+ 
n. m0 Fo Fo 


oc 


(1) 
e (e, A a (+ Do msen=E>- ¿). 


Ni. MO r, Fo 
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Los cocficientes Anim: Bpnim: Cue Dam se determinan de 
las condiciones iniciales 


u (r, 8, 0) = >) (A, Dn: m + Ca, md, m) == fi (”, 3) 


", ae 


ás - A air? 
u, (r, 0, 0) = > (B., rmUn,m + DD. mon, m) = fa (r, O) 


”, ma 


Po 


según las [fórmulas 


2n ro 
) Í, (r, 9) Fa (VA, ra r)cosn0r dr dd 
A .n.¿m ss 
e, [7 (YT, mo) 
21 ro 
8 Str 0) Sn (1 Fx, m r)sennbr dr de 
Cu m= 92 > 


Cs [F., (VXa,m ro) 


Para a Ván, m Bu. m Y a Mdn. m Da, m respectivamente, tienen 
lugar fórmulas análogas. 


EJERCICIOS DEL CAPITULO V 


1.Resolver el probloma con cundicionos iniciales para la ecua- 
ción de las oscilaciones u,, == a?Au en el espacio, suponiondo que la 
velocidad inícial es igual a coro, y las desviaciones Iniciales u | ¿mo = 
== q tienon la forma 


a [ 1 dentro de la esfora unitaria, 
) P=21 0 fuera de la esfera unitaria, 


o bien 
T 
b) e-(* rd dentro de una esfora de radio Yo, 


0 fuora de la asfera de radio rg. 


2. Resolver ol problema de las oscilaciones del semiespacio 
z > 0 con la condición homogénea de frontera de primera o de segunda 
especle, si cstán dadas 

a) una perturbación local, es decir, la volocidad inicial y la 
desviación inicial en cierta región To; 

b) una fuerza concentreda, que actúa de acuerdo con una ley 
arbitraria. 
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3. Resolver ol mismo problema para la capa —!1< 21 < l, 
4. Resolver la ecuación de las oscilaciones en una región que repre- 


senta una cuña do ángulo al vértice y y, en gonoral, - (n es un ento- 


ro), si so dan condiciones de frontera homogúneas de primara o de so- 
guuda especie, así como tembién la velocidad y desviación iniciales. 


5. Deducir el unálogo de la fórmula integral (3) del 5 2 para la 
ecuación 


Ue = “Adu + cu, donde e = const. 


Considerar el caso c < 0 y hallar la solución del problema con condi- 
ciones iniciales para la ecuación no homogénea. Dar una interpretación 
física de los resultadas obtenidos. 


6. Hallar lu función + (p, q, t) que caracteriza las oscilaciones 
do una membrana baja la acción de un impulso K, concentrado 

a) en el centro de una membrana circular, 

b) en un punto arbitrario do unu membrana circular, 

c) en un punto arbitrario de una membrana rectangular. 

7. Hallar las frecuenciós propias y las funciones proplas de las 
membranas que tione la forma de 

a) un semicírculo, 

hb) un anillo, 

e) un sector circular, 

d) un sector anular. 

Analizar los prublemas de contorno primero y segundo. 

8. Jlallar las oscilaciones permanentes de una inembrana cir- 
cular (membrana de un micrófono) bajo la acción de una fuerza perió-. 
dica, distribuida sobre la membrana con densidad constante f= 
ya 


5) son ut, 


=A sen qt. Resolver el mismo problema, si /=A ( — 
donde e es el radio de la membrana. 


9. Deducir la ecuación do la propagación del sonido en un medio 
que sc muevo con velocidad constante. Translormar la ecuación 
obtenida, pasando a un sistema de coordenadas que se mueva con- 
juntamente con el medio. 


APENDICES DEL CAPITULO Y 


Í. REDUCCION DE LAS ECUACIONES DE LA T£ORIA 
DE LA ELASTICIDAD A LAS ECUACIONES 
DE LAS OSCILACIONES 


La teoría de la elasticidad tiene por fin estudiar las deforina- 
ciones y movimientos que surgen en los cuerpos elásticos, mediante 
métodos malemáticos. Las deformaciones y movimientos que 
surgen bajo la acción de fuerzas cxterjores, se pueden casaclerizar 
mediante el vector de desplazamientos u, cuyas proyecciones 
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sobre los ejes coordenados x. y. z denotaremos mediante u (x, y, 
3, £), V(,Yy, 2.0). te(z, y, 2, 1). Estos desplazamientos surgen 
on un cuerpo elástico bajo la acción de las fuerzas internas (ten- 
siones). que forman el tensor simétrico de tensiones 


Or Try  Txz 
Tax Y»), ME 


donde 0. Toy. Te son las componentos de la fuerza (Lensión) 
que actúa cn la unidad de superficie del elemento de superficie 
perpendicular al eje «; análogamente T,yx, Oy. Tyz Y Tax» Tays Oz 
son las componentes de las tensionos que actúan sobre la unidad 
de superficie de los clemenlos de superficie perpendiculares a los 
ejes y y 3. Las componentes Oz, 0,, 0, Se llaman tensiones normales, 
Y Txus Txz. Etc. son amadas lenstones de sujeción. Considerando 
el elemento de volumen y escribiendo para éste la ccuación «del 
movimiento, se obtiene: 


e 


Pu OO» | OTry , To 


, = X, 
af Ox dy 042 E 
Y) OT, da ot - 
) —— —_ E E Y d : 
PoR E EI ze 
, ww _ de Poy y 0% 


oe Óx dy dz 


donde p es la densidad volumétrica en el punto (xr, y, 2); X, Y, Z 
son las componentes de las fuerzas volumétricas exteriores. 
El nexo entro las tensiones que surgen en una deformación y sus: 
características se da por la ley de Ilooke. que se escribe en la 
forma siguiente: 


0 ; 


Ox = 2G (e, + 
1, = 26 le, + 2, Tu = Gs (2) 


0.=20 (e. ta oO. | 
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Aquí las magnitudos 


On Óv ów 
tu==TTs tyS= ms, ll =——, 
y 2 y 2 O 
“Ty da 0 Az dy" > dz Oz ] 


forman el tensor simétrico de las deformaciones 


8 Vxy  Vxz 
Yyx €; VYyz 
Vox Ven *€z 


Kn las fórmulas (2) se utilizan Jas siguientes notaciones: G es 
el módulo de desplazamiento, m, cl coeficiente que caracteriza 
la compresión del cuerpo en dirección transversal, cuando se 
E . E . du 0v 0. 
y y E lZ —— == — —. —_» 
lo alarga en dirección longitudinal, 0 div re dr? dy” de 

A las ecuaciones (1) y (2) deben agregarso. ndemás, las condi- 
cionoz de frontera (en la frontera se han dado, por ejemplo, los 
desplazamientos t, v, tw, o las fuerzas superficialos, etc.), en 
las cuales no nos detendremos aquí. 

Las ecuaciones (1) y (2) forman un sistema complelo de ecua- 
ciones diferenciales on derivadas parciales para Jas lensiones 
y Jas deformaciones. Sustituyendo las expresiones para Jas Len- 
siones de (2) en la ecuación del movimiento (1) y teniendo en 
cuenta las relaciones (3), se obtiene el sistema de ecuaciones para 
los desplazamientos: 


Cu ¡ m e 
=G+tA —— X. 
Poe SAS: 0x e 
0% m 08 
—=GtA ——_ — Y, 1 4 
Poe 456 m— 2 0y e ) 


2 
p E = a 2 + Z. 
Ot 


m_—2 dz 


Gon frecuencia se introducen, en lugar de los conslanles G y m, 
las llamadas constantes de Lamé 2 y p. relacionadas con éstas por 
las fórmulas 


p=G. A = ———G 
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Esto permite escribir el sistema anterior de ecuaciones en forma 


de una sola cenación vectorial: 


32. 
p A = (A 4 21) grad div u — protrot u + 1, (5) 


donde + 0s vector de desplazamiento, de componentes u, v, w 
y 4, el vector de las fuerzas volumétricas, de componentes X, 
Y, Z. La ecuación (5) se Mama comúnmente ecuación de Lamé. 
Mostremos quo las ecuaciones (5) se pueden reducir a ecuaciones 
ondulatoriag para funciones elegidas de modu adecuado). 
Un vector arbitrario F' siempre se puedo representar en forma 
de la suma 
F = grad U -- rot E, 
donde U es el potencial escalar, y Z, el vectorial. 
Hagamos 
u = grad D + rot.t, 
donde 


P => =(1 +24) 40 + U, 


% A 
at 
No es difícil comprobar, mediante sustitución directa, que el 
vector +, delerminado de esta forma, satisfuco efectivamonte a las 
ecuaciones de elasticidad (4). 


Si no hay fuerzas volumétricas, para los potenciales D y A 
se oblienen las ccuaciones homogéncas de las oscilaciones 


Y 


A 

or 

La ccuación de Jas oscilaciones para el potencial vectorial A 

én ciertos casos (por ejemplo, en el sistema de coordenadas carte- 
sianas) se divide en tres ecuaciones escalares. Sin embargo, el 


problema do la reducción de las ecunciones de la elasticidad. 
a ecuaciones escalares aisladas de las oscilaciones no puede ser 


p = pAA + L. 


= pAda. 


1) Véase S. L. Sóbolev, Ciertos Problemas de la Teoría de la Propagación 
de las Oscileciones; F. Frank y R. Mises, Ecuaciones Diferenciales e Integrales 
de la Física matemática, t. XII. ed. Gostejizdat, 1937. 
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analizado hasta el fin sin tomar en cuenta las condiciones de 
frontera, las cuales pueden enlazar distintas componentes y, 
con cesto, representar grandes dificultades para la separación 
total de las ecuaciones. 


Il. ECUACIONES DEL CAMPO ELECTROMAGNÉTICO 


1. Ecuaciones del campo electromagnético y condiciones de 
frontera. El campo electromagnético se caracteriza por los vecto- 
res E y H de intensidad de los campos eléctrico y magnético 
y los vectores D y B de inducción eléctrica y magnética. 
El sistema completo de ecuaciunes de Maxwell, que relacionan 
estas magnitudes, tienc la forma 


rol ll == — + — +4 —J", (1) 
c Al C Cc 
o AE 1 (2) 
c Qt 
div HR = O, (3) 
div 10) = 4snp, (4) 


donde ¿j es la densidad volumélrica de las corrientes de conrduc- 
ción, 3'*, la densidad de las corrientes que surgen por la acción 
de f.e.m. extoriores, p. la densidad volumétrica de las cargas, 
y €, la velocidad de la luz en ol vacío. En Jo sucesivo, considerare- 
mos con frecuencia que ¿” =0, 

A estas ecuaciones hay que agregar las llamadas ecuaciones 
materialeg del campo: 


D=etE, (5) 
13 = u il. (6) 
j =uE, (7) 


dondo y es la constante dicléctrica. p, la permeabilidad magné- 
tica, y O, la conduetibilidad del medio. En lo sucesivo, supondre- 
mos «que el medio es homogéneo e isólropo. En este caso, es 
g = const, q = const, 9 = const. Con frecuencia, estirdiarenmos 
los procesos clectromagnéticos en el vacío, donde e — un -- 1, 
o = 0, con la condición de ausencia de cargas y de corrientes. 
En este caso, las ecuaciones de Maxwell se simplifican: 


ima TE. divH=0, 
c 0 
O EL div E=0. 


c oOt 
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Las ecuaciones (1) y (4) son compatibles, puesto que entre p y $ 
existe la relación 


dp , | 
—=— | e E 0, 
Ot US 


que expresa la ley de la conservación de Ja carga eléctrica. 

Las leyes del campo electromagnético. expresadas en la forma 
diferencial por las ecuaciones (1) — (4), se pueden expresar en 
la forma integral 


g11r.as=%E 5 4, do, (41) 
e c “Y 
: ido: il do 
VE, ds= — = — NV B,do= — — (2 
c cdt JS c di ) 
donde 
LD 
I=+ij=—+) (8) 
4n dt 
TZ " 
os la corriente total, ja = Ar an la corriente de desplaza 


miento. Ja integración se efectúa en el contorno C y sobre la 
superficie E, delimitada por cste contorno; D = ff B, do os 
y 


cl flujo da inducción que atraviesa cl contorno C. Denotando por 
T cierto volumen cerrado, y por 2 la superficie que lo delimita, 
tendremos, en lugur de (3) y (4): 


$5 B,, do = O, (3) 


«e 


15 D, da = ús $43 pdr= áne, (4) 


donde e es la carga total dentro del volumen 7. 

Las ecuaciones (1) — (4”) Llenen un significado físico sencillo 
y son la expresión matemática de los datas empíricos Íundamenta- 
les, que fueron la base de la deducción de las ecuaciones de Max- 
well. Así, la ecuación (1”) es la generalización de la conocida ley 
de Biot y Savart, la ecuación (2”) expresa la ley de Faraday de 
la inducción electromagnética, la (4') se puede deducir directa- 
mente de la ley de Coulomb. La ecuación (3”) es consecuencia 
de que las líneas de fuerza del campo magnético son cerradas. 

Si el medio no es homogéneo, a la ecuación de Maxwell hay: 
que agrogar las condiciones de conjunción. En la frontera de 
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separación de dos medios distintos (1) y (3), deben cumplirse 
las siguientes condiciones: 


E =£7 (9) 
(continnidad de las componentes langencialos del vector DB), 
q" = yO (10) 


(continuidad de las componentes tangenciales del vector 41), 
así como también 


Bn =BR (11) 
(continuidad de las componentes normalos del vector ./3) 
DP. — DP = nv, o bien EY —eED =4nw, (12) 


donde +1 y ra son las normales a las superficies de separación 
de los dos medios, estando +, dirigida hacia el interior del primer 
medio, y 2, hacia el interior del segundo; v es la densidad super- 
ficia] de las cargas. Estas condiciones se oblienen con facilidad 
de las ecuaciones (1%) — (47). 

Las ecuaciones de Maxwell, conjuntamente con las condiciones 
de frontera, permiten hallar unívocamente el campo cleciromagné- 
tico en el espacio, partiendo de un estado inicial dado de éste. 
Para determinar univocamente el campo, es suficiente utilizar 
las condiciones (9) y (10) de continuidad de Jas componcutes 
tangenciales del campo. 

Si el proceso eleclromagnético es estático, es decir, no varía 
con el transcurso «del tiempo, las ecuaciones de Maxwoll toman 
la forma 


A 
rot E=0, rot H = sE dE+ == ga, 
c 6 


divelE = 4np, divupIT =0. 


Si, además, el medio no Lliene conductibilidad, es decic, 
si o =0, obtenemos dos sistemas independientes de ecuaciones 
para los campos eléctrico y majynélico: 

rot E=0, 


diveE = 4ap (ecuaciones de la electrostática), 


4 de) 
rot H 7 á (ccuaciones de la magnotostática). 
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Las ecuaciunes de la electrostática fueron ostudiadas en ol 
capítulo 1V y en sus apéndices. 

fón el caso de un medio homogéneo, no es difícil obtener las 
ecuaciones para cada vector E y H por separado. Supongamos 
que p := 0, ¿0 =0 

Aplicando a la ecuación (1) la opcración rot, so tienc: 

rot rot If = E rot ras tE 
c ul Cc 


de dondo se obtiene, en virtud de la ecuación (2) y de la relación 
rot rol Fl =< grad div 1 — Alf: | 


2 
din MT A ERA 4nop OH 


¿core e 0” 
o bien 
4 ) : | 
Mipa  L dn (+=), (13) 
a de 0 eu 
presto (ua 
div H =0. 
Análogamente se deduco la ucuación para £: 
] 1 E 4x0 0E 
at ye “at 0) 


En particular, la ecuación (13) 6 (14) será sutisfecha por las 
componenlos E., Ey, Ez y H,. H,, H;: 


4 
Apot 4 4 1noup du 


a E e 

donde » cs una de Jas componentes £x, E,, Ez, o bien A,. By, H, 

El carácter del proceso se determina por las propiedades 

del medio. Si éste no es conductor (gs = 0), sc obtiene la ecuación 
hnbitnal de las oscilaciones: 


(15) 


1 Pu | 


es decir, los procesos electromagnéticos se propagan en un medic 


dieléctrico sin amortiguación, con velocidad a = y. ek 


ep 
particular, en el vacío, con la velocidad de la luz e. 
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Si el medio posee gran conductibilidad y se pueden despreciar 


las corrientes de desplazamiento en comparación con las de con- 
ductibilidad, tendremos una ccuación de tipo parabólico: 


Au = 


ánou du 

NT 
En cl caso general, cuando las corrientes de conductibilidad y las 
de desplazamiento son del mismo orden, la ecuación (15) es 
de tipo hiperbólico y describe los procesos de propagación con 
amortiguación, causada por la disipación de la energía, a conse- 
cuencia de la conductibilidadl. 


Para los procesos permanentes. por ejemplo, en los problemas 
de la difracción de 


(17) 


i 
u= Diz, Y, z) e or 


se obliene la ecuación de tipo elíplico 


ed Ac (44193) 0=0, (18) 
onde 
sl 4 
ps ¿A 9 
a € 


Los campos estáticos, como ya se indicó en el capítulo IV, se 
describen mediante la ccuación de Laplacc. 


2. Potenciales del campo electromagnético. Para la delermi- 
nación del campo electromagnético, debemos hallar seis magni- 
tudes, que constituyen Ins componentes de los vectores E y H. 
En varios casos se puede, sin embargo, reducir este problema 
a la determinación de cuatro. y a veces de menor cantidad de 
magnitudes. Con este fin, se introducen los polenciales del campo: 
el vectorial A y el escalar (q, del siguiente modo. 'Pomemos la 
ecuación de Maxwell en un medio homogéneo, por ejemplo, cn 
el vacío. Do la ecuación (3). 

div H - 0, 


se deduce que el veclor /£ es solenoidal, por lo cual puede ser 
representado, mediante otro vector A, en la forma 


H =Tr0l 4. (Q0) 
Sustituyendo esta expresión en la ecuación (2), 
rotE= — OTE » 
c 0t 


321043 
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se obtiene: 


104 
mu [+ 224] o 

e ce 0t 

; 1 01 . 
es decir el vector E + a * potencial, por lo que se lo 
puede representar en forma del gradiente de cierta función esca- 
lar q: 
1 04 


E + — —— =— grad q, 
La 7 grad q (21) 
de donde se deduce que 
4 YA 
E == — grad y — — — 
ES c 0t 


1 potencial vectorial A y el escalar q. introducidos de este 
modo, no se determinan unfvocamente. En efecto, de las fórmu- 
las (20) y (21) se observa que se obtienen los mismos campos, 
si so sustituye A y q por los potenciales 


A=A+gradF, p9p=p9 -=—, 


siendo £ una función arbitraria. Para climinar esta indetermi- 
nación, se impone a los polenciales A y q la condición comple- 
mentaria 


diva + 2 07 (22) 


llamada con frecuencia condición de Lorentz. Demostremos que, 
si se cumple esta condición, los potenciales A y q satisfacen 
a las ecuaciones 


A A A ; 

ir p (23) 
1 PA Ss 

AÁ == — —— = — — , 
e ae 27 (24) 


donde p y Y son las densidades de las cargas y las corrientes 
dadas. 
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Sustituyendo las expresiones (20) y (21) on la ecuación (1), 


rot 1 A (1) 
c Últ c 


y aplicando la identidad vectorial 


rot rot 4 = graddivaA — AA, 
tendremos: 


ií dp 
grad (ai A a 3 22)-a4 = EA 


de donde, en virtud de la condición (22) se deduce, precisamente, 
la ccnación (24). Sustituyendo «hora la expresión (21) en la 
cuarla ecuación de Muxwell, 


div E = áxp, (4) 


y teniendo en cuenta la condición (22), se obtiene la ecuación (23) 
para q. 

En el caso de un medio homogéneo conductor (o 3 0), los 
potenciales se introducen mediante las relaciones 


paria. ata (25) 
c 0t 


A y «q están ligados entre si por la relación 


sE Op , ánuo 


div 4+4+= a + —— q =0( (26) 
€ 


y Salisfacen a las ecnaciones 


eu PA  óxpo DA ÁTAL 0) 

0 E E O PA 10 9 
A ye c  0t e ) (en 
en q  4xpo dp Ar 

A E A 28 

. e Ye ec  0t P (28) 


a las cuales se aplica todo Jo dicho más arriba con respecto a las 
ecuaciones (23) y (24). 

Si no hay cargas libros (p == (0), el potencial y será qp = 0, 

y los vectores del campa so expresarán mediante un solo vector- 

328 
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potencial A, que satisface a la condición complementaria 
divA =0, 


En varios casos, los campos maguéticos se pueden describir 
mediante un potencial vectorial que liene sólo una componente 
diferente de cero. 

Algunos ejemplos se considerarán cn lo sucesivo (véase tam- 
bién el apéndice I del cap. VII). 


3. Campo electromagnético de un oscilador. 

1. En la teoría de la irradiación de las ondas olectromagné- 
ticas se utiliza frecuentemente el concepto de oscilador o vibra- 
dor. Este concepto está estrechamente ligado con cl concepto 
de las corrienies lineales. Un oscilador es una corriente lineal 
de longitud infinitamente pequeña. 

Consideremos una corriente rectilinea /, cuya intensidad 
varía con el transcurso del tiempo. En el mudelo más sencillo, 
se supone que la intensidad do la corriente es invariante a lo 
largo del conductor. 

Una corriente constante a lo largo del couductor está ligada 
con la presencia de cargas en sus extremos, que varían con el 
transcurso del tiempo. Iín analogía con el dipolo electroslático, 
que es el conjunto de dos cargas, +e y —e, el oscilador se puede 
Caracterizar por el momento 


Dp()=e(07. (1) 


La intensidad de la corriente en el oscilador, ovidentemente, es 
igual a 


J (£) e (0, 
de forma que 
dp 
— = J (1) 1. 2 
ÁS a 


El producto J (t) Z = jo (2), se llana momento de la corriento. 
2. Hallemos el campo eléctrico que se genera por un osci- 
lador de momento | 
p = Po (t) (3) 
en el espacio infinito, suponiendo que gs =0, e =1, p = 1 
(vacío). 
Consideremos el problema sobre la generación de un campo 
electromagnético por'una corriente rectilínea L, cuyo caso lími- 
te as el oscilador. 
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Fuera de la corriente £, el campo electromagnético se 'deter- 
mina por las ecuaciones de Maxwell 


rtir= LE. div H=0, 
c Ot | o 
| (4) 
rot =— 19 div E=0. 
c 0t 


En la línea de corriente £, los vectores del campo A y E deben 
tener una particularidad, que se caracteriza por que la circula- 
ción en una circunferencia XK, infinitamente pequeña, que abarque 
la línca de corriente Z, liene el siguienle valor: 


¿, 
lím $ MH. d==J, (5) 
e >1 E, C 


donde Y =J (f) es la intensidad de la corriente. 
Do esta condición se deduce que la componeuto /,, en la 
corriente, tiene una singularidad del tipo 
2] 
Mz—=, (6) 
cp 


donde p = | Mol |, 54M, es un punto en la línea L, P. un punto 
en Ke (para p = e). 

Para determinar univocamenteo el campo, hay que agregar las 
condiciones iniciales, que supondremos nulas. 

Para resolver coste problema, es conveniente introducir los 
potenciales A y q, mediante los cuales, como ya vimos (pág. 497), 
los campos se expresan de la signiento manera: 


H =rol Á, y 
E 222 — grado | (7) 
Ot 
siendo 
div .t + A 0. (8) 
c ot 


El potencial vectorial, fucra de la corriente £, satisface a la 
ecuación de las oscilaciones 


AO PEE (9) 
ad 
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Introduzcamos un sistema de coordenadas cartesianas, dirigiendo 
el eje 3 a lo largo de la corriente L. Hagamos 
A =A (z, Y, z) 2, 
donde z* es el vector unitario del eje z. 


La función A (x, y, 2) satisface, evidentemente, a la ecua- 
ción homogénea de las oscilaciones 


1 A] 
44 — 7 0 (10) 


fuora de la línea de la corriente L. Para obtener la singularidad 
del vector 1. en la corriente. utilicemos la condición (6). De la 
ecuación (7) se deduce que 
Hi E, 
Dp» 


Utilizando ahora la condición (6), se halla que la función 4. (zx, 
y, 2) debe tener, en los puntos de la línea £L, una singularidad 
del tipo 


A (11) 
c 


Buscarecmos el polencial A en la forma 


A(P,t= $ A/(P,M.Odla —(P=P(YD), (12) 


donde 4a(P, M,t) = A, (P, M, t) dl y es el potencial vectorial 
de la iS elemental del oscilador, cuyo momento es igual 
a Fo == J dl, 

Para que el potencial A tenga la singularidad necesaria, la 
función Ao (2, M, €) debe tener una singularidad del tipo 


A P,M.0r TD. (43) 


CRpy 


En efecto, suponiendo que Ao tiene la singularidad indicada. 
y calculando, por la fórmula (12), el valor de A en las proximida- 
des de la corriente Z (0 <z< l), se obtiene: 


| UN dE 
AzJ A A 
do : e aa 
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mi 
Lim 124 V PF 00 Zin E Er y_ 
pe 


a+ VERA 

A 

= 219 — EE y == mp +: 
Cc 3+ Vp? ze 


donde los puntos suspensivos denotan los términos que |no se 
hacen infinitos cuando p = 0. 

3. De este modo, la función Ap (2, M, £) debe satisfacer, con 
respecto a las variables /? (x, y. z), t, a la ecuación de las osci- 
lacionos 
1 A, 
AÑ. — = 

"Ae 


=0 (14) 


en todas partes, a excepción del punto ¿M; en dicho punto, ésta 
debe tener una siugularidad del tipo 


Jo (1) 


Ay e 
Aye 


(15) 


Las condiciones iuiciales, en virtud de lo expuesto más arriba, 
son uulas. 

La solución de este problema, como vimos en el capítulo V, 
de representa en forma del potencial con retardo 


A EN Zar») 
AAA (16) 
cRyer 


Como fue indicado más arriba, el momento de corriente es igual a 
dp 
Jo (1) =J (t) a] (2). (17) 


De esta manera, el polencial vectorial del oscilador se puede 
representar también en la forma 


(18) 
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Con frecuencia go utiliza, en lugar del polencial vectorial, el poten- 
cial de polarización, o vector de Wertz 1, haciendo 


y A 92M (19) 
c Ot 
Fl vector IM satisface lambién a la ecuación 
1 nu 
AM -— == ——=0 20 
e? oe (20) 


y está ligolo con el potencial escalar por la fórmula 
p = —div IT. (21) 


Los veclores del campo E y H se expresan mediante el potencial 
de polarización por las fórmulas 


E =greddivn—-2L_ rol rot Il, (22) 
cc  0t 
po EL (23) 
Cc Ol 


Teniendo en cuenta la fórmula (18), se obtiene la siguiente oxpre- 
sión del potencial de polarización para el oscilador: 


ma (| = L) 
Ma A 


r 


v 


o bien 
eli) 
NE (24) 


4. Para el cálculo de los campos E y H, pasomos al sistoma 
de coordenadas esféricas (r, Ú, q) con centro en el oscilador y cuyo 
eje z (0 =: 0) está dirigido a lo largo del vector pp (fig. 77). 
Designemos por dr, ¿e, ¿9 los vectores unitarios del sistemá 
de coordenadas esféricas. 

El vector Ho, paralolo al p, puede ser representado en la forma 


HA, = 11,cos0i, — Io sen0to, ) 


25 
11, =| Mo). ( ) 
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Fig. 77 


Sustituyendo la expresión (25) en las fórmulas (22) y (23), apli- 
cando la expresión del operador diferencial rot £" en el sistema: 
de cuordenadas esféricas* 


roll F= : 2 (sendF,) — ore! b,+ 
send LO dy 
1[ 1 9r 93 | 1 [2 OF, 
e — —(rF) IE — | —(rFo) = — | ¿ 
r E dq ar 0) to + y a o) 9 + 


y teniendo en cuenta que To = To (r, 2), se obtione: 


A AL 

r Or 
' (26) 

Es 2012 (,2b), E¿= 0, | 

r dr Or 
H,=0, H =0, | 
2 
H.= o, (27) 
c Orót 


De las ecuaciones (26) y (27) se deduce que los campos eléctrico 
y magnético del oscilador son perpendiculares. 

5. Analicemos un caso particular, cuando el momento del 
dipolo depende en forma periódica del tiempo: 
—i01f 


P()= po 
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En esto caso, las fórmulas (26) y (27) nos dan: 


E,= 20050 (4 E E) Mo. 
r r 


Eo=seno( LL — 42) TT, (+=), (28) 
P r € 
Hy= tk sen 1 € — 1) Mo. 
«donde 
e tk 
Mo =p”. (29). 
F 


Partiendo do las fórmulas (28), es fácil establecer las particulari- 
dades de la estructura del campo del oscilador. A dislancias 
pequeñas en comparación con la longitud de onda A = 
(kr ZX 1), en las fórmulas (28) podemos tomar sólo un término 
Las fórmulas que se obtienen entonces para la intensidad del 
campo eléctrico corresponden al campo de un dipolo estático, 
cuyo momento eléctrico p es igual al valor instantáneo del momen- 
to del oscilador p (t). Para la intensidad del campo magnético, 
se obtiene una expresión que corresponde a la ley de Biol y Savart. 
A grandes distancias del dipolo, /? > A (kr > 1), cn la fórmu- 
la (28) se pueden despreciar todos los términos de orden mayor 


que —- Entonces, se obtiocnc: 
E, =0, Es = Ho = —k? sen Mo, (30) 


es decir, el campo se vuelve transversal con respecto a la direc- 
ción de propagación. Estas regiones alejadas del campo, en donde 
el campo de irradiación se hace transvursal, se llama zona ondula- 
toria del oscilador. Para calcular el flujo de energía a través de la 
superficie de una esfera de radio R? con centro en el oscilador, 
hay que calcular el vector de Umov-Poynting 


(4 E c 
= —|[£H]|=—EH 
e ies 


e inlegrar esta expresión sobre la esfera. 
De las fórmulas (29) y (30) se sigue que, en la zona ondulato- 
ria, la parte real de los vectores H¿ y Ep se determina por la 


[I. ECUACIONES DE£, CAMPO BLECTROMAGNETICO 507 


expresión 


wm sen Y 


Hy= Es pacos o (1), 


de donde 


2.4.3 
so Porto (12). 
4n Re 


£l flujo de energía a través de la esfera de radio R, en el trans- 


curso de un período completo T = 5» se determinará por la 


expresión 
4 T 2n 2piw* 4 T r 
=— | dt SR?gsndd0 dp = 2 E (Jas 
=> 1 $5 ida els , 
bjen 
Ñ a po 
= 3 E 


La energía que irradia un oscilador armónico es proporcional 
a la cuarta potencia de la frecuencia: 

2 o, 
o bicn 


S-+ 


A” 
donde A es la longitud de onda. 


CAPITULO VI 
PROPAGACION DEL CALOR 
EN EL ESPACIO 


$ Í. PROPAGACION DEL CALOR EN EL ESPACIO 
NO ACOTADO 


1. Función de la influencia de temperatura. En ol capítulo 
I11 fue demostrado que ol proceso de propagación del calor 
en un espacio homogéneo e isótropo se determina por la ecuación 
de la conducción del calor 

2 2» k | 
uu, = a du € == E) ; (1) 
donde (11, f) es la tomperatura del punto M (z, y, z) on el 
momento £, p, la densidad, c, el coeficiente de capacidad calorí- 


fica. k = const y a? = Ñ son los coeficientes de conductividad 


térmica y de conductividad de temperatura. La ocuación (1) 
admite también una interprotación de difusión. En este caso, 
u es la concentración de la sustancia que se difunde, a? = D, 
el cocficiente de difusión. 
Consideremos el siguiente problema en el ospacio infinito: 
hallar la solución de la ecuación no homogénea de la conduc- 
ción del calor 


3 Í 2 k % 
A ( =2), —wo<Xxryyzi<o, ti>0 (2) 
(f es la densidad de las fuentes térmicas), con la condición inicial 
u (x, y, 2, 0) = y (2, y, 2). (3) 


La solución de este problema se puede representar en forma de 
la suma 

u = Uy + ua, 
donde u, es la solución de la ecuación homogénea (1) con condi- 
ciones iniciales no homogéneas y us, la solución de la ecuación 


$ 1. PROPAGACION DEL CALOR EN EL ESPACIO NO ACOTADO 509 


no homogénea (2) con condiciones iniciales nulas. Al estudiar los 
problemas unidimensionales respectivos, hemos visto que para 
resolverlos es suficiente determinar la función de la fuente. 
Construyamos la función do la fuente para la ecuación de la 
conducción del calor en un espacio no acotado. 
Ante todo, demostremos ol siguiente lema, que será utilizado 
en lo sucesivo. 


Si la solución de la ecuación Ar: E u¿ = 0 depende sólo do r y £, 
2 


la función pb = ru satisface a la ecuación 


a (4) 


Efectivamente, escribiendo el operador de Laplace en el sistema 
de courdenadas esféricas, se aprecia que la función u -= u (r, t) 
satisface a la ecuación 


Hu 20 10 o bien 1 _ 10, 
ar r dr TI Pp ar TS 


haciendo luego riu = v, se obtiene para v la ecuación (4) ?). 
Supongamos que en el origen de coordenadas se ha ubicado 

una fuente térmica de acción continua y potencia g constante, 

y en el resto del espacio la teimporatura inicial era igual a cero: 


r(r,0)=0 para r=€0. 


Es vidente que, en este caso, la temperatura « es función sólo 
de r y f. 

La presencia de una fuonte térmica para r = Ú significa que 
el flujo térmico en la unidad de tiempo a través do la esfera S, 
(con centro en r = Q y de radio e) cuando e — O es igual a q, 


es decir, 
: du 
lim [ - [57300] << 
. du On me 
Como la derivada normal rd ii constante en la superficie Se, 


en virtud de la simetría, entonces 
óu . 
— de Ar lr +9 cuando e >0, 


1) Compárese con el p. 1, $ 1, del capítulo V. 
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lo cual indica que la dorivada tiene en r = 0 una singularidad 


A; q : : ; _ 
del tipo — ZnAr* ln consecuencia, la propia función cuan 
do r =6U debe tener una particularidad del lipo 
ARTES: BA 
4rkr 


de mudo que el producto ru = e permanece «colado para r = U, 
La iunción v, determinada por las condiciones 


0%v 1 db 
an aa 


q (5) 
v(0, 1) = — = Va, 
(0, 2) rad 
v(r, 0) =0, 
se expresa por la fórmula 
1102 o az 
v(r, == —o(—>)]- — == e “ du 

dd | 2V a*t Va y 
2 Yan 


(véase la fórmula (33) del cap. 11J. $ 3). Por lo tanto, la solu- 
ción del problema de propagación de la temperatura para una 
Íuento de acción continua y potencia q. situada en el origen de 
coordenadas (r = 0), tieno la forma 


112 € a 
.D=qU , E) = UE > da, 6 
u (r, £) =qU (r, t) E ye (6) 
2 Y at: 


donde U (r, £) es la temperatura que corresponde a la fuente uni- 
taria (q = 1). 

Para pasar al caso de una fuente instantánea. consideremos 
una fuente de potencia q, situada en el punto (É, n, E) y que 
actúa en forma continua durante cl] intervalo de tiempo rt. 

Tal fuente es cquivalente a dos fnentes de potencia +q y —4; 
la primera se conecta para 1 = 0, y la segunda, para 1 = t. 
La distribución de temperaturas se expresa aquí por la fórmula 


u (r, t) =q[U (7, t) — U (r, t — ml. 
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Durante el intervalo de tiempo t se genera una cautidad de calor 
Q = qt, por lo cual 


u, (r, y=E(0f, p—U(r,t—v]l 


Pasando al límite cuando t-—>0 y considerando a Q cons- 
tante, se halla: 


A 9U 2 
AA a a/a a VER 
o bien 


Q 


Uy (r, t)= Pd y, 2, t; 6 Y. 5), 


donde 
4 3 _ (x—D0+(y—w2+(2 1)? 
Gx, Y, 3, t; Si un o =( ) azi . (7) 
2Vna*t 


La función G (2, y, 2, t; E, n, £) es la función de influencia térmica 
de la fuente instantánea de calor. Esta representa la temperatura 
en el punto zx, y, z, en el momento de tiempo t. causada por nna 
fuento puntual «de potencia Q = cp, situada en el momento + = () 
en el punto (E, n, £). 

No es difícil comprobar que 


¡ÍS ete Y, 2, £; E, N. £) dE dn at =1. (S) 


¿n efecto, la integral triple (8) se puedo representar en lorma, 
del producto de tres integrales, cada una de los cunlos es ignal, 
a la unidad: 


| A ¿ 
=—-e “MY diE=— $ e “ du=1 
-= 2Vna?t qe 


De la fórmula (7) se aprecia que la función de infinencia G 
posee lu propiedad de simetria: 
Gr. y 2 ti E. 9¿=G(%, 95, t; e, y, 2), 


que es la expresión del principio de reciprocidad: la acción en 
el punto (x, y, 2) de una fuonte que se halla en el punto (€, y, £),. 
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cs igual a la acción en el punto (2, y, <) de la misma fuente, 
ubicada en el punlo Az, y, z). Sin embargo, con respectu a la 
variable € esta simetría no tiene lugur, lo cual es la expresión 
de la irreversibilidad de los procesos térmicos on el tiempo. 

Doterminemos la forma de la [nnción de influencia G en el 
caso do dos dimensiones. Supongamos que eu una recta paralela 
al eje z, que pasa por el punto (€, y), se halla una fuente lineal 
infinita; denotemos por Y = const la potencia de la fuente por 
unidad de longitud. La función du influencia G, de esta fuente 
no dependerá de Z, y se caracterizará totalmente por sus valores 
en el plano (zx, y). Calculemos la función Gz. Supongamos que 
en el elemento dí se genera una cantidad de calor 


dQ = Q aL; 
entouces, la distribución de la temperatura en el espacio se da 
por Ja integral 


u= | 2% ele, Y, 21d; E, 9, €). 
Calculando la integral 
mm (2-5)? $ 
Se a d—=2V0% f e"da=2Vratt (a 2-)1 
ás e 2Va 
se obliene: 
u= Q G», 
cp 
«donde Ñ 
2 _ (r- 4 y p)1 
Gslxr. y, tí; E. n)= (2) e par: : (8) 
2 Vua*1 


Comparando esta función con la fórmula (7), se aprecia su simi- 
litud de estructura. 

Análogamente se puede obtener la expresión para la función 
de la fuente en el caso unidimensional. Considerando una fuente 


plana infinita de densiaad O conslante. se obtiene: 


u= $ $ Qán de a, Y, 2. t; 5, Y. 5) = 
cp 


«00 —00 


= L—— 07 9 —=-ÚG, (2,1; Y, 
ep 
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donde 


es Ja función de la fuenle para una dimensión. 

ln el capítulo II1 se expusieron las gráficas que caructerizan 
el comportamiento de la función de inlluencia G (zx, t; E). La carac- 
torística cualitativa de la función de la fuente, dada en el cap. 1II, 
tiene lugar también para el caso espacial. 


2. Propagación del calor en el espacio no acotado. Apliquemos 
ahora la función de la fuente, obtenida en*el punto anterior, a la 
resolución del problema sobre la propagación de una temperatura 
inicial en el espacio infinito. 

Supongamos que hay que encontrar la solución de la ccuación 


u; = a? Au, — 00 XX X, Y, 2 Á 00, 4 > 0, (1) 
que sulisfaga a la condición inicial 


u (xr, y- 2, 0) = p (x, y, 2). (3) 


El estado térmico inicial, evidentemente, se puede represen- 
tar como el resultado de la superposición de la acción de fuentes 
instanláneas, que crean la temperatura inicial. Consideremos 
el elemento de volumen dí dn dí, que contiene al punto (E, n, £). 
Para crear una temperatura inicial q (E, n, £), es necesario ubicar 
en el volumen dE dy dí una cantidad de calor dQ = cop (E, n, tt) X 
Xx dE dy dl. 

Esta cantidad concentrada (de calor creará cn ol punto (z, y, 2), 
en el momento t, una temperatura 


dQ Glr, Y, Se t; E, n. S= 
c0 


=(C (,, Y, L, f; E, n. 6) p(É, nr, 4) dE dn db. (9) 


En virtud del principio de superposición, la solución «de nuestro 
problema se puede obtener integrando (9) por todo cl espacio: 


u(z.y.z. t= 558 G(r.y.z.112,9n,94(E,n, Ddidndo. (10) 


La fórmula (10) fue oblenida como resultado de razonamientos 
eurísticos, que no dolerminan los límites de su aplicación ni 
pueden servir de demostración. 


233-1032 
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Demostremos que 
si la función q es continua a trozos y acotada!| p |<<A, la función 
u, determinada por la expresión 


u(t, y, 2,1) = 

( 4 ) 655 OI 4 0? : : 
== | ——== e tar p (3, n, 5) dE dn d (10 

2Vnat4 ) 

1) cstá acotada en todo el espacio: |u| <A; 

2) es solución de la ecuación de la conducción del calor para 
¿> 0; 

3) es continua, para ¿ = O, en los puntos de continuidad de la 
función q y satisface a la condición u (<, y, 2, 0) = q (xz, y, 2). 

Para demostrar que (10) satisface a la ecuación (1), utilizaro- 
mos ol lema conocido (véase el $ 3 del capitulo J11). 

Si U (xr, y, z, t; E), para tudo valor del parámetro £, es solución 
de la ecuación £ (u) = 0, donde .£ (u) es un operador diferencial 
lineal, la función 


u (5, y, 2, )= $ U(x,y,z.t; E) p(E) as 


será también solución de la ecuación .£ (u) = 0, sí las derivadas 
de la función u, que figuran en el operador ¿£ (u), se pueden cal- 
cular derivando bajo cl signo integral. 

Bu nuestro caso, Y = G satisface a la ecuación do la condue- 
ción del calor para cunlesquiera E, n, £ y 1 > 0. Como cs sabido, 
se puede derivar con respecto al parámetro bajo el signo de integral 
impropia, si: 1) la derivada del integrando con respecto al parú- 
metro es continua y 2) la integral obtenida luego de la derivación 
formal converge uniformemente. 

Efectuando la derivación formal de la integral (10%) con res- 
pecto a. se obtiene: 


0 Z— t SS (EH ly 92 147 —E)2 A 
dE E 2a* ): pee p(Enbddd. (11) 


El integrando eos continuo para lt>¿>0. y el factor 


(1 by tabs? 
e an asegura la convergencia uniformo, sí q está 


acotada: |q | < A. Resultados análogos se oblienen al derivac 
nuovamente con respecto a x y al derivar con respecto a £; lo 
mismo tione lugar cuando se doriva con respecto a y y a z. De este 
modo, la función G satisface a todas las condiciones del lema, 
para (>> Ú. Por consiguiente, la función u, para 1 > O, satisface 
a la ecuación de Ja conducción del calor. 
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La acotación de la función u, determinada por la fórmu- 
la (10%, que escribiremos como siguc: 


u(M, t)= 55 GM, MD (M') des 
(MM=Miíry 2, M'=M' (E, 9.0). 


se establece directamente, si se toma en cuenta la igualdad (8): 


[lu] <A ¡$ car=a. (12) 


Pasemos a demostrar la continuidad de u (xr, y, z, t) para 
t =0. 

Consideremos un punto Ma (Zo, Yo» Zo) de continuidad de la 
función q, y demostremos que para todo e >> () existo un Ó (e) > 0 
tal quo 


Ju(M,£) —q( Ma) |<e para | MM |<Óó (€) y ¿< 6 (8). 
(13) 


Tomemos una región auxiliar 7,, que contenga al punto 47a; 
sus dimensiones serán determinadas más abajo; el resto del espa- 
cio lo denotaremos por 2. Tomando en cuenta las igualdades 


u(M, 1)= A] ÍG(M, M0 (M) dex + 

+ 45 CAM, MY) (MO dio, 
p (Mo) = 345 GM, MU, DO G(Mo) dsp + 

+9(Mp) $ y $ G(M, MO, O dsp, 


así como también cl hecho de ser G (17, M1”, £) positiva, tendremos: 


¡U(ALDO—q( (MI LS TL + Y, (14) 
donde 
Jy= VS COM, AUD A) — (Mod | dar, , 
Ti (15) 
J¿=24 $ ) ÍG(M, Mi, 1) dto. (16) 


De la continuidad de la función q en el ¡nto fijo Mo, se 
signe: para todo yn > 0 existe un 6” (n) > 0 tal que 


IG (M)—«(Hyl|<nm si | MM |< é' (n). 
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Por lo tanto, si el diámetro de la región 7, no supera 


es 
a 0 (3) entonces 


£<3 ¡[IC <G ffca=3. (17) 


Detengámonos ahora con delallc en la elección de la región 
T,. Como 7, se puede tomar una esfera con centro en el punto 
M tx, y, z), lo cual resulta cómodo para la acotación de la inte- 
gral J2. La apreciación (17) de la integral J, conserva su validez, 
si el radio de cesta esfera se toma jgual a 


da : 
m=>38 (5) y si | 17M] < po. 


Pasando a un sistema de coordenadas csféricas con centro 
en el punto Mí, se obticne: 


4 30 _.» 2. 
5564=(,) "dr 
2Vna*t! / 0 
Pu 
qa rt 4 
peo det da — | ateo da J (== 7 ), 
Vr 4 t=0 Y y, 2V att 


$ ade” da — ==ae *" tea Es 
0 0 Ó 4 


De esta manera, 
¡1$0 4 =1— 1156 4:0 cuando t—0, 
t 1 


es decir. para lodo e > 0 oxiste un 6” (e) tal que 
595 [ad <zz. 


y, en consecuencia, 


HZ. (18) 


siempre que ¿ < 6” (e). 
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Tomando el mínimo de los números 59 (+5) y 5" (e) 


y designándolo por 6 (e). tendremos la desigualdad 


pe(1M, 1) — (M0) |< e para | MM] <Ó (e) y ¿< 6 (o), 
(13) 
la cual demuestra, precisamente, la continuidad de u (Mí, £) para 


t= 0 en todo punto My de continuidad de la función q (M). 
Pasemos ahora a resolver la ecuación no homogénea 


m0 Z, —0<Xr,yy 200, £>0, 
con la condición inicial nula u(r, y, z, 0) = 0. Consideremos 
el punto (E, n, 2) en el momento de tiempo 7 < t. La cantidad 
de culor que se desprende en el elemento dE dy dí durante el 


tiempo dr, igual a 
dQ == f dE dy dl dr, 


causa en el punto (zx, y, 2). en el momento £, una temperatura 
1 e 
e Y, Z, t: E, N, 6, D/(E, uE 6, T) dé de do dr. 


Aplicando el principio de superposición, se puede escribir 
la solución del problema planteado cn la forma 


u (x, y, 2, t)= 


t oo 
= 151 Ez, y205t9. 57/6795 mdddkd (19) 
No nos detendremos en demostrar la validez de esta fórmula y la 
determinación de las condiciones de su aplicación. 

Los problemas para el semiespacio con condiciones homogé- 
neas de frontera de primera y segunda especie se resuelven por 
el método de las imágenes, 
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í. Esquema del método de separación de las variables. Hemos 
estudiado la propagación del calor en el espacio infinito. Al estu- 
diar este fenómeno en un cucrpo acotado, es necesario agregar 
a la ecuación y a la condición inicial, condiciones en la frontera 
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del enerpo, que cn los casos más simples son condiciones de fronte- 
rta de primera, segunda o tercera especie. 

Consideremos el problema inás sencillo con condición de 
frontera homogénea de primera especie: 

hallar Ja solución de la ecuación de la conducción del calor 


tt, = a? Au dentro de 7' para ¿>0 (1) 
con la condición inicial 
U (u, y, Z, U) = q (r, y, 2) 
y la condición de frontera 
u ly = 6, 


dode 3 es la frontera de la región 7. 

La solución de este problema se puede obtener por el método 
habitual de separación de las variables, que fue expueslo, en 
su aplicación a la ecuación u,, = a? Au, en el capítulo V, $ 2; 
la aplicación de este método a nuestro problema se efectúa de forma 
totalmente análoga. 


Consideremos el problema auxiliar: 
hallar la solución no trivial de la ecuación 


uy —atAu=0 en 7 para f>0, (2) 
que satislaga a la condición de frontera homogénea 
ul =0 
y que se represente en forma del producto 
u(M, t) =v(M) 7 (1) $ 0. 


Separando las variables en forma habitual, sc obtienen las 
siguientes condiciones, que determinan las funciones v (M4) 
y T (t): 


Av+2v=0 en T, v(M»se0, ) (3) 
v=0 en > 
y 
T" $ 447 =0. (4) 


Para la función v se obtiene el problema de determinación de 
los valores propios, que ya estudiamos al analizar las oscilacio- 
nos de volúmenes acotados (véase cl cap. V, $ 3, p. 1). 
Sean Ar, Aa, ..., An, +» + . los valores propio3, y Us, Vz, ..- 
A A O funciones. propias del problema (3). Las funcio- 
nes fu.) forman un sistema ortogonal. 
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Las funciones correspondientes 7, (t) tienen la forma 
Tr (y=C.e0An, 
y el problema auxiliar tiene la solución no trivial 
Un (M, D=C,v, (My ent, (5) 


La solución general del problema incial se puede ropresentar 
en la forma 


u(M,h= Y C,e “nto, (M). (6) 
n=1 


Al satisfacer a la condición inicial: 


u (M, 0) = f (M) == » CAU. (Mm, (7) 
n=1 
se hallan los cocficieutes 
y ¿(M)o, (M') dr y" 
nó Ie, 14 


donde 
lienll = 11 v3 (45) dm] A cs la norma de la función 04. 
T 


La función (6) representa la solución del problema. 
La ecuación 


uy —a du=f(M, l) ( =E) (8) 


con condiciones de frontera e inicial homogéneas, también se 
puede resolver por el método de separación de las variables. 
Haciendo, como de costumbre 


u(M, t)= Ze T,.(t) 0, (M) (9D) 


y «desarrollando la función f(M, *) por las funciones propias 
On (M7: 


00 


HM,09= Y 1, (905 (M0), 


4 . y 
fa ()= MEN $ (MO, 9) 0 (M') dir, (10) 
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se obticne, para determinar 7, (%) Ja ecuación 
y y + ad Tn = fs (2) (11) 


con la condición inicial 7, (0) = 0, sí u (M4, 0) =- 0, cuya solu- 
ción ticne la forma 


lt 
Py = jets, (1 er. (12) 
Do aquí se obtiuna: 


t no z 
uu, =$ 4 y eo za O PO) HAL", +) dae: de. (13) 
0 Aruet Pe, ll 
La expresión entre llaves corresponde, evidentemente, a la fun- 
ción de influencia de una fuente instantánea de potencia Q = ep, 
situada en el punto M4” en el momento 7, 


C(M,1,M,)= Y rr e AS (14) 


La solución del primer problema de contorno € para la ecuación 
de la conducción del calor con condiciones de frontera no homogé- 
ncas, ú |y = p, so reduce fácilmonto a la solución u de una ecua- 
ción no homogénea con las condiciones de frontera homogéncas 
u ly =0, si se haco 

¿=Uu +0, (15) 
donde “PD es una [unción arbitraria (suficientemente suave), que 
tome lox valores 4 cn 2 (véase el capítulo [U, $ 2). Con gran 
frecuencia se encuentra el caso de valores de frontera constantes, 
Mo = const, el cunl se reduce al problema con condiciones de 
Irontera homogéneas si se introduce la función 


Uu=u+Ho (D = const = Ay), 


que representa la desviación de la solución estacionaria. 

De esta manera, la dificultad principal en la resolución dé 
problemas sobre la propagación del calor en una región acotada, 
consiste en hallar las funciones propias y los valores propios para 
la región dada. 

La forma de la solución (8), que se obtuvo por el método 
de separación de las variables, es cómoda para estudiar una etapa 
suficientemente desarrollada del proceso, para grandes t. 
En efecto, los valores propios A,, para cualquier región, crecén 
rápidamente al aumentar ». Por esto, para ¿ > 0 la serie Convorge 
con rapidez y, a partir de cierto momento, ol primer término 
distinto de cero predomina sobre la suma de los demás: 


U(M, t) =C (AN e, (16) 
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Jósto corresponde al hecho físico de que, independientemente de 
la distribución inicial, n partir de cierto momento en el cuerpo. 
se establece un régimen térmico «regular», en el cual el «perfil» 
de la temperatura no varía con el tiempo, y la arnplilud disminuye 
exponencialmento al aumontlar el tiempo. Este hecho se halla. 
en la base de los métodos no estacionarios de determinación del 
coeficiente de conductividad de temperatura. En efecto, midiendo 
la temperatura del cuerpo en un punto arbitrario Mo, se halla que 


ln | u (Mo, t) | = —e24 t + In | Cie, (1) |. (17) 


La gráfica de esta función se representa, a partir de cierto 
momento de tiempo, por una línea recta, de cocficiente angular 
—ak,. Conociendo la magnitud A,, que depende de la forma de 
la región, se puedo hallar el cueficiente «de conductividad de 
temperatura. 


2. Enfriamiento de un cilindro circular. Estudiemos el pro- 
blema sobre el enfriamiento de un cilindro infivitamente largo 
de radio rj, con cierta temperatura inicial, si en su superficie 
se mantiene la temperatura nula. Supongamos que Ja temperatura 
inicial no depende de z (el eje z está dirigido a lo largo del eje 
del cilindro). Jintonces, evideutlemente, en lo sucesivo Ja tempe- 
ratura tampoco dependerá de z y variará sólo en un corte transver- 
sal S del cilindro. Escogiendo cn este corte un sistema de coor- 
devadas polares con polo en el centro del círculo S, se obtiene 
el problema de determinación de la función u (», q, £) que satis- 
faga a la ecuación 

G du 1 ; 
A A A (18) 
ar r dr rr a? 0t 
a la condición inicial 
u (r, q, 0) = 0 (r, q) (19) 
y a la de frontera 


u (ro, q. 1) = 0. (20) 


Como hemos visto, la solución de un problema do este Lipo 
so puede escribir en la forma 


u= YN Cc nto, (AN, (21) 
Jem 1 
donde se suma por todas las funciones propias del probleima 


Pv 1 de l de 


or ” dr ra 


Y (Fa, 4) =0. 
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listo problema de valores propios fue estudiado al analizar las 
oscilaciones de una mombrana circular (véase el capítulo V, $ 3). 


A cada vulor propio 


ín) 
Anm — (Es ) 
Ta 


Je corresponden dos funciones propias: 


ím) 
Uam = y, (ue ,) COS 7 


Fo 


—= a, 


v 


los cuadrados de cuyas normas son iguales n 
Pal E e, el A 
2: n=0, 
siendo ph la eniz m-ésima de Ja ecuación 
Ja (my 0 
Utilizando las expresiones para y y A, se obtiene: 


yu (r, p, t)= 


A pl n) ¿2 (ey, 
2 (Com cos mp + Can sen na) ES (Es = ,) e Fu! ; 
ui" Pique 1 Po 


(23) 


(24) 


(25) 


(26) 


(27) 


donde los cocficientos Cum y 20 se delerminan por la función 


inicial: 
(.m) 


¿Tor Ja ca | 


Cnm= " 9 


mo €n [E, (dy 


¡fo PJn (us r) son nyr de de 
mos, (4. (um Y 


¿ al lin +0: 
”""A22=0. 


(28) 
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Si la temperatura inicial O depende sólo de r, la serie doble (27) 
se sustituye por la serie sizmyple 
(0) 2 


O e m 
u(r, 1)= ES r)e e Je (29) 
Fo 
donde 
r (0) 
28D (1) ¿(ES +) r dr 
Cm E 2 Y, OS Ja), (30) 


[Y (pa Y 


y pm es la raíz m-ésima de la ecuación Ja (u) = 0. 

Detengámosnos con más detalle en el Problem sobro el enfria- 
miento de un cilindro calentado uniformemente, con tompceratura 
nula en la superficie. Si la liemperatura inicial cs 


u (r. O) = O = tg, entonces 
r a 
2 o (Ln r)rar 1 
Om = —— E 2 (30") 


ALIMD  —e, (o) 

puesto que ao (a) = lad; (a11'. De este mudo, se obtiene: 
o. (0) 40) 2 

u(r, Dd a cla (Hop) —18%,7,3*0 (p=-, 8 = qe ). (31) 
lo m=1 aos, (ue 0 ro 


En las tablas de las Íinciones cilíndricas (véase la pág. 814, 
tabla 3) sec dan los valores numéricos lanto de las raíces uf>, 
como de J4 (pm). 

En particular, 


a 2,40, J, (1) =0,52, 
e =5,52, J (1) = — 0,34. 


La serie (31) converge rápidamente, y para í grandes nos podemos 
limitar al primer término de ésta. En particular, en el ojo del 
cilindro será 


u u (r, t) t) 22|_- 2 e 6.0 — 1 G0e 79700 
—2,40-0,52 


0-2) 


(32) 
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3 Delerminación de las dimensiones críticas. En el capítulo 11f 
ee demostró que el proceso de difusión de un gas inocstable, 
cuya velocidad de desintegración es proporcional a la concenlLra- 
ción, conduce a la ecuación 


uy = a? Au 7- Pu (p < 0). (33) 


Los procesos de diiusión en presencia de reacciones en cadena 
tienen un gran interés, Las reacciones en cadena se caracterizan 
por que las partículas de Ja sustancia que se difunde, al entrar 
en reacción con el medio ambiente. se «multiplican». Así, por 
ejemplo, al chocar los neutrones con los núcleos «activos» del 
uranio, liene lugar la reacción de división de Jos núcleos, que 
va acompañada por la aparición de nuevos neutrones, cuyo núme- 
ro es mayor que 4. Estos neutrones, a $u vez. entran en reac- 
ción con otros núcleos activos, cansando su división y la genera- 
ción de nuevos neutrones, etc. De este modo tiene lugar el proceso 
de multiplicación de neutrones, que tiene el carácter de reac- 
ción en cadena, 

Considerando el proceso descrito en «aproximación de difu- 
sión», se obliene la siguiente ecuación: 


uy =a* Au + Bu (Bp > 0). (337) 


puesto que la reacción en cadena es equivalente a la presencia 
do fuentes de sustancia que se difunde (neutrones), proporcionales 
a la concentración (a la densidad de los neutrones). 
Consideremos el problema signiento: 
hallar la solución de la ccuación 


u, = a Au + fu  deatro de 7 (33) 
que satisfaga a la condición inicial 
u(M, 0) = 4 (11) (34) 
y a la de frontera 
ul le = O. (35) 
Mediante la sustitución 
u(M, 1) =u(M, yel*, (36) 


la ecuación (33) se transforma en la (1); las condiciones iniciales 
y de frontera quedan invariantes. De este modo, la función u 
buscada tiene la forma 


u(M,t)= Y Creta, (Mm), (37) 
n=»1 


donde C, se determina de la- función inicial, según la fórmu- 
la (10). En el caso $ < 0 (difusión con desintegración), los expu- 
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nentes de la serie (37) son menores que los exponontes respectivos. 
do la (6). Esto significa que, si hay desintegración, la disminución 
de la concentración tiene lugar más rápidamente que en el caso 
de difusión pura ($ = 0). En el caso $ > O (difusión con multi- 
plicación), si por lo menos uno de los coeficientes es PB — a34 > 0, 
es decir, P > a?;,. con el transcurso del tiempo tendrá lugar, 
en general (C, +0). un aumento de la concentración en forma 
exponencial (reacción en cadena). La magnitud f es una caracte- 
rística de la sustancia (coeficiente de desintegración), y 4; dopende 
esencialmente de la forma y las dimensiones de la región. Diremos 
que cierta región T¿, tiene, para un f dado, dimensiones críticas, 


3 
infinita, un cilindro y una esfera. 

1. Capa infinita 0 <x<l. Considerando que ol problema 
es unidimensional, se tiene (véase el cap. II, $ 2): 


2 2 
Tu n 
(7) y 
El espesor crítico l¿, de la capa, a partir del cual tendrá lugar 
el proceso de crecimiento en avalancha de la concentración u, 
se determina de la condición 
an _ 3.14a ¿ 
la =>. (B > 0). (38) 
vb vB 
2. Cilindro infinito. Considerando que el problema es plano, 
se aprecia que el mínimo vulor de A corresponde a la [unción 
propia que posee simetría radial, y es igual a 


xo (El 3) (1 = 2,4048). 
Fo 
De aquí se obtiene, para el diámetro crítico, la fórmula 


(0) 
Ni an A, a. (39) 


3. Estera. El valor mínimo de A corresponde a la función 
propia que posee simetría esférica, y es ignal a 


(5) 
hy = mm , 
R 


de dourle se obtiene, para el diámetro crítico Der, la fórmula 


2 
D.. = na . 6,284 (40) 


Ve VA” 


si A = E. Hallemos las dimensiones críticas para una capa 
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$ 3. PROBLEMAS DE CONTORNO PARA LAS REGIONES 
CON FRONTERAS MOVILES 


1. Fórmula de Grcen para la ecuación de la conducción del calor y fun- 
ción de la fuente. Para la ecuación do la conducción del calor, se pueden 
plantear problemas de contorno para rogioneg con fronteras quo se despla- 
2an con el transcurso del tiempo. 

Pura mayor soncillez, consideraremos rste prohlema para la ecuación 
con una varíablo geométrica 


L (u) = Uli — 4 =0, (1) 


aunque toda la Sa Ei se puede goncralizar al caso de varias variables. 
Consideremos |n región BA£F (lig. 78), delimitada por las caracterís- 
ticas AB y EF (£ = const) y por las curvas determinadas por las ecuaciones 


zx = Xi (1) (para AL) 


y 
z= %a (1) (para BF. 


El primer problema de contorno para esla región consiste en determinar 
la solución de la ecuación de la conducción del calor (£) que satisfaga a las 
condiciones inicial y de fronlora 


“=q.(x) en AS, ) 
llo gara) Pa) ly er) = M2 (0). 


Del principio del valor máximo se deduce directomente que este pro- 
blema no pued tener más de una solución continua. Análogamente se puuden 
plantear los otras problemas de contornn. 

Establezcamos la [fórmula de Green para la ecnación (1) y la represen- 
tación integral de las soluciones de este problema. 

Consideremos el operador 5 


A (ej .- a? Sr + 


(12) 


di y 
TO (3) 
integrando ln expresión 

4 (q) — queét (ap) + 0? (q — da — (pde 
en cierta rogion PABQ (fig. 78), donde q (7,1) y p(z, t) son funciones 
arbitrarins, derivablos un númoro suficiente de veces, y aplicando la 
función do Groen, so obtiene: 


8 Li) dh 
[$ 192 (ot (y) az at $ | ypaz tar (y Eo GE) a], 
donde la segunda integral se toma por el contorno cerradu PA/%Q. Si 


L(p)=0 y of (p)=0 entonces, escribiendo con más detalle el sogundo 
miembro, so obtiene: 


a de E es] [ wpaz+a2 (y Lo 2) a1]— 


Sea p(z, £3=u(z, 4) alguna solución de la ecuación do la conducción del 
calor £(n)=0, y p=Gp(x,t, E, 1), la función de la fuento para csta 
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Fig. 78 
ecuación en la recta infinita: 
(x- E)2 
4 " Haldt-0) 
Colo, e E y —_——————_—— «e (5 
A á 


que se llama con frecuencia solución fundamental de la ecuación de la con- 
ducción del calor. La función Go (x, €, E, t) satisface a la ecuación Z (Gp = U 
con respecto a las variables x, t, y u la ocuación conjugada ef! (Gp) = O con 
respecto a las variables E, 7. 

Seca M Ces t) elerlo punto fijo dentro de la región BAEF, en la cual 
se quiere hallar el valor de la función u (z, 1), y My, el punto do coorde- 
vadas z, + h, donde k > 0. Crazando por ol punto M la característica PQ, 
sustituyendo en la fórmula (5) 7 por E, ¿ por t y aplicándola después a la 
región ABOP (fig. 78) y a las funciones 


eg—nlt.r) y pi, —Colz, t4-h, E, m, (8) 
tendremos: 
_ ex py 


' e 40h 
A $ (E, 18] dE = 
YU 2 |: na?) 


= 1 S a 01 06 
= j U (E, 71) Gol, td-h, E, 1) dE4 a? (co e 
FPABO ” > 


Pasando al límite cuando ¿—>0 y teniendo en cuenta Ja continuidad. 
con respecto a h, de las funciones Gp(z. t-+-h, E, 1) y dE en PABO, así 
como también la igualdad 


ca 
(x—£1? 


408) 


lím — 
ha. 2 Y Ta 
PQ 21 


(E, 1) dh=x (7, 1) 1). (8) 


al (e, 1) se halla en el segmento 2Q, se obtieno Ja fórmula integral fun- 
damental 


A E O 


0% d 
PÁBQ BOPA ig 5 


li Víase el capítulo 111, $ 3. 
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que da la reprosentación de solucionos nrbitrarias de la ccuación de 
la conducción del calor. Escribámoala una vez más delalladamonte: 


E ta—tE:12 mn (x— Ma 
hal (1-1) 4o%(t-1) , 
e til , 
u lx, l) = j A E (6, 145 pa? === 7 br— 
PÁRQ a t nnu- Ut—7T) HOGPA 2 V su (t—1) > 


(x—Ey3 


y TS 
—at j AS (===) dr. 00 
BOFPPA 202 eE) 


Esta fórmula no du las soluciones de Jos problemas de contorno, puesto que 
para calcular el segundo míombro hay que conocer los valores no sólo du u, 


amo lumbión de ES a lo largo de los arcos A£ y 434. 


Mediante una transformación, en forma Pio vs a como se hizo parn 
Ja ecuación de Laplace al introducir la función de la fuente, se puede excluir 


a E de esta fórmulu. 

Soa yv alguna solución de la ecuación coujugada «% (vu) = 0, que se 
anule en PQ, y u, la solución do la ecuavión de la conducción del calor 
XL (u) = 0. Aplicando la fórmula (4) a las funciones + y u para la región 
PABO, se obtiene: 


0O= j (E. det, 1 dal E E ar | ó (10) 
PADQ 


Restando de (0) la fgualdad (10). tendrumo»: 


uo | ner naa (o ea], am) 
PABO 


donde 
G(x, 1,8, =Coíz, t, E, T) — v. (12) 


Si so escogu la función v do modo que sea 
G=uecn PA y 50, 


so obtiene la representación intogral para u (x, €) en la forma 


u(z, 1). ¡ u (E, 1)C (r, 1, E, 1) dE yal j 5" ci dt —a?l $ u e dt. (13) 
AB ae 0? ñQ 


La fórmula (13) da la solución del problema de contorno (1) — (2), en cuyas 
condiciones se dan los valores de la Íimción u. un AP y BQ, así como tam- 
bién eu la recta z 

Detongámosnos con más detallo en el análisis do la función G. Esta so 
determina mediante la ropresontación (12+, donde la función uv (7, T) se carac 
toriza, por las siguientes condiciunes: 

iv (E, 1) está definida en la región PABO y paru tr < t satisface a la 
ecuación conjugada of (uv) == O. 

2%v4:==0 en PQ, es decir, para T==t, 

3% v (E, Y= —Golz, £, E, 1) on PA y QB. 
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Fig. 79 


En virtud do costas condiciones, la función v dependo de los parámetros 
z, £, de manera que v =v (zx, £, E, t) y para hallarla hay que resolver un 
problema de contorno para da ecuación 7 (0) = 0, ol cual os equivalonte 
a la resolución de un problema de contorno del tipo (2) pare la ecuación 
L (u) = 0, cosa que se compruchba fácilmente cambiando'el signo de 7. De 
este modo, al representar a la función u (=, ft) mediante Ja tórmula (11), 
quo da la solución del problema de contorno (2), la dificultad principal 
ronsisto en hallar la función + (z, t, E, v). 


Consideremos la función > (z, f, E, vt), definida por las condiciones: 

1% (z, t, E, v) está definida en la región PABQ pata ¿>> 1 y salistuce 
a la ecuación da la conducción del calor £ (0) = 0, como función de las 
variables x, 1. 

2%v=0 en AB, 09 decir, para £ = Tí 

y= —=Gy en AP y BQ. 
Demostremos que v(z, t, E, 1) =v(z, t, E, Te == 

Consideremos la función G(x,t, E, 1T)= Go +» Evidentormiente, 
para cualquier solución u de la ecuación A (u) = 0, tiono lugar una fór- 
mula anúloga a la (9): 


¿n= | Tedrqo (5 Cp) de, (9%) 
BGPA 
así como también una [órimula aubloga a la (13): 
uli, 9 =|u0ar+a [ata j 5 as, 113") 
PQ 15Q AP 


Estas fórmulas se pueden obtener de las (9) y (13), cambiaado el signo de 7, 

puesto que entonces la ecuación as? = O se transforma en la £ = 0. 
Aplicando la fórmula (13) n la región PORS (fig. 79), dondo NS os 

el segmento de recta que corresponde a la ordenada 0, siendo t > 0 > 


y a la solución u (z, £i = (G (xr, £, E, 0), continua en esta región, do la ecua- 
ción £ (u) = 0, se obticno: 
G(x, 1, É, 1)= | Gíz",0,E,1)G(x, t, x, 0) dx", 
A9 


puesto que las integrales por RP y SQ son iguales a cero, en virtud de ge, 

Aplicando análogamente 1n fórmula (13) a la región ARSEB y a la xolu- 
ción u (E, n =G(z, t, E, 1), continua en esta región, de la ecuación 
“R (u) = 0, se obtiene: 


Gízx, tE, ym= | Gixr,t, 2", 0) (x, 86, É, Daz”, 
KnS 
14104. 
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7 m 


a) ---- 
a 
5 


po que las integrales por BS y AR son nulas. La comparación de estas 
órmulas nos da que 


G1z, t, Ss 1) =G (r, t, 5 T). 


Esta igualdad demuestra que la función G, considerada como función do 
Z, l, liene park £= T y z = ÉE una singularidad que la caracteriza como 
función do la fuente, es igual a cero para t = t y x e E, satisface a la ccua- 
ción La, (6)= 0 dentro de APOB y se annla en AP y BQ. Es natural llamar 
a tal función función de influencia de la luente puntual para la ccuación de 
la conducción dol culor en la rogión APOQB. 

De esta forma, cualquier solución de la eouuwción de la conducción 
del calor sc puede representar mediante la fórmula (13) por la función 
de la fuente. 

Si se da la ecuación no homogénea £ (u) = / (x, 1), en la fórmula (13) 
hay que agregar al segundo miembro el sumanda 


Ni Gx, t, Er 1) f (E, 1) di dr. 


2. Ikesolución del problema de contorno. La fórmula (13), obtenida 
ás urriba, da la solución dol problema de contorno para un Segmento aco- 
tado de oxtremos móviles. Sí los extromos AR ustán fijos, los arcos AE 
y BF 36 sustituyen por segmentos de recta, paralelos al ejo +. La rogión S 
tiene, on este caso, la fnrma de un rectángulo de lados paraleloy a los ejos 
coordenados. De la fórmula genoral (11) se puede vbtener, mediante el Pag 
al iímite, la fórmula de Poisson, que da la solución de la ocuación do le 
conducción del calor con condición inicial duda en la recta infinita. 
Supongamos que en la parte de la banda, limitadu por las dos caracte- 
ríaticas £ = 0 y £ = Ó, que pasan por los puntos A y £ (fig. 80), las fun- 
ciones u y u, satisfacen a las desigualdades 


du 


7 eTKxi Gp, (A) 


Puta DIOF?ZN y | 


donde K >0 y N > 0 son ciertos números. Sustituyamos el arcu BQ por 
el segraento do recta x = 1, donde ! es un número positivo, que cn lo sucé- 
sivo aumentaremos indefinidamente. Partiremos do la fórmula (9), la cual 
escrihiromos coma sigue 
_ EA 
e Fat(i=w) 


u (x, lo nn 
al: 2 Y na? (t— 1) 


[60d dute, 1) year], 
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Considoremos la integral pur cl segmento DQO: 
(x-1)2 


e fair) [ a dl a $ai e 
Lia a] 


) : 
Let. 
, 05 ia 2 Y xa ((—r) 
A (xp 


Tato 
1 j u ll, y A =1 +12 
, 4 Y nal (tv) (t— +) 
y demostromoa Une tiende a cero cuando 1 -—+ 00. 


Apreciemos la integral /, para grandes valores de !: 


¡e 
Nal 2- 7 ' dt 


NAS SE 23 
ES 2 Y ni? a > Vi—7 


(3 <>3 yu -09<5). 


Es evidente que |/,|=>0 cuando ¿--» co, puesto que ¿M es un punto 


fijo y 4 se puede escoger en forma arbitrariamente pequeña, f por ejemplo, 
do forma que 


y 1 
TA 
Análogamonte se domuestra que | 7310 para 1» oo. 


Si las desigualdades (A) para la función e (z, £) y su derivada ps 88 


cumplen también para z negativas, so puede tomar como enrva AZ el seg- 
mento de recta z = — 1 y, repitiendo los razonamientos expuestos, com- 
probar que al pasar al Jímite, lu integral sobre 24 en la fórmula (9) tiende 
a coro Coma resultado, se nblirno la fórmula de Poisson, que ya hemos 
encontrado en el eapítulo TIT, $3). 


(x—E)2 
i a puoS 4? 
s 1 = ———_— no. y er E, . 
u (2, 1) VU = al V (E, 0 


Considerando la región semiinfinita y suponiendo que para la función 


de la fuente G (x, €, E. Y) se cumplen das desigualdades (A), se halla, me- 
diante razonamientos unálegos, que 


CA 
Exa La 


2) Los razonamientos expuestos no se” pueder considerar como una 
deducción de esta fórmnla, puesto que nos basamos cn ósta al obtener la 
fórmula (9). 
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donde 
pl) <= te lza, 0 y q121 = « (<, 0). 


La función de la fuente para la recta semiinfiuita y == 0, como es fácil com- 
probar, so puede obtener por el métado de la reflexión, y es igual a 


AENA A E 3 
Giz.t, E, A E qad(l y 4 4021) Je 
2 Y ae (t—, l 


puesto que se la puedo representar on la forma (12, satislaco a la ecua- 
ción de la conducción del calor con respecto a las varinhles z, £ y se anula 
para r=0. 

G(0,1, E, 1)=0. 
Calculando la derrvada 


32 
qe Y £ e. *BU=0) 
UE E==1) 2 Va [a2 (¿— my?* 


y sustituyendo su valor en (14), so obtiene la fónmula 
Ey3 (y 5)2 


(ri Ea se 
u (x, 0 ' ya KE ho?! an 4.120 ]Juna+ 
0 
4 £ 2, pe x3 
a 4u?/—1) 
= Y ——————_——_—— dt, (15 
MERA j [az (¿ — 19192 i ARTIE ) 


0 

la cual determina » la función +: (z, 2), que satisface a la eenación 
U¿= 4 ex (0<zr<"e, 1 >0) 

y a las condiciones complementarios 
u (z, 0)=0Q (m, 
u (0, 1) =p (£) 


3. Función de la fuente para el segmento. La sulución de la ccunción 
do la conducción del calor en el segmento acotado 0 < zx <lIsc da por la 
fórmula (11), la cual, despues de sustituir los arcos PA y BQ por segmentos 
de recta y de trasladar el origen de coordenadas al punto A, toma la forma 


(0 0). 


eg Ma (1) dr + 
1 


+f06,13090% 
ñ 


i t 
ato, 9=e | Gel, mae | e 
1] 


, 3 


donde 

gy (1) =4(0, 2), pa (t) = u (Il, 1), q (7) = u (z, 0). 
La función de la fuonte G E O E a! para el segmento se puede hallar por 
el mélodo de las imágones. Ubicando fuentes positivas en los puntos 2n! + E 
y negativas en las puntos 2al — E, representemos la función de la fuente 


mediante la sorio 
00 


>: n (z, )= $ [Go(z, t, 2n1+E, 1)—Gp (2. t, 2n/—3, v)), (16) 


nu —- Y 
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donde 
(x-E)2 


A A 
2 Vina? (t— 1) 
es la función de la fuente para la recta infinita. 


Lo convergencia de lu serie, así como también el cumplimiento de las 
condiciones de frontera 


Glxwo0 Y CGlxi=0 


so establucen sin dificnttad. 
En el $ 2 del capítulo JII fue obtenida olra farma de representación 
de la función do la fuente: 


A co Ñ n?:3 ad(t—x) 
G (x, t, E, 1)=-F > a sen =2 z son 3-5. (17) 
mueca dl 


Demostremos la equivalencia de ambas roprosentacionos. 
La fórmula (17) so puede considerar como el desarrollo do la función 
G (z, t, É, 7) en serie de Fourier en senos on el segmanto (0, ld): 


so 
G Az, tt, E 1)= > (nizr, t, 7) sen E (18) 
n=1 


Calculemos los coeficientes de Fouricr G,, de la función G. determinada 
por la serie (168): 


[ 
Ca=+ j G (z, t, E, 1) sen =F Ed= 
0 


co , 
2 nn. 
E Ss [ ) Go (1z, £, 2n1+E1, T) sen +F 6l dE — 


l==-— 0 
l 
=> ( bn (zx, t, 2gnl— Ez, 1) sen — ta 2) a 
0 


Introduciendo las nuuvas variables de integración 
e=2n+E y E=2nl—ta 


3e Ohtieno: 
so (2n+ 1) 
a Y LS mansa 
2 den ¿ni 
4- Got, t, E”, 1) son GE" ay, 


(2n- 1)! 
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de donde se deduce que 


yA 
Gn=-7 ' Gutz. t, E, 7 sen => 3 d£g= 
oo 
9 +0 4 _ tr EM 
tad t-t) nin e 
S=r Dn í( sen —— 5, 
[ | 2 Y aa t--1) pe% 


introduzcamos la variable 


PS + MA 
2 Vai .1) 
Entonces 
A. A A O CTO 
2 Va ui=u ES ESAS 
nu QA yá .8.u. nn QA A AAA—Á 
— AB E Cos Y ai ((—1)4 ¿cor HF 2senm—— VetU—D4; 
> 300 
TA 1 22 A rr rl MN 
Cp —=-q sen TV j e cos —= Vatit—irdh- 
4 00 
2 an 1 —,3 Zn .. _—— 
+7 008 — "Y e son —— Y a t—u) Adh, 
— 00 


La segunda integral es igual a coro, puesto que el integraudo es uha 
función impar con respecto al origen «de coordenadas. 
La primera integral os un caso particular de la 


co 


Tia, fl == | eOX cos PA da, 


que os igual a 


En nuestro caxo, ca 


¿ 
de forma que 
Ya o 
2 
y 2 
9 - > alI—") SS 
Ca=>3 e DAT a X 
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Sustituyoendo la expresión hallada de los coeficientes de Fourier G, en la 
fórmula (18), se obtrene do inmediato la segunda represeutación (19) para 
la función de la fuente G. Con esto queda demostrada la equivalencia de las 
dos representaciones diferentes (16) y (17). 
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1. Propiedades de los potenciales térmicos de capas simple y doble. 
Como hemos visto, toda solución de la counación de la conducción del calor 
se puede representar en la forma (fig. 79): 


u (zx, t)= | Gu de — j Gyu di + | Gyi d+ $ (su e) dt. 
AB AP BQ BOQFPA 


Estudiemos cada sumundo por separado de osta suma, y demostremos, 
ante todo, que cada uno de ellus satisface, por separado, a ln ecuación de la 
conducción del calor. En efecto, el primer sumando es la integral de Poisson, 
pora la cual csto ya fue establecido. 

Demostremos que, para los puntos interiores de la rogión PABO, las 
integrales 
[x-i Oya 


¡E _————_—_ > 
Qi 
e 4u2(1=—Y) 


Y =al j Gpyv dr=a v(t dr 
AP 


a? í 1 
2 Y , Val —r) 
E =xYi (1) 
(x— 2x1 (0)1 


? 

, 0Go 1 ITAM aa — 1) 

W — 2a2 | a Pes 2a VA ! MS e 0 (1) dí 
AP ) 


salisfacen a la ecuación de la conducción del calor. 

Las funciones Y y W su llaman potenciales térmicos (de capa simple 
y de doble capa respectivamente). 

Las dorivadas de las funciones V y W se calculan deriviumdo bajo al 
signo integral, puesto que el sumando que aparuce al derivar con respecto 
a £ es igual a coro. Por ejemplo, 


; ' O e A 
» 4a3(1—r) Es 
Gotz, £, xa (7), 7) pu (7) 2 =2Y% Vaiaoo dá p (1) in 


en virtud de que x + xy (0. De esta manera, la derivación con respecto a los 
parámetros x, £ se referirá u la fanción Go, la cual es solución do la ecunción 
de la eonducción del calor. Bl estudio de los demás sumandos se efectúa 
análogaumente. 

Estudiemos ahora cl comportamiento de las funciones V, W en Ja curva 
AP (x = Y, (0). Es evidente que la integral Y es continua cuando el punto 
(z, €) pasa por la curva AP, puesto que costa integral converge uniformomente 
(vóase el capitulo IV, $ 5). Demostremos que W tiene vna discontinuidad 
al pasar sora curva A?, siondo, además, 


Peezungo =Y lar) PRO, 
w lx) w he=xit0 —H (2). 
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Esta demostración se ofeotuará bajo la hipótesis de que las funciones 
%a (0, y nu (5 son derivables. 
Consideromos, primoramento, 1W com donyidad constante y (tf) = Mo: 


1 t y” [xx 08 
WO (e, ty =——. | EM su dr 
AV ) Gu rz * did 
0 
y la integral auxiliar 
i t E [x-210)]? 
Vo (x=, )= a | Am. 24a2((—-T) dr, 
(=. +) 2a Va PA Vi" de 


que es una función continua en los puntos del arco AP, en virtud de la obser- 
vación hocha. 0 
La diferencia W”— V” se calcula dircetamente: 
g£  _ [x-x1(07 


WU yr, s) — Vo (T, )= 1 . ) E tai((—1) A 


2a | in 
(0 2x0 2 t 
211 1) aC -u2 
X [ En — | Ho dt = o —= e da 
(EAS Vii va dl x—YX1t fo) 


(a T—A (0) ) : 
2 Y at(t—x) 
donde 
ag= +0, si 1 > 11 (0), 
ay==0, si r=%, (l) =Y0, 
A9= —00, Si 1 < LE). 
Cuando z —> xq +0, se obtiene: 
(W0 (29 40, £) — WO (xo, 2))— [$ tzo +0, 1) —P tzo, 1] = 


En virtud de la continuidad do V, se tiene: 
Y (2 +0, 1—Y (zo, 1)-=0, 
De csta forma, , 
WO (29 + 0, £) == WU (Zy, 1) + po. 
Si y (t) no es constante, entonces 
W (z, 1)=W0(%, t)—p(z, £), 


dondo 
[x—x1 (1933 


f 
did 7 lao pr EU la (o) —p (0) e. 
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En virtud de las hipótesis hechas sobre la derivabilidad de la función 
g (1), esta integral tiene la misma particularidad para t = t que Y, con- 
verge unjJormemento y es una función continua en la curva AP. Do este 
modo, el límito de W (z, £) cuando z == xy +0 es igual a 


Wízit0, )= Wi, 0+py 
que es lo que se quería demostrar. 
Nou es difícil comprobar que la dorivada dd (z, 1) es discontinua para 
z = £p, on lorma semejante » 1 (z, (). Esta derivada cs igual a 


i [x-%1 (0]1 
ov 1 1 ] a — Y (1) E uni 


ha (1-7) y (1) dí 


da Y 2) — y? 
) 
y es igual a —W (zx, £), con densidad 
1 
pa (8) ==. 


Do aquí se deduce que 


oVv _AV y vt) 
Era (Tp +0, t)-= 57 (Zo t) to 


donde la integral 


>y 1 : t (1) _Sfro—A1 (DR 

¿ zo —%X (1 dad (1-1) 

— (í 9 — = j 0 e y (7 dí 
dao 2 yn 2 Ñ (ty) 


os igual a la semisuma de las derivadas do Y en el punto zp por la 
izquierda y por la derecha: 


yv 9V > 
a [57 o+0, t) +37 (29 —0, 9]. 


Obsérvese que la función V (x, ¿) na tiene derivada en cl punto Zo: 

Con esto concluiremas el estudio de los potenciales a lo largo de AP. 
res propiedades de cstos a lo largo de la curva 2Q son completamente aná- 
ogas. 


2. Resolución de los problemas de contorno. Los potenciales térmicos 
constituyen un aparato analítico cómodo para la resolución de los proble- 
mas de contorno. 

Consideremos, primeramente, el primer problema de conturno para 
la región semiacotada r > Y (£): 
hallar la solucion de la ecuación 


uy = An, para - >% (0, t > lo. 
que satisfaga a las condiciones 
u (2, 10) =Q (0, x > % (lo); 
lx (0 ld] = 1 (1), £ > lo. 


Sin detrimento de la generalidad, se pucde considerar que q (7) == 0, puesto 
que tomando la diferoncia entre u (z, £) y una solución arbitraria de la ecua- 
ción de la conducción del calor y (z, t), que satisfuga a la misma condición 
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inicia), se obtiene una nuova función, para la cual será q (2) == 0, y su valor 
do frontera seguirá siendo conocido. . 

Suponiendo que ya se efectuó la reducción « la condición inicial mula, 
oseribamos la solución en lu forma 


zos y Mi 7 .. 
E o te (O, 1) abr ar 


t 
u (x, ¿) = 1 lz, t) = j 
v 


t 2 (1932 
1 $ a IS 


— —_—_— : p dr, 
va ) jay? dead 


1) 
esta función satislace a la ocuación para 7 > YX, (£), está acotada en el infi- 
nito y toma el valor inicial nulo para cualquier colección de fi (1). Paca x = 
= y (1), ésta es discontinua, y su valor límite para < = xy (£) + 0 debe ser 
igual a p(n: 


o 7] MO AI 
TY) 1 LO XI (0), Att) p (1) dr-=p (1). 


2 Y rear” 
Esta igualdad es nna ecuación integral do Vulterra de segunda especie, para 
la determinación do la función y (7), que delorimna la solución huscada 
u (z, t). La oxistencia de la solución siempre liene lugar, en virtud de la 
teoría general, si la curva x = Y, (1) se determina por una [unción derivablo. 
Esta ecunción es particularmento sencilla, si la frontera do la rogión 

es inmóvil: 7, (£) = Zo. En oste caso, la integral so anula y 


mi (1) — 28% (ts, 
de maucra qua la solución buscada 0s 


1 (x—x1912 
1 L—Ig  hud it) 
2a Y x ) ==) +* 3 


Esta fórmnla ya la encontramos dus veces (véase el capitulo 1I, $ 3 y el 
capítulo Vi, 5 3, p. 2); sin emburgo, sólo y«hora se dio la demostración de 
que esia función satisfaco n la ecuación y u las condiciones complementarias. 
Los problemas de contorno segundo y tercero se resuelven análoga- 
mente, mediantu cl potencial. Consideremus el problema de contorno para 
una región acotada, tomando las condiciunes complementarias en la forma 
u (2, 0) =p (7), X1 (0) < z < %a (0), 
e [xa (0); el = ps (2), us lxz (0); 2] = Ma (2) (t > 0). 


Considerando quo el valor inicial se reduju a cero: q (z) = O, repre- 
sontemos la solución como sigue: 


ln )=3W,+W)= 
t 1 
0G _ NG ds 
= | GE ts a rl a a (ns a a de. 
de di 
u 


Esta función satisfaco a la condición inicial nula, para funciones 
pa (1) y pz (t) cualesquiora. Esta es discontinua para z=%Xy(() y 27=%Y2L0) 
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y sus valores límite pS 2=%1 (1)-4+0 y z=%2 (t1 —0 dehbon sor iguales 
a pu (0) y palt), lo cual nos da el sistema de ecuaciones 


= t La 0%: (0938 
NL 1 A AS E SN 


Sa + Vi ) TE pr (0) dr+ 
OA O | 
EVA | [az (1 — ey? ' Ha (1) dí == Ay (£); 

: Dia (0x1 CIS 


la CA 1 ) 3 (0—x (1) ES 4a1 (t—1T) Ha (1) dr-+ 


2 AY) par — 112 
t _[xz (H—ze (1,13 
1 Xa (1) — La (T) e ti) 


== | > ta (1) dT = pay (£). 
: 372 
aYa » [2 (£— +] 


+ 


Este sistema es un sistema de ecuaciones integrales de Volterra, el cual 
tiene siempre solución. 


EJERCICIOS DEL CAPITULO VI 


1. Una esfera de radio Ry se halla Mena de gas de concentración 
19, €n el momento inicial; fuera de la esfera, la concentración es ignal 
a cero. Hallar ta función « «que caracteriza el proceso de difusión del 
gas en el espacio infinito. Resolver el mismo problema para el semies- 
pacto, cuando hay una frontera impermouble al gas z = Ú. 


2. Resolver el problema del calentamiento de una esfera de radio 
Ro, si la temperatura inicial es igual a coro, y en la frontera se mantic- 
ne una temperatura constinto. 


3. Hallar la temperatura de una esfera, en cuya superficio tiene 
lugar un intercambio térmicu cun el medio, de temperatura nula, si la 
temperatura inicial es constante c igual a uy. 


4. Un cuerpo rígido homogéneo está limitado por dos esferas con- 
céntricas, de radios a y 242. La superficie interior del cucrpo está 
aislada térmicamente, y en la exterior tiene lugar un intercambio 
térmico con el medio, de temperatura nula. Hailar la distribución de 
la temperatura en cl cuerpo en el momento £, si la temperatura inicial 
do éste cs igual n no. 


5. Deducir la ecuación do la difusión en un mediv que se mucvo 
con velocidad constante. Escribir la expresión de la función de In 
fuente puntual en el cxpacio infinito. 


6. Estudiar el problema estacionario de la difusion un un medio 
móvil, considerando que la velocidad del movimiento es constante, 
y despreciando la difusión a lo largo do la dirocción del movimiento 
del medio (prublema sobre el ataque de gas). Escribir la función de 
la fuente para ol semiespacio, considerando que el pluino z = 0 es 
impermeable con resprclo al gas. 
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7. Escribir la función de la fuente térmica para la capa limitada 
por los planos ¿ =U y 2 =1, así como también para una cuña do 


y sn ] 
ángulo 7 (Mes un entero) con condiciones de frantora nulas. Analí- 
zar ln solución. 


8. Hallar la función de infinencia de una fuente instantánca de 
calur de polencia Q, que se halia distribuida uniformomente en la 
supecficio de una esfera de radio a. 


9. Resolver cl problema sobre el calentamiento de un cilindro 
míinito, cuya temperatura inicial es igual a cero, y en la superficie 
so mantiene una temperatura constante. Utilizando las tablas de las 
funciones de Bessel, hallar el perfil de la temperatura (tomando en 
el radio diez puntos) y la temperatura media en una sección para 
momentos grandes de tiempo. Construir las gráficas respectivas 


10. Analizar el problema sobre la mognetización de un cilindro 
infinito por un campo magnético constante, paralelo al eje del cilindro. 
Utilizando las tablas de las funciones de fBessel, calcular la magnitud 
dol flujo de la inducción a través del corte transversal del cilindro. 


11. Escribir la función de una [uente puntual instantánea de calor 
para una región cilíndrica infinita de sección arbltraria, con condi- 
ciones de frontera do primera cspecie. Estudiar el caso particular de un 
corte transversal de forma circular. 

Indicación. Representar la solución en la forma 


u(M,z, 1) = S Uan ls, 10) Yn (M), 
n=1 


dondo pn (M1) es la función propia de la sección transversal del cilindro. 


APENDICES DEL CAPITULO VI 


l. DIFUSION DE UNA NUBE 


Estudiemos el proceso de difusión de la nube gaseosa que 
se forma al explotar un proyectil. 

Con la explosión de un proyectil se genera cierta cantidad de 
humo Q, el cual se propaga en todas direcciones, formando una 
nube. Esta crece al principio, luego se transparenta en los hordes, 
su parto opaca oscura disminuye, toda la nube se transparonta, 
comienza a desvanecerse y, al fin, desaparece. Este cuadro se 
ve con particular claridad en un día despejado en el fondo del 
cielo celéste. 

El proceso de propagación de una nube de humo se puede inter- 
pretar como el proceso de difusión del humo de una fuente puntual 
instantánoa de potencia Q en el espacio infinito. Este proceso 
de difusión tiene un carácter no molecuJar, sino turbulento; 
a él le corresponde cierto cocficiente efectivo de difusión turbu- 
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lenta D. Aquí no se tiene en cuenta la dispersión inicial del humo, 
así como tampoco la influencia de la tiorra, que es prácticamente 
insiguiflicante. Bajo estas hipótesis, Ja concentración dol humo 
se expresa por la fórmula 
” 4 3 _x*4+yz? (D ze 
u(r, y, 2, t) = (+ 4D = 45, 

2 VnDt 
si se ubica el origen de coordenadas en el punto de explosión del 
proyectil. 

Detengámosnos en cl problema de la visibilidad de la nubo. 
El tiempo durante el que la nube se desvanece totalmente depende 
de la absorción de la luz en la atmósfera y del umbral de la sensibi- 
lidad del instrumento de medición (ojo, película fotográfica, 
etc). 

Como es sabido, la intensidad de Ja luz, que pasa por capas 
homogéneas de un gas, es aproximadamente igual a 


T= 1pe 71 
donde Fo es la intensidad original de la laz, a = apu. el coofi- 
ciente de absorción, proporcional a la concentración del gas 
absorbente (ay = const), u, la concontración del gas cn la capa 
y l. el espesor de la capa. 
Si se tienon dos capas de espesores 1, y l¿ con diferentes con- 
centraciones del gas, u, y uz, entonces 


O O 


De aguí queda claro que la intensidad de la luz que pasa por una 
vube, cuya concentración del humo cambia en forma continva. 
se determinará por la fórmula 


T == OS Í al 


La visibilidad de la nube se determina por el cociente a que 
0 
depende de la magnitud Í u dl. 
Sen $ el umbral de sensibilidad del instrumento de abservu- 
ción; entonces, para 


LA o bien >1-8 


0 0 
la nubo se vuelve invisible; para 


Ln —6, o bien Los 
Io Lo 
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la nube patece completamente opaca. Si 


La 
la nube parece al observador parcialmente transparente. 30] gra- 
do de transparoncia depende de la magnitud del cociente 


—Ug $ u dl 


— =— ( A 


Jo 


es decir, de la magnitud de Ja integral | u al. 

Dirijamos ahora el eje 3 por el rayo visual y consideremos que 
el observador se halla en cl infinito. Entonces la nube se proyecta 
en el plano (z, y). Para apreciar la visibilidad de distintas partes 
de la nube, que corresponden a los puntos (x, y), calculemos 
la integral 


00 3 0 _ 23142422 
fudl= | u(=, y z2)dz=0Q +=) 3 e “iD dz= 
e Vapt 


4 2 _2 
= 04)» 4 Dt 
2 VxD!1 


Si la cantidad de humo en el rayo visual cs pequeña, 


ua, entonces Ls í —Ú6, 
Ao Ja 


y la parte corrospondiente es totalmente transparente. Si la cans 
tidad indicada cs grande, 


$ u dl >> pi , €ntonces L <e*—8, 
Zo lo 


es decir, si se elige A = l1n de forma adecuada, la parte corres- 


pondiente de la nube es tolalmente opaca. Para 
— < Fu dl < En ; 
Lo 
la condición 


% fudi=5, o bien 200 ( 


1 y 2 
e Di=6É 
2 VnxDt 


(0=124+y%, 
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P 


Fig. 81 


determina la frontera de la nube, fuera de la cual ésta se vuelve 
invisible. El radio de la nube es, evidentemente, igual a 


4 
p=2 Y - Dime (fig. 81). 
Quo 


Paro valores pequeños de ?, cl radio de la nube (p) es pequeño, 
y crece conjuntamento con t; para 
ja 
4neSD 


p alcanza su máximo 


] / a 
P máx = 2 V Dt.= 20. 
neb 


para £ > [o el radio p de la nube disminuye y para 


a QA 
4ni) 


se anula (la nube desaparece). 

Observando el proceso de desvanecimiento de Ja nube, se 
puedo determinar el cocficiente de difusión turbulenta D on Ja 
almósfera libre (por ejemplo, a partir de la fórmula para ?2, 
o para fp). 


, 


Il. SOBRE LA DESMAGNETIZACIÓON DE UN 
CILINDRO CON UNA BOBINA 


Consideremos el problema de la desmagnetización de un 
cilindro con una bobina. Tlsic problema surge en relación con la 
teoría del galvanómectro bnalístico!). 

Al conectar o desconectar un campo magnético, en la bobina 
surge una corriente de inducción. Si se plantea el problema con 


Ml Véaso MB. A. Vvedenski, Revista de la Sociedad Rusa Fisico-Química, 
Lo55, 4, 192 
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exactitud, hay que tenes en cuenta la acción Inversa de esta 
corriente en cl campo dentro del cilindro. Sin embargo, esta 
acción inhibidora de la bobina comúnmente no se tiene en cuenta 
y se resuelvo el problema con condiciones de frontera simplifi- 
cadus. 

Estudiemos, ante todo, este planteamiento simplificado del pro- 
blema. Tomemos un cilindro infinito de radio R,en cuya superficie 
se ha enrollado una bobina conductora. El cilindro se halla en 
un campo magnético homogéneo 17, paralelo al eje del cilindro Oz. 
fín el momento t =0, el campo se desconecta. 

Dentro del cilindro se satisfará, evidentemente, la ecuación 


1 On 
AIT = —- — 1H = HD), 4 
E ( ) (1) 
donde 
a= ad « 
ár yo 


En virtud de la simelría axial del compo, será 
H, = H (r, t), 


y la ecuación (1) se puede escribic en la forma 


e (1) 
ar? r Or as 0t 
Si se desprecia la influencia de la corriente de inducción 
en la bobina en ol proceso de desmagnetización del cilindro, 
la condición de frontera en su «uperficie tendrá la forma 


H(R,D5=0 (£ > 0). (2) 
Para t=0, será 
H (r, 0) == Ho. (2) 


La solución de la ecuación (1%) con Ja condición de fronte- 
ra (2) se obtiene sin dificultad por el método de separación de 
las variables (véase la pág. 522): 


(o) 
AM Ge ( (0) -) 
Aa o) Col) ds 


Aquí Jo y Y, son las funciones de Bessel de orden nulo y primero, 
y WM, la raíz k-ésima de la ecuación 


Jo (1) =- 0. (4 
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Como a? es muy grande, para £ suficienlemente grandes pode- 
mos limitarnos a tomar el primer término en la fórmula (3) 
(régimen regular): 


mn 
H(r,1=1,60-Hje “RJ, (24 -), (5) 
De aquí se obticnc, para el flujo de inducción: 
E A 
0(9=27 $ 11 (r, iS nm: (6) 


donde PD, es el [lujo inicial (para t = 0). 

La fórmula (6) se utiliza para los cálculos prácticos en las 
mediciones con el galvanómetro balístico. 

Para determinar los límites de aplicación de esta fórmula, 
hay que resolver cl problema indicado más arriba, teniendo en 
cuenta la acción inhibidora de la bobina!). 

Lu fuerza elcctromotriz de la inducción en el contorno 
(espira) £, como es sabido, es igual a 

¿n= $ E, dl. 
L 


YTransformemos la inlegral de contorno, utilizando, para 
este fin, cl teorema de Stokes, la segunda ecuación de Maxwell 
y la (1): 


ind — ¿E as 
gn = jj rot, Hd$= . d 5 6= 


a 


== — ff AMAS = — E Pa 
áno “s Aro: dv 
o bien 
gu ce b. (7) 
2a dy 


Aquí Y es el corte transversal del cilindro, £, el contorno que 
delimita S, v, la normal al contorno £. 

Las condiciones de frontera en la superficie del cilindro se 
escribirán en la forma de la condición del salto del campo: 


H(R—0, Y — 11 (R 20, paar, 
c 


1) Este probloma fue resuelto por V. N. Nikítina., 
2—10:1. 
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donde Y es la corriente de inducción cn la bobina, y », el número 
de vueltas por unidad de longitud del cilindro. De aquí, teniendo 
en cuenta que H(R+0, f) =0 y que 


donde p es la resistencia lineal de la bobina, y l, la longitud de 
una vuelta, se obtiene: 


ind 
H(R,9=H(R—-09=%nÉ.. (8) 
c pl 


Comparando las relaciones (7) y (8), se obtiene defínitiva- 
menle la condición de frontera 


H(R,O+H,(R,9=0. 
po 


De este modo, debemos resolver la ecuación 


1 1 
Hr + MH = 8 y (9) 
P a 


con las condiciones complementarias 
H (r, 0) = H ., 
H(R, t) 40H, (R, t)=0 ( =2). 
pa 
Buscaremos la solución por el método de separación de las varia- 
bles, haciendo 
H(r,0=X nT. 


Para las funciones X (r) y 7 (t) se obtienen las condiciunos 
Xx" +ex +AX 0; 
X(R)4+ aX" (R) =0 (X (0) < 00), (10) 
T' + AatT =0, (11) 
donde A? es el parámetro de la separación. 
De la segunda ecuación se halla de inmediato: 
TQ" 


Las soluciones particulares de la ecuación (10) son las funcio- 
nes Jo (Ar) y No (Ar) (véase el Complemento 11, I Parte). Sin 
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embargo. sólo Jo (Ar) satisface a la condición de acotación para 


r = 0. Por esto, 
X (+) = AJ o (Ar). 


La condición de frontera para r = R da la ecuación para la deter- 
minación de los valores propios: 


ATAR) _ 


Jo (AR) + a aR O, 
o bien 
Fo (Y) — BySi (y) = 0, 
donde 
p=Z, y=aR. (12) 
R 


Las raíces de csta ecuación se pueden hallar gráficamente, 
o hien desarrollando las funciones de Besscl en serie de potencias 
de y =2AH 

Designemos mediante ya las raíces de la ecuación (12), de 
modo que 


Ya 
A. = — 
*" R 
La solución goncral de nuestro problema tendrá la forme 
nd rY - (24 Ya 
H(r, )= Y 4170 (wm L)e Cp) e (13) 
a! R 
Los cocficientes A, se delerminan de la condición inicial: 
f Yx 
Hwy (> 4) r dr 
Ay 0 R 2H, (Ya) (14) 


fu (-2)rar +A 
) R 


Los términos de la serie (13) decrecen rápidamente, puesto 
—— 05 grande (10184019). Por esto, s limi- 
7npO grande ( ). Por esto. podemos limi 
larnos, con una exactitud suficiente. a tumar cl primer término: 


LH, (Y) Lo (y +) a 


ton! 


UTA A an * 
Mio (y) + 41 (41) 


ae aA= 


f(r, do (15) 


359 
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lo cual nos conduce a la siguiente expresión para el flujo: 


ad (yy) Er! 
Did=O A tm. 16 
0d o + TE E 


donde 


Dd, => NHyaR”? (N os el número total de vueltas 
en la bobina). 


Los cálculos nos conducen a Jas siguientes fórmulas del flujo 
para distintos valores del parámetro $: 


-0,S040,e +79? para B=0,1, 
D (1) = 0,872D,e **% para P=0,2, U= 


2 
a 


ES 


0,9120, +** para p=0,3, 


que permiteu estudiar la acción inhibidora de la corriente sobre 
la caída del campo en el cilindro. Al aumentar f, es decir, al 
aumentar la corriente en la bobina, la velocidad de disminnción 
del flujo decrece. Para f = 0, se llega en forma natural a la 
ecuación (6) para el flujo, que cs, de este modo, la aproxima- 
ción nula. 

En la teoría del galvanómetro balístico, es importante conocer 
el tiempo T de caída del flujo desde Do hasta valores que se 
determinan por la sensibilidad del galvanómetro, el cual caracte- 
tiza la inercia del aparato. Sca y la sensibilidad relativa del 
galvanómetro, es decir, éxbte puede registrar sólo valores 
d > y0,. La magnitud 7 se puede hallar, evidentemente, hacien- 
do en la fórmula 


D (1) = aQDyerr!, 


Dd = yd, en el momento ft = t. 


Do la comparación de la solución exacta (16) con la solución 
aproximada (6), se aprecia que el coeficiente en la fórmula (6) 
es mayor. Esto significa un valor más clevado de la sensibilidad 
del aparato para uu mismo valor de t. 

La tabla que oxponemos más abajo conliene los valores de 7 
para distintos f, entre ellos, para B =Ó0, cuando y = 1073, 
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T ($ =: 0) [uo =0.1)|[ei6=02 


llierro 


íum 41,50 0.71 0,883 


Alsifer 
p — 26010 
o=4,3.(04 


Acum 0,330 0,405 


CAPITULO VII 


ECUACIONES DE TIPO ELIPTICO 
(CONTINUACION) 


$ 1. PROBLEMAS FUNDAMENTALES QUE SE REDUCEN 
A LA ECUACION Av+cuv=0 


1. Oscilaciones permanentes. Una clase rmuy amplia de proble- 
mas, relacionados con las oscilaciones permanentes (mecánicas, 
acústicas, electromagnéticas, etc.) nos conduce a la llamada 
ecuación ondulatoria 


Au + Ku -- ( (2 = e > 0). (1) 


Consideremos, cn calidad de ejemplo, una membrana $, 
fija en la frontera C, y que oscila bajo la acción de fuerzas perió- 
dicas en el tiempo. La ecuación correspondiente tiene la forma 


Ayu = a — Fo(x, y) cos w£, (2) 
a 


En el estudio de los procesos periódicos es cómodo utilizar las 
funciones complejas, sustituyendo (2) por la ecuación 


1 ñ 
Au = Ur — Po(z, ye”. (3) 


La función u es, evidentemente. la parte real de la función 


de Y (3). 
Buscaremos las oscilaciones permanentes, que tienen la forma 
u= ve". (4) 


Para la amplitud de las oscilaciones permanentes v. se obliene 
la siguiente ecuación: 


Ayo + Kv = — Fo(z, y) ( > 2) ' (5) 


a la cual debe arregarso la coudición de frontera 
124 le = Ú. (9, 
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Si el contorno € de la membrana no está fijo, sino que efectúa 
oscilaciones periódicas con la misma frecuencia o, 


U lc = fer”, (67) 


entonces para la función p en el contorno C tiene lugar la condición 
de frontera inhomogénea 


U la = fo. (6) 


Como ya indicamos, los problemas sobre las oscilaciones 
permanentes son característicos también para la acústica y la 
teoría del campo electromagnético. Además, a menudo se encuen- 
tran problemas sobre oscilaciones permanentes en un medio 
no homogéneo, en particular, en un medio homogéneo a trozos 
(cuando, por ejemplo, en el ospacio hay regiones aisladas que 
violan la homogeneidad). Á estos problemas se refieren Jos de 
la deoría de la difracción, que estudiaremos más abajo. 


2. Difusión de un gas con desintegración y con reacciones en 
cadena. En la difusión de ciertos gases (por ejemplo, la emanación 
del radio), liene lugar Ja reacción de desintegración de las molé- 
culas del gas que se difunde. La velocidad de la reacción de 
desintegración se toma, por lo general, proporcional a la concen- 
tración del gas. Al escribir la ecuación de la difusión. esto os 
equivalente a la presencia de fuentes negativas de gas. Jn ol caso 
del ¡proceso ostacionario de difusión. se obtiene la ecuación 


DAv+cer=0 (c < 0). (7) 


donde D es el coeficiente de difusión. Como ya fue indicado en 
el capítulo VI, $ 2, p. 3, tícne un gran interés el caso c> 0, 
cl cual corresponde a la difusión con reacciones en cadena, que 
conducen a la multiplicación de las partículas que se difunden. 
ln el caso estacionario, se obticne la ecuación 


Ar A cr =Ú (c > 0). 


puesto «que la reacción en cadena es equivalonte a la presencia 
de fuentes de la sustancia que se difunde, proporcionales a la 
concentración vu (x, y, 2). 


3. Difusión en un medio móvil. En el capítulo IV se estudió 
el problema de la difusión de un gas en un medio inmóvil. Anali- 
cemos el problema sobre la difusión de un gas en ma corriente 
estacionaria dada, cuya velocidad en el punto M (r. y, z) tiene 
las componentes 9, (2. y, 2), Ye (x. y, 2). Ya (x, y, 2). La cantidad 
de gas que pasa por la superficie elemental do cn el punto 
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AT (x.y, 2), es igual a 
dQ = —D Nh grad u do + ut n do, 


donde u (7, y. 2) es la concentración del gas en la unidad de volu- 
men. +, el vector unitario, normal a Jn superficie do, D, el coefi- 
ciente de difusión en ol punto (zx. y, 2) y UÚ (x, y, 2), el vector 
de la velocidad de la corriente. 

Al escribir la ecuación de conservación de la materia para 
cierto volumen 7 de frontera *, se oblienc: 


| [— On grad u + udn] do =0. 


Transflormemos la integral de superficie cn una de volumon, apli- 
caudo la fórmula de Ostrogradski: 


, [div (D grad u) — dix (10)] di =0. 


De aqui se desprende, en virtud de la acbilrariedad del volumen 7, 
Ja ecuación de la difusión cn la corriente dada: 


div (0D grad u) — div (u9) = U, (5) 


o, en forma escalar, 


0 du 0 du Ú Ou. 
o) ro) + lo e) e 


ó 
Óx 


El problema sobre lo propagación del calor ea un medio en 
movimiento conduce u la misma ecuación. 

Consideremos el ejemplo siguiente. Supongamos que en cl 
somiespacio 2 >> Ú se tiene una corriente de aire de velocidad 
constante ue, dirigida por el eje z. Considerando constante al 
coeficiente de difusión, se obtiene de (8) la ecuación 


, y o 0 
(ud ) == ae = de (0,) = 0, (S ) 


que es la variante más simple de la ecuación del ataque de los 
gases. Flaciendo 


u= ve"? 

y tomando luego 
en. 
tp” 
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se obtione, para la función v (x. y, 2). la ccuación 
Ar + cc =0, 


donde 
2 
uy 
CC — <Z 0. 
4D 


4. Planteamiento de los problemas interlorcs de contorno para 
la ecuación Av + cv == 0. Como fue demostrado en el capítulo I, 
al estudiar las formas canónicas de las ecuaciones con coeficientes 
constantes, toda ecuación de tipo elíptico con cocficientes cons- 
tantes, se puede reducir a la forma 


Av + cv =0. (9) 


Jaas propiedades de la solución de la ecuación (9) dependen 
sustancialmente del signo del coeficiente e, lo cual es físicamen- 
te evidente, si se tieno cn cuenta la interprotación de difusión 
de esta ecuación. 

Detengámonos en el problema de la unicidad de la solución 
del primer problema de contorno de la ecuación (9). Para Ja ccua- 
ción Av — ev = 0 con c< 0, tiene lIngar el principio del valor 
máximo en la forma siguiente: 

Ja svlución t: (A1) de la ecuación Av + «cv = O (e < 0), defi- 
nida dentru de cierta región 7 de frontera 2, no puede alcanzar 
valores máximos positivos (y mínimos negativos) en los puntos 
interiores de la región T. 

En efecto, snpongamos que en cierto punto 1,, que se halla 
dentro de 7', la función + (17) alcanza su valor máximo positivo 
lu(4f a) > 0. Entonces, en el punto Afy será 

Po Ay. Ro 
> < O, == O, E 
Óx Oy 


y, por consiguiente, tendremos que Au < 0, lo que está en con- 
tradicción con que el coeficiente r es negalivo, y Dv (Afp). posi- 
tivo?). 

Del principio del valor máximo se deduce automáticamente 
Ja unicidad de la solución del primer problema de contorno para 
la ecuación (9). 

Puede existir sólo una solución de la ecuación Av + cv = 
-= 0 (cr < 0), definida y continua en la región cerrada 7 + £, que 
tome en Ja frontera 2 los valores dados 


1) 5 7 Í. 


Y Compárese con la demostración del principio del valor máximu para 
la ectración de la conducción del calor. 
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Efectivamente, suponiendo que existen dos soluciones dife- 
rentes y, y Dz, considerando su diferencia yv, — tz y efectuando 
razonamientos en la forma expuesta más arriba (véanse los capí- 
tulos VII y IV), se obtiene una contradicción con el principio 
del valor máximo. 

Si e =0, se obtiene el primer problema de contorno para la 
ecuación de Laplace, la unicidad de cuya solución ya fue demos- 
trada. 

Si c>0, la unicidad puede no tener lugar. Al estudiar en 
el capítulo V el problema sobre los valores propios del problema 
de contorno 


Av + Ae =0, vs =0, 


comprobamos, eu ejemplos, la existeucia de soluciones no trivia- 
les (funciones propias) para A >> Ú. ls evidente que el problema 
sobre la multiplicidad o la unicidad de la solución del primer 
problema de contorno es equivalente al problema de si e coincide 
o no con uno de los valores propios A, de la región 7 considerada. 


$ 2. FUNCIONES DE INFLUENCIA 
DE LAS FUENTES PUNTUALES 


1. Funciones de influencia de las fuentes puntuales. La teoría 
de los potenciales, desarrolladu en el capítulo TV para la ecuación 
de Laplace, se puede generalizar también a la ecuación Av -| cu == 
= (. Para escribir las funciones de influencia de la fuente pun- 
tual. consideremos la solución v, que depende sólo de r. El opera- 
dor de Laplace para la función v,y (r) en el sistema de coordenadas 
esféricas liene la forma 


1d (» 22) 1 2 (ru) 


?drX dr r ar” 
lo cual nos conduce a la ccuación diferencial ordinaria 
+ cu=0  (u= tg). 
Introduciendo la nolación c = A? para c>0 yc =—12? para 
c<O0, see obtiene: 
=z +bw0=0 (e>0), (1) 
EN (c<O0). (1) 
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De la ecuación (1) se halla: 


w— Cert qe Cy (2) 
y 
ihr gin" 
ly =C, + (€: (3) 
r r 
respectivamente. 
En el caso de ser kk real, se obtienen dos soluciones linealmente 
¿ne -ihr 


independientes, Y las cuales les corresponden las 


soluciones reales linealmente independientes 


cos kr sen kr 
y 
r r 


Para e <O (ce = —x3?), aplicando la ecuación (1”), se obtienen 
Jas dos soluciones reales lincalmente independientes 


— HP P 


(w > 0). (4) 


Las funciones 
¿ihr +H]x>” 
(c>0) y 


(c <0) 


tienen una discontinuidad para r = 0, tendiendo al infinito como 


4 . Le . . .. 
Fe: El mismo carácter de singularidad poseía la función de la 


fuente para Ja ecuación de Laplace (c = 0), proporcional a >. 


Estudiemos el comportamiento de estas funciones en el infini- 
to. El caso e < 0 corresponde a un proceso acompañando de nbsor- 


ción (cír. ecuación de la difusión (7), $ 1). Una de las soluciones, 
e rr 


, tiende exponencialmente a cero en el infinito, lo cual, 


en lérminos del problema de la difusión, significa una disminu- 
ción de la concentración, causada por la absorción. Esta dismi- 
nución tiene una rapidez tanto mayor, cuanto mayor es cl cocfi- 
ciente Je] = »?, que caracteriza la intensidad de la absorción. 
La segunda solución crece exponencialmente en el infinito, y no 
posee significado físico para el problema en la región no acotada 
(se la podría interpretar como la presencia de una fuente en el 
infinito). 
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El caso e = k?*> 0 corresponde n los procesos ondulatorios 
permanentes (véase el $ 1, p. 1). Ja función v representa la ampli- 
tud de la función 


a(M, )= Me", 
que sabistace a la ecuación de los oscilaciones ($ 1). 
Una de las soluciones fundamentales de la ecuación (1), 
, ihr 


Do (r == ——, 
r 


corresponde al proceso oscilatorio 


ilol-Ari 


Uy (7, 1) = ———, 
P 


e] cual tieno 6l carácter de una onda esférica que se propaga de 
la fuente en el punto r = 0. La segunda solución 


lhr 


Do (r) =£ 


corresponde al proceso oscilatorio 


¡¿iotrár) 
Un lr, == ——, 
r 


el cual tiene el carácter de ouda esférica, que lega desde cl infini- 
lo hacia el punto r = Ó (ondas convergentes). Es evidente que 
esta solución no tiene significado físico directo en el extudio de 
logs procesos generados por una fuente puntual en el espacio 
infinito. 

Obsérvese que la función v(M) se puede considerar como 
la amplitud de oscilaciones del tipo +'"! $ e-íwt, Hemos tomado 
el factor del tiempo del primer tipo. En el segundo caso, la onda 
divergento tiene la forma 


q wt—=kr) 
Un (1, 1) = ———, 
r 


es decir, a ésla le corresponde la segunda solución 


BR, 
vo (7) = e 
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La primera solución 
—ikr 


Yo (r ) — a 0 


en cambio, no ticne en esle caso significado físico. 


2. Representación integral de la solución. Para la ecuación (9) 
del $ 1, para c 0, se pueden escribir fórmulas análogas a las 
de Green, que fueron establecidas para la ecuación de Laplace. 
Introduciendo la notación 


£ (uy = Au + cu, (5) 
se obtiene de inmediato la fórmula 
' A ÓD du 
J (uL (0) — vL (u)) de ] (7 — oz) do, (6) 


que es la análoga, y la consecuencia directa de la segunda fór- 
rula de Green (véase el capítulo [V, $ 2). Sustituyendo aquí, on 
lugar do v, una de las «iunciones de la fuente puntual», por ejem- 

¿xn 
. y repitiendo cxactamente todos los razonamientos del 


plo 


capítulo IV, $ 2, se obtiene la análoga de la fórmula fundamental 
de Grcon: 


1 Ú ( —) e "R du 
Mar dE la, 
u(Mo) ES lz R rr aos 


] ¿> 
+ a (MB Rd, (7) 
donde u (M) es la solución de Ja rcuación no homogénea  (u) = 
== —/(M). 
Para cl caso e = k?, tiene lugar la fórmula análoga 

—1h AR e" "PR du 

umy=-= 25 fu? a ¡e A 
Ov 


de a. (7) 


+of me 


que fue obtenida en cl capítulo Y como corolario de la fórmula 
de Kirchhoff. 

1ntroduzcamos el concepto de función de la fuente de la ccua- 
ción £ (u) = 0 para la región T dada de frontera 2. Sca y (M) 
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la solución de la ecuación £ (v) = O, regular en todo punto de 7. 
La fórmula (6) nos da: 


0-12 — Lao + $ 100% (8) 


Sumando (%) con la igualdad (7), se obtiene: 


e >R e *R 
U(Mo)==— | 53 (+ 2) E +0) 2] 00. AP 


(= 
+ Fr Ná4nR 


Esta fórmula es válida para una solución arbitraria v (47) de la 
ecuación Av — x«% = 0, regular en Ja región 7. Utilizando la 
arbitrariedad de la elección de la función yv, se oblierte: 


LA o + [G (Mo, M)J (M) dar. (10) 


)run day (R= Ru w.)- (9) 


u(Mp)=-— |u(M) 


donde 
—xAR 


G(M,, M)=£ 
(Mo, M) ER 


+ (11) 


es la función de la fuente, que posee las siguientes propiedades: 
1) G(M, Mo) se hace infinita para M = M,¿ como 


lo cual se deduce de la fórmula (11); 

2) G(M, My) satisface a la ecunción L (u) = O en todos los 
puntos de T, a excopción del Mo; 

3) S (P, Mo) = O en los puntos /? que se hallan en la fron- 
tera ; 

El problema de la existencia de la función de la fuente está 
ligado al problema de existencia de una función v que satisfaga 
a la ecuación 


Andi? 


L(v) =0 en 7 


y a la condición de frontera 
—R 


V=— sá en 2. 
¿na 


Es evidente que la función G(M, My) se determina unívoca- 
mente para cualquier región que admita solución única del primer 
problema de contorno. En particular, para c = —x4* < 0, esta 
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función está determinada para cualquier región. En los casos 
más simples, la función de la fuente se puede hallar on forma 
explícita. utilizando un método análogo al de las imágenes electros- 
táticas?). 

Así, por ejemplo. para el semiespacio z > 0 la función de 
la fuonie tiene la forma 


G e *R e”*Ri 
MAS A (12) 
í 


R=Rym=Vi—z) + (y —y) + (2 —20Y, 
MA NE NE A EN 
Ri= Rua, = V (2 — LY + (y — Yo) + (+ Zo)”, 


dondo .M, (Zo. Yu, —Z0) es la imagen, en el plano z = 0, del 
punto Mo (Zo, Yo. 20)- 

No nos deteudremos aquí en el problema sobre la aplicación 
de las fórmulas anteriores para una región no acotada, lo cual, 
dicho sea de paso, se puede establecer sin dificultad en el caso 
c< 0. Los problemas para el espacio no acotado para e > 0 
están relacionados con el «principio de la irradiación» y serán: 
considerados en el parágrafo siguiente. 

Para la función de la fuente G (1%, M,), definida para una 
región arbitraria T, tiene higar el «principto de reciprocidad», 
que se expresa por la igualdad 


G(M, Mo) = C(Mo, M). 
La demostración de esta propiedad es una repetición literal de 
la demostración correspondiente para el caso de la ecuación de 
Laplace (capítulo IV, $ 4). 
En el caso de dos variables independientes, la ecuación para 
la función v, (+) tiene la forma 


1d ( dto) 2 . Po, 1 dv ” 
da! O pe, kv)=0, o bin —“+=-=2 1 y =0, 
r dr ero i dr? par” ' 
es decir, es la ecuación de Bessel de orden nulo, cuya solución 
PO se puede escribir del siguiente modo (véase el Complemen- 
to 11): 

to (1) =C,IT5” (kr) + CaHS" (kr), 
donde H;" (kr) y H (kr) sou las funciones de Hankel de orden 
nulo de primera y segunda. especte. 


_?) Para la esfera, el mútodo de las imágenes electrostiticas no se puedo 
aplicar, si ec 0. 
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Las funciones HP (kr) y H* (kr) Lienen, para r = 0, una 
singuloridad logarítmica: 


= 28d 
HO (p)= ln —=+..., 
7 p 


(1 = Am, 
SAO PERLAS TN 
np 


dondo los puntos suspensivos denotan sumandos que se mantienen 
finitos para p == 0. En cel infinito (cuando p — 00), el compor- 
tamicato de las funciones de Hankel se determina por las fórmulas. 


asinltóticas 
. a 
mo= Vel 
TP 


Ho (p)= YZ.. 


donde los puntos suspensivos denoian lérminos de orden mayor 
deta 1 
de infinidad con respecto a a 


De este modo, la ecuación Azv + Av = 0 tiene dos soluciones 
fundamentlalos. | 
Hy' (kn, 
0 lan 


que tienen una singularidad logarilmica y que corresponden a las 
tr r 


- e s 
[unciones —7 Y —— para el espacio. 


La elección de una u otra función fundamental dependo de 
la forma de las condiciones de jrradiación en el infinito (véase 
el 5 3, p. 4). Si la dependoncia del tiempo se toma en la forma eto!, 
la función Hi” (kr) determina una onda cilíndrica divergente. 
Bajo la dependencia del tiempo e7t0?, la onda divergente se deter. 
mina por la función Hy” (kr). 

Sic = —42 < 0, las soluciones lincalmente independientes 
de la ecuación 


son las funciones cilíndricas de argumento imaginario 
lo(xr) y Ko(xr). 
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La primera de estas funciones está acotada para r = O y crece 
exponencialmente cuando r—> oo; la función Ko (xr) tiene, en 
el punto r=0, una particularidad logarítmica: 


Ko()=1m 5 +... 


y es, por esto, la solución fundamental buscada. lín el infinito, 
ésta disminuye según la ley 


Ko (p)= ES 


No nos detendremos con detalle en las fórmulas de Green 
y en el concepto de función de la fuente G en el caso de dos varia- 
bles independientes, pueslo que esto sería una repetición «de 
la exposición anterior. 


3. Potenciales. En el capitulo IV fueron estudiados lus poten- 
ciales para la ecuación Au = 0, Potenciales del mismo tipo 
se pueden escribic también para la ecnación Au — xn — 0, 

llamaremos potenrial de volumen (para la ccuación An — 
— > u =0) a la inlegral 


V(M)= $ p(P) 


e RR 
R 


R=Rur= Vr — Ye ly— a + (a, dip=didn di, 
dondo p(P) us la densidad del potencial. 

Focmulemos brevemente las propicdados fundamenlales del 
potencial de volumen, cuya demostración se efectúa en analogía 
con el capítulo IV. 

4. Fuera de la región 7, la función V(M) sulisface a la 


ecuación 
AV — u4*V = 0. 


2. Dentro de 7' Ja integral (13) converge, así como también 
las integrales que sc obtionen derivando forimalinente V (17) bajo 


el signo integral: 
0 pg xr 
Je(B-m, 02! | énas, eto. 
: del R 


3. La función V (7, y, 2) es derivable y sus derivadas primeras 
se pueden calculac dorivando hajo el signo integral: 


dtp, (13) 


dv a 0 | 
—=p(38n. 0) ldednat, ete. 
a formol Ednal, ote 


30616051 
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Las funciones 17 (kr) y HP (kr) tienen, para r = 0, una 
singularidad Jogarítmica: 


| 
HAY (p) = E In=+..., 
(p = kn), 
He(m= mt +..., 


donde los puntos suspensivos denotan sumandos que se mantienen 
finitos para p -= O. En el infinilo (cuando p —> 09), el compor- 
tamiento de las Íunciones de Hankel se determina por las fórmulas 


asintóticas 
HO (p) = y2. (r- Dd, 5 
NO 


II? (0) = vio y, ... 


donde los puntos suspensivos denotan términos de orden mayor 
5) 2 E 3 
de infinidad con respecto a —. 


De este modo, la ecuación Aste + ku = 0 tiene dos soluciones 
fundamentalos: 
ITA (er : 
tu (r) = a ps 


que tienen yu ha singularidad logatítmica y que corresponden a las 
tr r 


> 


: e : 
funciones — Y 77 para el espacio. 


La elección de una u Otra función fundamontal «kdepende de 
la forma de las condiciones de irradiación en el infinito (véase 
el $ 3, p. 4). Si la dependencia del tiempo se toma en la forma e*%*, 
la función Hi” (kr) determina una onda cilíndrica divergente. 
Bajo la depondencia del tiempo e7*“t, la onda divergente se deter- 
mina por la función Ey” (fer). 

Si e = —x? <0, las soluciones lincalmonte independientes 
de la ecuación 


son las funciones cilíndricas de argumento imaginario 
To (er) y Ko (x7). 
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La primera de estas funciones está acotada para r = Ú y crece 
exponeucialmente cuando r-—> oo; la función Ko (xr) tiene, en 
el punto r=0, una particularidad logarítmica: 


Ko()=10 5 +... 


y es, por esto, la solución fundamental buscada. En el infinito, 
ésta disminuye según la ley 


Ko (p) = Vice... 


No nos detendremos con detalle en las fórmulas de Green 
y en el concepto de Imnción de la fuente G en el caso de dos varia- 
bles independientes, puesto que esto sería una repetición de 
la exposición anterior. 


3. Potenciales. En el capítulo 1V fueron estudiados los poten- 
cialc> para la ecuación Au = U. Potenciales del rnismo Lipo 
se pueden escribir también para la ecuación Au — x%u = 0, 

Llamaremos potencial de volumen (para la ccunción Au — 
— xiu =0) a la inlegral 


— 
V(M)= $ p(P) 


dtp, (13) 


e dy =d¿dn dl, 
donde p(P) us la densidad del potencial. 

Formulemos brevemente las propiedades fundamentales del 
potencial de volumen, cuya demostración so efectúa en analogía 
con el capítulo JV. 

1. Fuora de la rogión 7, la función V (M) salisface a la 


ecuación 
AV — 44 =0. 


2. Dentro de T la integral (13) converge, así como también 
las integrales que se obtienen derivando formalmente V (VW) bajo 
cl signo integral: 

—xR 


O le 
frrno? (E 


dEdndlE, etc. 


3. La función V (x, y, 2) es dorivable y sus derivadas primeras 
se disiiid calcular derivando hajo el signo integral: 


—x=R 
=| pl. 0, 021 las anar, ute. 


F 


281040 
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La derivabilidad de la función V (z. y, 2) se demuestra bajo la úni- 
ca hipótesis de acotación de la función p. De aquí se dednce, 
en particular, la derivabilidad de V también en los puntos de la 
superficie 2, que delimitan la región 7, donde, por regla gene- 
dae tiene lugar una discontinuidad de la densidad p (M). 

En los puntos interiores de la región 7, en cuyos entornos 
la da p es derivable, las derivadas segundas del potencial 
de volumen V existen, y V satisface a la ecuación 


AV — x2V = —4snp (MM). 


5. Las derivadas primeras del potencial de volumen son inte- 
grales que convergen uniformemente. si p está acotada uniforme- 
mente. Por esto, las derivadas primeras son funciones continuas 
en todo el espacio, incluyendo los puntos de la superficie 2. 

Los potenciales de volumen permiten representar la solución 
del problema de contorno para Ja ecuación no homogénea Au — 


— xu = —f en forma de la suma 
u(M) = V (AN + u (M), 
donde V (M) es el potencial de volumen con densidad p = L 


4x 

y u, (M), la solución del 1 problema de contorno para la ecuación 
homogénea Au, — x*u, = 0. 

Pasemos a resumir las propiedades de los potenciales de capas 

simple y doble. Se llama potenclal de doble capa a la integral 


W (Mm = j PP — [$] dOp (R= Ruyr). (14) 


donde u (P) es la densidad superficial del potencial W. 

Enumeremos las propiedades fundamentales del potencial 
do res capa refiriéndonos, para su demostración, al capítu- 
lo 1, $5 

1. Fuera de la superficie Z, el potencial de doble capa satisface 
en todas partes a la ecuación homogénea AW — x*W = 0. 

2. El potencial de doble capa converge en los puntos de la 
frontera, si 2 pertenece a la clase de superficies de Liapunov. 

3. La función W es discontinua en los puntos de la superficie £ 
y tienen lugar las relaciones 


Wi (Mo) = WI(MO + 2 (Mo). 

W. (Mo) 0 W (Ma) 8 21p (Mo). 
Aquí W, (Mo) es el valor límito de la función W (M) cuando M 
tiende a Mo desde el interior de la región T, y W. (Mo), el valor 
límite de W (M) cuando M tiende a My desde el exterior de 7. 
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El potencial de capa simple, definido por la integral de superficie 
—»=mR 
V(M)= (| p(P) = dop  (R=Rup) (15) 
2 


posee las siguientes propiedades: 

t. Fuera de la superficie %, el potencial de capa simple 
satisface a la ecuación homogénea AV — xiV = 0 

2. La integral converge uniformemente en 2 y determina una 
función V (M) que es conlinua en todo el espacio. 

3. Las derivadas normales del potencial de capa simple satis. 
facen, en las superficies de la clase de Liapunov, a las relaciónes 
(cfr. (48), $ 5 del capítulo 1V) 


ÓV 
( a ) = Y, + 2np (Mo), 
Ov Ji 


(E ) =U,—22p (Mo, 


E, > (5 
óv /1 Ov e 
son los valores límite de la derivada normal desde el interior 


y el exterior de 2, respectivamente, en el punto Moa de la super- 
ficie 2 (v es la normal exterior) y 


donde 


R 


Los potenciales de superficie permiten reducir los problemas de 
contorno a ecuaciones integrales, para una clase muy amplia de 
superficies (por ejemplo, la clasc de superficies de Liapunov). 

Estudiemos el ¡mimer problema interior de contorno para la 
ecuación Au — 4% = (0 con la condición de frontera u |s =f. 
Supongamos que la función buscada se puede representar en la 
forma del potencial de doble capa 


u(M) =W(M)= | n(P) 21) do (14) 


U¿(Mo) = E | 0 (4 = Ryo). 


el cual, como fue indicado más arriba, satisface dentro de 7 
a la ecuación homogénea Au — x*%u = 0. Exigiendo que se cumpla 
la condición de frontera u |s = f, se obtiene la siguiente ecua- 
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ción integral para determinar la función py: 


7) Jn 
2 (M) + fu (P) — ¡ dop=](M), 
E 0vp il H 

que es una ecuación integral linea] de Fredholm de segunda espe 
cie. No nos detendremos aquí en los problomas de existencia 
y unicidad de la solución de esta ecuación integral. 

Para la ecuación Au — %%u == 0, al igual que para la ecuación 
pe Laplace, se puede aplicar el método de las diferencias finitas. 


$ 3. PROBLEMAS PARA UNA REGION NO ACOTADA. 
PRINCIPIO DE LA IRRADIACION 


i. Ecuación Av + cv = — f en el espacio no acotado. Consi. 
deremos Ja resolución «de la ecuación no homogénea 


Ab + cv = —f (1) 


on el espacio infinito. Para mayor sencillez en la exposición, 
supondremos que f es diferente de cero sólo dentro de cierta región 
acotada (función local). El carácter de Ja solución de esta ecuación 
depende sustancialmente del signo del coeficiente c. 

Detengámonos, primeramente, en el caso c=— —x* <Q, 
La solución de la ecuación Av — 4% = —f se puede representar 
en forma de los potenciales de volumen 


dt (R= Ruyp). 


e a p pe 
NT) = 
a Fe Y va (M7) VA Mí 


De aste modo, Ja solución de )a ecuación (1), sin condiciones 
complementarias en el infinito, no se detormina unÍívocamente, 
Buscaremos, en forma análoga al problema exterior para Ja ecua- 
ción de Laplace, la solución de la ecuación (1) que se anula en 
el infinito. A esta condición la satisface la fuación v, (M) y la 
v2 (M) no. 

Demostremos el siguiente teorema de unicidad: 

la ecuación 


o, (M) = Ñ F(P) 


Av —xv = —f 


no puede tener más de una solución que se anule en cl infinito !) 


1) El término «¿unción que se anula cu el infinitos expresa aquí lo siguian- 
te. Para todo y existe un r (e) tul que para cualquier punto M (r, 0, q), para 
el cual r >> r (8), es lu (M) | < e, es decir, suponemos que hay una convar- 
gencia uniforme hacia cero cuando r — oo, 
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Supougamos que existen dos soluciones diferentes del proble- 
ma planteado, v(M) y v(Mf) y considoremos su diferencia: 


w = y —v. Por hipótesis, existe un punto My tal que u> (Mo) = 
= A 30. Consideraremos, por cjemplo, que 4 >> 0. En virtud 
de que u» (M) >- 0 en el infinilo, existe un Ry tal que para r > Roy 


la función w es w< £ . De aquí se deduce que el punto Mo 


se halla dentro de Tp,, una esfera de radio Ro, y que la función 
w(M) alcanza su valor máximo dentro de Tr, Llegamos así 
a una contradicción con el principio del valor máximo, que 
tiene Jugar para nuestra ecuación (véase el $ 1, p. 4). El teorema 
de unicidad queda demostrado. 

Cons«ideremos uhora el caso ec = %*>> 0. 

Las funciones 


M=ÍTf(P ent M=$7(P enn dt» (R= Rump) 
D . a r $ y es a — 
1 (41) $1 y R Tp y Us y ña T] MP. 


son, como antes, soluciones de la ecuación (1). Sin embargo. en 
este caso ambas funciones decreccn en el infinito. De aquí se 
deduce la necesidad de introducir condiciones complementarias 
en el infinito, que determinen unívocamente la solución de la 
ecuación (1). Estas condiciones serán analizados en Jos puntos 2, 
3 y 4 del presente parágrafo. 


2. Principio de la absorción límite. El problema sobre las 
oscilaciones forzadas y amortiguadas nos conduce a la ecuación 


Au =— > un + Bu, —F(M,t)  (P>0) (2) 


Consideraremos que la [unción F (Mí, t) es periódica en ol 
tiempo, es decir, que F(M. tf) =f(M) e'o?. En esto caso, la 
ecuación (2) tiene soluciones periódicas del tipo 


u(M, £) = v(M) etot, (3) 
La función v (471) satisface, evidentemento, ny la ccuación 
Av + qu = —f(M), (4) 


donde q =X? — ¿fw es una magnitud compleja. 

Llamaremos a la ecuación (4), con el valor complejo del coefi- 
ciente qg?, ecuación con absorción compleja de primero (lim q? < 0) 
o de segundo (Im q? > 0) tipo, según el signo de la parte imaginaria 
de g?, lo cual corresponde a una dependencia en el tiempo etet 
(primer tipo) o e7i%f (segundo tipo). 
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Las soluciones fundamentales de esta ecuación, que dependen 
solamente de r, ticnen la forma 
la e tr ES lgr 
Wo (1) = —— y Lo (7 == 
r r 


donde 
o 2 

=> (2) — fo = 
a 


o a 
ESP +Y e / K + Bo? — Pe 
c+ (Y PEEEHE1) AG 


= Qo — Íqu- 


(5) 
Los signos de las raíces se escogen de modo que sea q > 0. Por 
lo tanto, 


e tqyr 


e EN ÍyT 
by (r) = A er”, v(r= 


E e”. 


La condición de acotación en el infinito la satisface sólo la fun- 


ción vy (r); la función vo (r) croce indefinidamente para r => 00, 
por lo cual no posee significado físico directo. 
El potencial de volumen 
E e +dR 
v(M)= | +(P) enFdrp  (R==Rur) (6) 
4n2 


representa la única solución de la ecuación (4) que se anula en 
el infinito. El límite de y (M) cuando B > 0 es igual a 

— 

e 


v(M)= lim d(M)= Y HP) 


puesto que cuando f—> 0 se tiene que qu >k y q: > 0. Bajo 
la dependencia con respecto al tiempo el“? que hemos escogido, 
la magnitud gp, es go > 0, puesto que su signo está relacionado con 
el de q, por la relación 2q0q, = Bu. 

Si la dependencia en el tiempo se ha tomado en la forma e-tu! 
(Im q? > 0), entonces al valor posttivo de q, le corresponderá 
do < 0, y el límite de gy cuando f — € será igual a —k. 

De esta manera, la condición complementaria que permite 
obtener la solución de la ecuación ondulatoria 


Av + kv = —f 


LR 
R dtp (R= Rub), 
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que corresponde a las ondas divergentes, es la condición de que 
la función v (M) sea el Jímite de la solución acotada de la ecua- 
ción ondulatoria con ubsorción compleja de primera especie 
cuando el coeficiente de absorción tiende a cero!). 


3. Principio de la amplitud límite. Con la ecuación ondulatoria 
Av + kin - —f (7) 


nos encontramos con mayor frecuencia en el estudio de las oscíi- 
laciones permanentes, generadas por fuerzas periódicas (véase 
el $ 1, p. 1). | 

Consideremos la ccuación de las oscilaciones con segundo 
miembro periódico: 


digo Gs =-—P  (F=fe". (8) 


Para determinar la solución hay que agregar a la solución ciertas 
condiciones iniciales, por ejemplo, nulas: 


u(M, 0) =0, 
u, (M, 0) =0. , (9) 


La función u (M, t) no será estrictamente periódica en la etapa 
inicial del proceso. Sin embargo, con el transcurso del tiempo en 
el sistema se establecerán oscilaciones periódicas con la frecuen- 
cia de la fuerza exterior, es decir, la solución u (M, t) tomará 
la forma 


u(M, )=v(Me'**; (10) 


v (M) representa la amplitud límite de las oscilaciones, es decir, 
v(M) = lím uertot, y satisface a la ecuación 
tros 


Av + kv=—1 (+=). 
a 
La exigencia de que v (14) soa la amplitud límite de las oscilacio- 
nes con condiciones iniciales nulas es, precisamente, la condición 
complementaria que hay que agregar a la ecuación ondulatoria 
para obtener una solución única. 
De esta forma, se obtieno el siguiente problema: 
hallar la solución de Ja ecuación ondulatoria Av + k?v =-— f 
que sea la amplitud límite de la solución de la ecuación de las 


1) Véase A. G. Svéshnikov, Principio de la irradiación, DAN URSS, 
t. 73, M5 (1950). 
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oscilaciones 
Au — uy = (e (8*) 
a 
con las condiciones iniciales 
u (MM, 0)=0, ) 
u,(M, 0) =0. 0) 


Representemos la amplitud límite on forma explícita. Para esto, 
hallemos la solución de la ecuación de las oscilaciones (8*) con 
los datos iniciales nulos, aplicando la fórmula 


6) (:- 


: ] ) 
u (M, A $ TEE E (R = Rup), 
4n pm R 


obtenida en el capítulo V ($ 2, (5)). Aquí T¿¿ es una esfera do 
radio at con centro en el punto M/M“. 

Sea / (4) una función local, diferente de cero sólo dentro de 
cierta región acotada Ty. Entonces se obtiene, para la amplitud 
límite v (Af), la expresión 


. —lut 1 ae 
v(M)= lim u(M, te =lím - ) f(P) dr, = 
-—> 00 —»> 00 al 
1 de E 
a f (2) dtp (RA = Rup). 
To 


De este modo, la amplitud límite se represonta por el potencial 
¿—1AR 


de volumen que se determina por la solución fundamental ñ 


ei(ot—AR) 
que corresponde a las ondas divergentes E - 


Matemáticamente, el principio de la amplitud límite conduce 
al mismo resultado que el de la absorción límite. Esto es natural, 
puesto que ambos principios dan la solución que corresponde a las 
ondas divergentes. 


4. Condiciones de irradiación. En los puntos anteriores fueron 
estudiadas las bases físicas generales que permiten hallar la 
solución de la ecuación ondulatoria que corresponde a las ondas 
divergentes. Sin embargo, este camino exigía recurrir a la resolu- 
ción de problemas auxiliares. Ahora estableceremos la cundición 
analítica que caracteriza a la onda divergente y que se expresa 
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directamente en los términos de la solución estudiada de la ecua- 
ción ondulatoria. 

Las ondas planas que se propagan a lo largo del eje x tienen 
la forma 


¿=1(:-2), onda directa (que va en el sentido 
positivo del eje z); 

=p (0+ 2). onda inversa (que va en el sentido 
negativo del eje 2). 


La onda directa se caracteriza por la relación 


dy 10%_, 
Óx a 0t 
y la inversa, por la relación!) 
du 41 0u 
da ado 
Para el régimen permanenle 
u=v(2)e'"*, 


estas relaciones toman la forma 
=+ ikv= 0 (+ ú para la onda directa, (11) 


para la onda inversa. (12 


Pasemos ahora al caso de ondas esféricas. Si lo» onda esférica 
se penera por fuentes situadas en una parte acotada del espacio, 
a grandes distancias de las fuentes la onda es semejante a una 


onda plana, cuya amplitud decrece como L. De aquí resulla 


netural considerar que la onda esférica divergente debe satisfacer 


a la relación?) 
Ju 1 du (4) 
Or + a 0t (13) 


1) Las relaciones escritas son ecuaciones en derivadas parciales de primer 
erden, cuyas soluciones tienen la forma de ondas directa e inversa. 

7 En lo sucesivo utilizaremos las dos notaciones: O (E) es una magnitud 
que ísminuyo como E cuando É > 0, o (E), una magnitud de orden mayor 
e infinitud que E cuando ¿-—> 
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Mo R M 


Fig. 82 Fo 


análogamente, para la onda esférica convergente tendremos: 


a O =0(2). (14 
dr a 0t 


Para la amplitud de las oscilaciones permanentes, estas condi- 
ciones toman la forma 


+ 100 (2) para las ondas esféricas divergentes, (15) 
r r 


—— iko=0(1) para las ondas esféricas convergentes. (16) 
r r 


Las fórmulas (15) y (16) fueron obtenidas suponiendo que, 
a grandes distancias, toda onda divergente es semejante a una 


E Not 1 
onda plana, cuya amplitud disminuye como ás Demostremos 


la justeza de esta afirmación. 

1. En el caso de una fuente puntual que se halla en el origen 
de coordenadas, esta afirmación cs totalmente evidente, puesto 
que la propia onda es de la forma 


g!(o!—=hr) 


u (r, t) = =0w(ne"*, 


de modo que 
9v y imy=0( 4). 
Ór r 
2. Supongamos que la onda esférica se genera por una fuente 
puntual que se halla en cierto punto My. La amplitud de la onda 
es igual a 


e HR 
E , 


Y (M) = R 
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siendo R la distancia entre los puntos M y Mo, igual a (fig. 82) 


R=VY + p3 — 2rppcosd. 
Calculemos la derivada 


¿IR  r—ppcosd (1) 
P— — E SS | 01 —)]. 
dr R e rr. 
En virtud del punto 4, se tiene que 
0v) ¿ ( 4 ) 
a ikvoa==0| — ). 
TS R 


Verifiquemos la justoza de la fórmula (15): 


£ (uv) = e + ikvp=0 (4) (15) 


lin efecto, 


91 2008004 4 (1). 20402) 
ór ó¿Ro0r 0R r OR r 
puesto que 

0 (L)=o (4) Ñ 
OR r r 
De aquí y del punto 1 se deduce que 

L (vo) = di ikv, + 0 (4) =0(1) ó 
dr r r 


que es lo que queríamos demostrar. 
3. Demostremos que el potencial de volumen 
(4 íñ ¿inn 
v(M)=|1(P) 
4nR 


satisface a la condición (15). Es evidente que 


cpu) pr (EJen=o(2) 


La fórmula (10) representa la amplitud de la onda divorgente, 
generada por fuentes distribuidas en forma arbitraria dentro 
de la parte acotada 7' del espacio. Hemos visto que la función 
v (M) satisface a Ja ecuación ondulatoria 


Av + ko = —f(M) 


dp (R = R up) (16) 
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. 1 ». . 
y tiende a caro como 7 en el infinito; además, como hemos demos- 


trado, para ésta se cumple la relación 
ELA + ikv = o(t , ) 
ór r 


en el infinito, que es la condición complementaria necesaria. 
Mostremos que 
existe una solución única de la ecuación ondulatoria 


Av + k?y = —f (M), 
donde f (M) es una función local, que satisface, en el infinito, 


a las condiciones 
4 Ad 
.o(2) 
r/ | 


í 
—+ A) | 


Admitiendo la existencia de dos soluciones diferentes tu y vz, 
se obtiene que su diferencia 


(0) 


wW =D — Us 


satisfaga a la ecuación homogénea y a la condición (a). Seta La 
una esfera de radio R, el cual haremos tender luego al infinito. 
Aplicando la fórmula fundamental de Green a las funciones tw (MM) 


—ikR 
y u(M) = Al , tendremos en el punto Mo, que se halla 
¿ 
dentro de 2, 


gee — w2») do. 
Or or 


La condición (a) para to (r) y w(31) nos da: 


00 22 — 02 0 | — O] sua E ¿evo +o(2)|- 
or Or T L r 


( : ) ( ) ( : ) 
=Y001| — ] —Wol — | = H)- 
r r r 
1) 1. N, Vecua demostró que la pos ra, de las condiciones aquí expuestas 


es consocuencia de la segunda; véase J. N. Vecua, Trabajos del [ustituto 
de Matemáticas de Tbilist, t. XII, l043. > 


w(M)= (9 22 
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Por osto, 


w(M.) = ES (5) do>0 cuando R=—>o00, 


de donde se deduce, en virtud de que el punto MW, es arbitrario, 
la unicidad de la solución de núestro problema. 
Las condiciones 


(a) 


se llainan condiciones de irradiación, o condiciones de Sommerteld. 

Hay que hacer notar que pare regiones no acotados, que no 
coinciden con todo el espacio, las condiciones en el infinito 
pueden tener una forma distinta de las condiciones de Sommerfeld. 

De esta manera, las relaciones (a) representan la forma analí- 
tica de las condiciones de irradiación para el espacio infinito 
y no se basan en un principio físico que permita formular estas 
condiciones para regiones de forma más compleja. 

Las condiciones de irradiación que se obtienen al introducir 
en la ecuación ondulatoria una absorción compleja infinilamento 
pequeña, fueron ulilizadas por primora vez por V. S. Ignatovski?). 
El principio de introducción de una absorción compleja infinita- 
mente pequeña es de fácil aplicación a las regiones no acoladas 
de formas diferentes, y a problomas más complejos. 

Para los problemas en el plano, relacionados con la ecuación 


Av + kiy = 0, (17) 


las condiciones de irradiación en el infinito aldquieren la forma 


o). 


(18) 
lim yr (Y + ikv) =0. 
Or ) 


P-» 0 


Las soluciones más simples de esta ecuación son las funcionos de 
Hankel de orden nulo 


HP? (kr) y HO (ir) (véase el Cornplemento IT, T Parte, $ 3). 


l) Véase V. S. Ignutovski, Ann, d. Phys,, €. 18, 1905, 
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De las fórmulas asintóticas 


HUY (kr) = V E 


nkr 


ela 
«aer 
—— 
pull 
+ 
la) 
ns 
1 | 
=_A4 
hm) 


y de Jas de recurrencia 
(1) 

dHo 

dz 


$e aprecia que sólo la función A(* (kr) satisface a la condición 
de irradiación. 

De este modo, la función H(? (kr) satisface a la ecuación (17), 
a las condiciones de irradiación (18) y tiene una singularidad 
logarítmica en r = 0. Por esto, la función HP (kr), como ya 
fue indicado en el $ 2, juega el papel de función de la fucnte 
puntual para la ecuación ondulatoria (7). en el caso de dos varia- 
bles independientes. La solución de la ecuación no homogénea 


Av + kiy = —f 


se expresa mediante la fórmula 


= — HP (a), 


p(M) == — 7 SS HO WR up) 1 (2) dp, 


siendo S la región en la cual f es distinta de cero. 


$ 4, PROBLEMAS DE LA TEORIA MATEMATICA 
DE LA DIFRACCIÓN 


1. Planteamiento del problema. La propagación de procesos 
ondulatorios (clectromagnéticos, elásticos, acústicos, etc.) se 
acompaña de una serie de fenómenos típicos (difracción, refrac- 
ción, refloxión, etc.). La resolución de los problemas relacionados 
con estos feriómenos se efectúa directamente, o tiene mucho de 
común con la solución de la ecuación ondulatoria en un medio 
no homogéneo 


(04. 9[( 6, A( 0 A - 


donde p y p son los parámetros del medio. 
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El mayor interés, desde el punto de vista de las aplicaciones 
físicas, lo represonta el caso de parámetros p y p constantes 
a trozos. El problema matemático correspondiente consiste en 
lo siguiente. En un espacio infinito, se tienen varias regiones 
acotadas T, con parámetros constantes p; y p¿; la parte 7y del 
espacio, externa con respecto a las regiones 7, es también homogé- 
nea (Po = const, po = const). La ecuación ondulatorin dentro 
de cada región T, toma la forma habitual 


A+ ku =-—f en 7, (i=0, 1, ..., 2), (2) 
donde u, es el valor de la función buscada u dentro de 7.,, 


2 3d Í 
k¡=—, f=— 
Pi P; 
en la región 7,. En las superficies 23,, que delimitan la región 7,?), 


las ecuaciones diferenciales se sustituyen por las condiciones 
de conjunción 


V, == Uy en 2, 
LE E Ivo en £d¿ (i=1,2,..., 2). (3) 
ón 14) 


En el infinito, la función to, que es solución de la ecuación ondu- 


latoria Av + kfv == —fy en Ta, debe satisfacer a las condiciones 
de irradiación 
1 
em =0(1), | 
(4) 
de 4 ito o (2). | 
dr r ' 


Mas abajo demostraremos que las condiciones de conjunción 
y las de irradiación son suficientes para la determinación unívoca 
de la función v en todo el espacio. El problema planteado más 
arriba cs el más sencillo de la teoría matemática de la difracción. 


2. Unicidad de la solución del problema de la difracción. Demostremos 
que el problema de la teoría matemálica de la difracción, formulado en el 
p: 1, tione solución única. Para simplificar la escritura, eonondros que 

a homogeneidad del medio se viola sólo por un cuerpo 7,, limitado por la 
superficie cerrada 2 ,, fuera de la cual se halla la región 7o. Aquí no haromos 
Ja hipótesis do que 7, seca simplemente conexa. 


1) Aquí consideramos, para simplificar, el caso en que las heterogenel- 
dades T;¡ tlenen frontera común sólo con el medio ambiente. 


276 CAP. VII. ECUACIONES DE TIPO ELIPTICO (CONTINUACION) 


Demostremos el teoroma siguiento; 
puede cxistic sólo una función que satisfaga: 
a) a las ccuaciones 


Lo (vo) — Av + kgvo = —¿o en Fo, (2") 
Li (v1) =40, + uy = —f en Ts; . 
b) a las condiciones de conjunción en la superficie Y: 


Y = Po 
mo 0 (3 
PA ' 


«) a las condiciones de irradiación en cl infinito 


1 
w=0 (7). 
(4) 
ou DU E 1 
ar +4 hwo > O (+) e 
Admitiendo la existencia de dos soluciones diferentes 
v= (0, “o) y += (4, Do), 
se obtiene que su diferoncia 
w=(uq, Up) 
dondo : 
pa = pa = 
W=V11—Vy, Un = Lp — Yy 
satisface a las ecuaciones homozóncas y « las mismas condiciones comple- 
montarias: 
Ly (rwp)=0 en To, Ls 1.1) =0 en 7, (28, 
Qw du ; 
Ug=="Wg pr y =P en 31, (34) 
1 da. ] í 
uo 0 (5), GE +ikwoo (7) para r=o0, 50 


Purn las funciones we, ut, conjugadas con las wp y 4, 30 cumplirán, evt- 
dentementa, las ccuaciones homngéneas (2%), las condiciones (3%) y las de 
irradiación 

Ór 


Sea Sp una esfera de radio Ri suficientemente grande, que abarque la re- 
gión T, y Tr, delimitada por las smporficies E; y Sh. | 
Aplicando la fórmula de Green a las funciones ty, wf en la región 7y 
y a vo, wi en la 7p, se obtiene: 
ni , ' dm dwy Ras 

Ñ (uy Ly (we) —wPLy 11)) dt = | (au $e) du =0, 

FP, Y 
$ [uo (008) go (uo)] dr 


Tp 


wy=0 (+) : Co TE (+) E (44%) 
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dondo vy es la normal exterior con respecto a la región Tp, y vi, la nor» 


mal oxterior a la rogión 7,. Es evidente que ER en Z1. 
Oo dv; 


Multiplicando la primora igualdad por pj, la segunda por pg, Sumán- 
doas y aplicando las condiciones de conjunción (3%), so halla: 


ds du _ 
$ (uo E 108 qn) do =0. 
En 


Expresando, de las condiciones de irradiación, las derivadas: 


7% — dp +o (+)  =— ito (+) E 


so obtiene la siguiente igualdad: 
32) uqyu$ do + j EX (7) -=8 0 (7) ] do =0, 
R 2 


La segunda fntogral ticnde a coro cuando R—> oo, por lo cual 


j woug do= | | Rup]tdQ — 0, R—> co (d4Q =sen U d0 dy). (5) 
=r R 
En el Complomonto JI, 1f Parte, $ 3, se demuestra que la función 


Vm (7, U, =D Y m (0, qp), 
donde 


Em (0 = V 5 Hr te) (0 = hor), 


o Ym(0, q) es lu función esférica de m-ésimo orden, satisfocu a la ecua- 
ción ondulatoria 
Lo (V nm) = AVmA- K53Vm =0 
y a la condición de irradiación 
14 > 1 
Apliquemos la fórmula de Green, on la región Tr, a las funcionos 
wo y Vr: 


óS) [wL (Vm) —Vm-L (19)) lt = 
R 


av 0 áv dto 
E y (10 7 —Vm 52) do+ 4 (vo 5— Vm e) do =11+1n. 
A] 


El sogundo sumando, 7, tiende a coro cuando R-— co, an virtud de las 
condiciones de irradiación (véase el teorema del $ 3, p. 4). Como la pri- 
mera integral, /,, no dopende do R, de aquí se deduce que f1=0 y, por 


371043 
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consiguíento, /fg=Ú para todo Ai, es decir, 


dE» (e A 
cen Con ns Y m (0, p) 2Q—t 
Lp 


du 


e A Sm Y im (0, p) 2 =6. 
ER 


Var 


Si so denota 
j Y m (9, p) EQ = Um (Kyr)» 
R 


so puede escribir: 
ES" (et) Gm (ol?) — Gi (tea R) E (hor) =0, 
do donde se halla quo 
Cop (kgr) =amziz? or), 


siendo ay un factor constante. 
La condición completa de las funciones esféricas 


( [fuoltd2= D) Mah, ofi) (5) 
En mar () 


y la fórmula (5) nos dan: 
Rm (kgH) — 0 para R—> vo 


Sin embarzo, sogún la fórmula asintótica 
m-+1 
1 |p— T 
ED lp) 2 pe 0 


el producto r¿12 (kor) so mantione mayor, en valor absoluto, que cierto nú- 


mero positivo para valores grandes do r; en consceyencia, 4, = O, es decir 
Am (koR) = 0; de aquí se desprende, en virtud de la ecuación (6), que wy =! 
on la esfera E,,. De osta [orma, si la esfora 3,,, de cierto radio ra, abarca la 
rogión 7,, fuera de esta osfera será w= 0, Do aquí se concluya, on virtud 
do que la solución do la ecuación € = 0 os analítica *), que la función we es 
wy es O en todas partos en la región 70. Ahora bien, de las condiciones de 
conjunción se deduce que en la suporficie Y, debo ser 


w=0 y > =0. 47 


La fórmula tundamental de Green, aplicada en la región 7, a la función. 
tos, demuestra que 


—ihyR ”. (P —Sk¡R p 
tg M= ! E R E (P) > q) ]10=0, (8) 


Ly 


donde R = Ryp, on todo punto M do la región 7,. 
.De cesto modo, hemos domostrado quo w(4) = 0 on todo ol esp acío. 
Esto demuostra el teoroma do unicidad. 


1) El hecho de sor w analítica on la región 7, so deduce de la fórmuls 
(7) del $ 2 para el valor complejo x == tk y para una superficie Y que sa hallo 
entegramonte dentro de 7). 
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3. Difracción en la esfera. 1. Una clase de importancia práctica do 
solugiones de la ecuación de las oscilaciones 


1 
Au-— qa ett =( 


son las ondas planas. Se llama onda plana, que se propaga on ciorla direo- 
ción dada, a la solución que doponde del tiempo y de una coordenada espa- 
clal, la cual se cuenta on la dirección de la propagación. Por ejemplo, la 
onda plana que so propaga a lo largo del eje x satisface a la eruación con dog 
variables independientes 


Uxg — u(=0 
y tiene la forma 
u(r, =/ ( t-2) e 


En ol caso del régimen permanente, cuando la dopendencia del tiempo se 
dotermina por el factor pot la onda pluna tiene la forma 


u lx, 1) del (OA, (9) 


donde k = - es el número andulatorio, y | A |, la amplitud. 


La onda plana que se propaga en la dirocción ?, donde l (1,, 1,, 1) es 
el vector unitario, se puede escribir en la siguiente forma: 


u (sr, Y, £, ey 2 Alt dol yy Hadid getot—Atr] , (10) 
Las funciones 
v (1) =Acix, p(x, y, 2) = AcM, (11) 
que son solnciones de la ccuación onduletorla 
Av + kv = 0, (12) 


también so llaman generalmente ondas planas. 

En Ja teoría matemática de la difracción, habitualmonto se estudian las 
porturbaciones del campo en un modio homogéneo, croadas por Ins regiones 
Ty, que alteran la homogencidad del medio. Sea v (M) el campo en el medio 
homogéneo, creado por las fuentes dadas, que consideraremos situadas fuera 


do la región 7, ((= 1, 2, ..., ny; en particular, pueden sor fuentes sufi- 
cientemente alejadas, que causan la aparición de las ondas planas 
víz, y, 2 =4e Mr, (13) 


El campo real vo, que tiene lugar en la región Ty cuando hay heterogeneí- 
ades, se puedo representar en forma de la suma 


tp [(M) = uo (M)+v0 (M), 


donde v, (M) es la «onda incidentes, y wo (M), la onda difractada, o reflejada, 
que Deli la perturbación del campo exterlor y por las heterogonoida- 
des f7 


Buscaremos en la región 7, cl campo difractado wo (M), y dontro de 
T¡, el «campo rofractado» v¿. Establezcamos las condiciones que determinan 
las funciones buscadas wo Y Y, (1=1,2,..., nm): 


379 
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a) las Sunciones twy y yv, satisfacen n las ecuaciones 
Aw+ kéig—0 en 7o, (14) 
Av +ki0¿=0 0n 7,(:—1,2,....5); 
b) en las frontoras de separación Y, de las regiones 7; y Ty se cumplen 
Jas siguientos condiciones de conjunción: 
ep=u9 | to vn 34, (15) 
donde Ty es una función dada, 
90¡ Uso 


PA NOA E fi en Ey, (16) 


donde f;= poza os una función dada: 


e) lu onda roflejada mo (M) se comporta en cl infinito como una onda 
esférica divergente, es decir, salisface a la condición de irradiación 


mm =0(+), 


1) uN 


1 
Or + 1 hu: 0 (+) e 


2. Analicomos con más dotalle la difracción de una onda plana en la 
esfera 1), Supougamos que en la direcrión dol ejo z llega, desde el infinito, 
la anda plana 


¿=A0 hz (17) 


sobre la esfera de radio 1 con centro en el origen de coordenadas. Se buscan 
los campos reflejado y refractado en forma de desarrollo en funciones esféri- 
pa Uta 
cas; desarrollemos a vo Y / = Po577 > que figuran en los segundos miembros 
de las condiciones do conjunción, en funciones esféricas. 
Hagamos z=r cos 8; enlonces se puede aplicar el siguiente desa" 
rrollo de la onda plana en lunciones esféricas: 


¿—thrcos 0 — > (2 +1) (— ¿7 pr, (Ar) Pm (cos 0), (18) 
mX=0 
donde 


— 
Pm (kr) = VÁ Pn+3 (kr, 
yJ  , (kr)es la función de Bessel de primera especie de (m+3)- 
mm 


ésimo orden, Pm (cos 8), el polinomio de Legondre de m-ésimo orden. En 
efecto, a la izquiorda” se tiono la solución de la ecuación ondulatoria, que 
depende solamente de 3. Cualquicr solución de la ccuación ondulatoria e 
puede representar como la suma de productos de funciones asfíricas por 
pm (%r). Por cuanto, cn nuestro coso, el primer miembro do (18) tiene sime- 


1) Con freruencia se utilizan métodos análogos en la mocánica cuántica, 
on Jos problemas sobre la dispersión de particulas. 
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tría zonal, ontonces 
OD 
ectiroos 0 SY Cepa (der) Pra (cos 0), (19) 
m=0 


siendo Cm coeficientes por ahora indeterminados. Utilizando la ortogonali- 
dad de los polinomios de Legendre y su norma (véase el Complemento Il, 
ll Parte), se obtiene: 


1 
Cm (01 = 22 j e 'PEP mn (E) a (20) 
—] 


(p =kr, E= cos 0). 


Hallemos el primer término de la representación asintólica para la integral 
del segundo miembro; su rta con el primor término del desarrollo 
asintótico de la función Ym (p) nos permitirá hallar el cocficiento Cm. Into- 


gremos m vecas por puctos, integrando rada vez e +0 y derivando Pm (- 
Como resultado, so obtiene el desarrollo de la integral en potoncias de rm 


Conservando sólo el primer término del desarrollo, tendremos: 
+1 


$ eE (E dia 


—1 


—int A 
[e PSP ma Ent == 


— El 


1 = , - A 
=—5p le PP 1) — e PP mm (— 3) = =p $9 (—4)me10)= 
== 1 —Íía —ima o, _ 
Ez le "e er)= 
E PE É ( OL 
_e 2 [ 2 (097) (0-9 5)]_,, ol 2 
— ip p 
Pur otro lado, como cs sabido (vaso cel Complemento !, 1 Parte, $ 3), 
ma 
sen ( ES 
Ym (P) E A 
Comparando estas exprosiones, se Lalla, «do (20), que 
Cm = (2m 4-1) (— 1y1, (21) 
lo cnal demucstra la fórmula (18). 
De (17) so deduce que 
00 
Vo lr=n = »2 amPm (cos 8); 
Gm — A (2m + 2) (— EP on (0d?) ; 
da 00 
Ea Dz > . 
Or |r=R > Bm m (c08 0); (23) 
m=0 


bm == Akopo (Ln |: 3) (— dy" Pin (kg BR). 
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Los campos reflejado y relractado sou soluciones de la ecuación ondula- 
toria y, al igual que ol campo incidente, poseen simetría zonal. Por esto, 
las funciones », y w, se buscan en la forma 


vjy= > AmUbm (k,r) Pra (cos 0. (24) 
m=1) 

wo = Y, Bmbm (hor) Pm “cos 0), (25) 
m=0 

ni0)= Y HO, p. (26 

2 a , ) 


Pasomos ahoru a doterminar los coeficientes dol desarrollo Gm y fm. 
Utilizando la condición de conjunción y comparando los cooficigntes de 
P, (c03 b), se obtieno: 


Cm Ym (4,R) — PmEm (kpR) = Gp = Á (2m-+ 1) (— Ym KR). 
pk ¡mia (41) — PB mE RI bm = Alopo (m1) (— E y Lg), 
de dondo 
A a Poke Vin (hor En UratO — Em (kg) im (KR) 97 
AA O e ER) En (6022) — Pak CTO En (0 e 


Pak AR) y ma 422) — poko m (kol8) pm (4?) 
PokoYim (442) Em Urol) — pik Yin 1141) Em Ucolt) 


3. Consideromos, on calidad de ejemplo, el problema de la dispersión 
del sonido por un obstáculo, esférico sólido. Supongamos que sobre una esfera 
absolutamente rígida e inmóvil do radio R, con centro en el origen de coorde- 
nadas, incide una onda acústica plana, que se propaga en la dirección del 
ejo z. La presión acústica p (x, y, z, €). como fue cstablocido en el capítulo 
IL, $ 1, satisface a la ecuación de Jas oscilaciones 


Bm =4 (2m+1) (— 7 - (28) 


donde a es la velocidad del sonido, y, cl exponente de la adiabática, po y 
Po son la presión y la densidad del medio cn estado de reposo. 
La presión en la ondi plana incidente se da por la función 


“Po= 407 Hut kz («-5) ] 


donde A es una constante. 
Considorando el proceso permanente 


P (z, Y, Z, 1) = JJ (z, Y. 2) e 
se obtieno, para p (x, y, 3), la ecuación ondulatoría 
Ap + kip = 0. 


En la superficie de la esfera Sp, en virtud Je su total rigidez, debe ser nula 
la componente normal de la velocidad te. La proyección de la volocidad sobre 
la in do la normal n ostá relacionada con la presión por la sigujento 
ecuación: 


— (01 
1 
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fa cual nos da, on el caso ostacionario, 


De aquí se obtiene la condición de frontera 


dp ES 
da dl 
Haciendo p = Pa + w, donde »» (x=, y, z) es la presión de la onda disporsada, 
so obtienen, para la determinarión de w, las siguientes condiciones: 
a) la función w(x, y, z) satisface a la ecuación ondulatoria 
Aw + k3w == 0; 


b) en la superficio de la cstera Sp so cumple la condición de frontera 


e) la onda dispersada w se comporta on cl infinito como una onda osfé- 
rica divergente, es decir, satisface a la condición de irradiación cuando 
r>o, 

1 


w(M)=0 (+) : 
LL 4 iko=0 (+) . 


No os difícil aprociar que este problema es un coso particular dol pro- 
blema, considerado más arriba, do difracción, y correspondo al valor del pa- 
cúmetro p, = 0. 

Hactendo en las fórmulas (25) y (28) p;, == 0, se obtiene: 


Se _ qm Pin (Kad?) 
Bm = — A (2m +1) (— 9” TAO (29) 


w= —AÁ » (2m + 1)(—¿m o Ens (hor) Pm (cos 0). (30) 


m=!) 


Si la longitud de onda ex grande en comparación ron las dimensiones 
de la esfera, os decir, si kyR < 4, entonces en la fórmula (29) se pueden 
utilizar los desarrollos de las funciones pm (kR) y Em (kR) en series, los 
cuales se deducen de los desarrollos de Jas funciones Y ql MR) y 11 0, (ER) 

a mi-— 


2 
ou potencias del argumento pequeño «R (véaso c] Complemento II, 1 Parte, 


$$ 1 y 3): 
1 5 
1 2 4, y a 
A E 7 eN) (5er) 
A TEE 
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al) Ez (5) 
bo (8) 1 Y] A, EIATO) es —i A 
0 r() r (-3) 


Como 2 
dE S ps 
j (3) =V5 (7). pi (2)=7 Va r(—-7)=-2Vx 
se obtiene: 
do RA 1 E, Y (6) a, 


ye 1 > £ 
So (AR) ==R' 0) az 
do donde se doduco quo 


Nana E, qua 


3 , 
Eo (RR) a Er UR) == — == 
cs (Ry? : (ES * 
Sustituyendo on fórmula (29) las exprusiouos halladas para Y Y ¿m 
se halla: 
Á Á 
Po=! ES (KkRy, Pj-= => (23. 
No es difícil aprociar quo los siguientes cocficientes son proporcionales a 
(Ay; por cesto, en la dispersión de ondas largas (*R? < 1), la porturbación 
o ó represonta aproxftmadamente por los dos primeros términos de la serio 
ww e Bota (kr) + Bags (er) cos D 81) 
[Py (cos 0) =1, P, (cos 8) =C0s 0]. 
E Pre distancias do la esfera perturbadora (kr > 1), en la llamada zona 
eleja 


na» u «ondulatoria», se tienon, para las funciones Lo (kr) y E, (kr), los 
representaciones asintóticas 


A O (82) 


nes oral desprenden do las representaciones asintóticas do las [inciones 
e Hankel. 

Sustituyendo en la fórmula (31) las expresiones (32) para Lo (kr) «y 
£, (kr) y cambiando Po y $, por sus valores aproximados, se ubtieno: 


AK3R3 3 E 


$ 5 PROBLEMAS DE TA TEORIA MATEMATICA DE LA DIFRACCIÓN 585 


Calculemos ahora la intensidad do la onda dispersada; esta magnitud 
se define como el valor modio del flujo de energín (vector de Umov), igual 
a) producto do la prosión acústica sobrante w por la "velocidad «, entendién- 
doso por w y u las partes realcs de las expresiones respectivas. En nuostro 
CASO, es 
Y = 9 COS (wm — kr), 

) (34) 
u = ug Cos (wt— kr), 


donde wo Y up Son las amplitudos respectivas. 
Calculemos la intonsidad del sonido / en la zona ondulatoria, conservan- 
do los iérminos principales de los desarrollos asintóticos: 


Unila 


l= 


T 
UM 
27 j cos? (w0t— hr) di 
t) 


(1-2 cs el período) , 


De Ja ecuación del movimicnto 


vu de dw 
TI 
y de la fórmula (34), se halJa: 
rr 


De esta manera, 


== 1— 5 cos 


e O (13 coso)” 
2ap  18apr* 2 " 


Indicando la potencia dispersada por la osfera en cl conv 40 medianto 


272 Y! (0) sen 0 0, 


tandremos: 
A2k4]I0 3 2 
z (0) gay (1 eos 0) . 
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El diagrama polar de la íntonsidad del sonido dispersado por la esfera 
se expone en la fig. 83 (las proporciones no se han conservado). Si 


cos Y —- +3 , 0O=u=4810", 


entonces no hay dispersión cn la dirección $ = a. 


EJERCICIOS DEL CAPITULO VII 


t. Hallar la función de influencia de una fuente puntual esta- 
cionacia de gas, alo la hipótesis de que éste so desintegra durante 
el proceso de difusión. Resolver el problema para la difusión cn el 
ospacia y en el plano. 


2. Resolver el mismo problema en el semiplano y > 0, consi- 
derando que para y = 0 la concentración es nula. 


3. a) Resolver los problemas interior y exterior para la ecuación 
Au — «lu =0, 


si en la esfera r = r, se da la condición de frontora u |, p, = Á cos0, 


En el caso del problema oxtorior, forinular las condiciones en ol 
infinito que aseguron la unicidad de ln solución, 
Estudiar problomas análogos suponiendo que 


6 lp = F (0). 


bj Resolver probleraas análogos para la ccuación con dos variables 
independientos, cuando las condiciones de Írontera están dadas en una 
circunferencia de radio ry y tioncn la forma 


u lr=rp= A cns q 


y 
lr = FU 
respectivamonle. 
4. Resolver los ejercicios 3 a), b) para la ecuación 
du + Ku = 0. 


En el caso del problema interior, estudiar el problema de para qué va- 
lores de ro exisle solución única (considerar que k está dado). 

Formular las condiciones que «seguran la unicidad de la solución 
tanto parn dos como para tres variables independientes. 


5. A una profundidad 4 bajo la suporficio de la tierra se halla 
un modio, en el cual está distribuida sustancia radiactiva, con densidad 
constante. Hallar la concentración do la emanación, considerando 
que su concontración en la superficio €s igual a cero. 


6. Hallar las frocuoncias propias de una membrana que  tione 
forma de anillo, cuyos radios son iguales a a y b (a < bd), consido- 
rando quo y l,., =" 0 y v 1, = 0. Mostrar que el limite del primer 
valor propio, cuando a — 0, os igual al primer valor propio de una 
membrana circular de radio b con frontora fija. 
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7. Hallar los oscilaciones y frecuoncias propias para un ecnudo- 
vibrador de forma cilíndrica, considerando quo sus paredes son con- 
ductores ideales. Analizar el mismo problema en interpretación 
acústica. 

Indicación. En el caso de las oscilaciones clectromagnéticas, 
introducir el potencial do polarización (yéase el apéndice I del capt- 
tulo,VID. 


8. Determinar el campo olectromagnético de un dipolo puntual 
en el ospacío infinito, considerando que las magnitudes del campo 


son proporcionales a e'%?. Estudiar el comportamiento asintótico 
de la solución a grandes distancias (cn la zona ondulatorla). Resol» 
ver el mismo problema pura un dipolo que se halle sobre una superti- 
cie que sea un conductor ideal (dipolo vertical). 

Indicación, Introducir el potencial de polarización. 


9. Plantear el problema sobre la propagación de las ondas electro- 
magnéticas dentro de una guía cilíndrica de ondas do radio de sección 
arbitraria con paredes conductoras ideales. Estudiar la onda de tipo 
eléctrico que se propaga a lo largo de una guía de ondas cilíndrica cir- 
cular y que tiene la mayor longitud. Hallar el campo y calcular el 
flujo de energía a través de una sección perpendicular a la buso (véase 
cl apéndico Í del capítulo VIM. 


10. Resolver Ja ecuación no homogénea 
Au+ Pu=—f 


cn una región cilíndrica no acotada do sección circular, en cuya su- 
perficio se tienen condiciones de frontera homogéneas de primera o de 
Ae InON especie, y escribir ln función de la fuente (véase el apéndice 11 
del capítulo VID. 


11. Escribir la función de la fuente cn el coso del primer problema 
dla contorno para la ecuación 


An + Pu =0 


a) en el semiespacio 2 > 0; 
b) en el semiplano » > 0; 
c) dentro de la caja — ¿E 2 <l. 


12. Resolver el problema de la difracción de una onda electro- 
magnética plana en un cilindro infinito conductor ideal. Resolver el 
mismo problema cu interpretación acústica. 


13. Hallar Jas oscilaciones propias electromagnéticas de un 
ecndovibrador «sférico de poredes conductoras ideales. Analizar los casos 
INES del tipo 7£ y TM (véaso el apéndice 11 del capítulo 
15. Hallar las oscilaciones electromagnéticos propins de un 
endovibrador, que representa la región comprendida entre dos super- 
ficios cilíndricas coaxiales y dos planos purpendiculares al eje de los 
cilindros. 
Indicación. Vara el potencial de polarización Jl,, m utilizar una 
fórmula análoga a la (14) del apéndice Jl del capítulo VII. 


1) Para el significado de las notaciones TE y TM, véase ol 
apéndice 1 del presente capítulo, pág. 592 (N. del. 7.). 
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APENDICES DEL CAPITULO VII 


l. ONDAS EN TUBOS CILINDRICOS 


l. En la construcción de distintos aparalos radiotécnicos 
hay que resolver el importante problema de la transmisión de 
energía electromagnélica del transmisor a la antena transmisora 
o. al contrario, de la antena al receptor. hos problemas de trans- 
misión de la encrgía electromagnética se encuentran también en 
varios otros problemas prácticos do la radiotécnica moderna. 

Hasta los últimos tiempos, este problema se resolvía acepta- 
blemente mediante una línca de dos cables. que estaba constituida 
por dos cables metálicos enlre los cuales sc propagaba la onda 
electromagnética. Pero resulta ser que, conjuntamente con los 
defacilos que son propios a todas tas líneas lransmisoras, esta 
línea de dos cables irradia oncrgía electromagnética, y cesta irra- 
diación aumenta al crecer la frecuencia de las ondas de radio. 
Por esto, este tipo de líneas de transmisión se haco poco cómodo 
en la región de las ondas ultracortas. 

Jin los últimos años, en la técnica de las ondas ultracortas 
(longitud de centímetros y decímetros), se aplican para la trans- 
misión de cnergía instalaciones de transmisión completamente 
diferentes: tubos metálicos huecos (guías de ondas de radio), 
dentro de los cuales tiene Ingar la propagación de las ondas de 
radio. Estas instalaciones do transmisión son líneas muy cómodas 
de (ransmisión, al tener pocas pérdidas!). 

La teoría matemática de la propagación de ondas de radio 
en tubos fue fundada ya por Raylcigh, que estudió la propagación 
de ondas acústicas en los tubos. Jín los últimos años, la teoría 
de las guías de ondas de radio obtuvo un desarrollo intenso, espe- 
cialmente en los trabajos de los científicos soviéticos. En nuestros 
días, las propiedades de las guías de onda circular, rectangular 
y otras se han estudiado suficicntemenle bien. 

Consideremos, ante todo, las promedades de las guías de onda 
de sección transversal arbitraria, y luego las ilustraremos en 
varios ejemplos concretos. Así, pues, consideremos un tubo cilín- 
drico, que se extiende ilimitadamente a lo largo del eje z. Supon- 
dremos que las paredes del tubo son conductores ideales. Denote- 
mos mediante 2 la superficio y mediante S, el corte transversal 
del tubo y sea C el contorno que limita este corte. Supongamos 
que: 1) las características del medio que llena esta guía de ondas e 


1) Véase B. A. Vvedenski y A. G. Arenberg, Gutas de Ondas de Radio, 
I parto, ed, Gostejizdat, 1946. 
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y u son iguales a 1, o = 0; 2) dentro de la guía de ondas no hay 
fuentes del campo; 3) lus campos varían periódicamente según 
la ley eriot, 

Las ecuaciones de Maxwell livnen en esto caso la forma 


rot 11 = — ikE, 
rot E = ¡RH , (+ w ) 
divH = 0, 
div E =0. 


Como las paredes de la guía de ondas son conductores ideales, 
la componente tangencial de E, en éstas es igual a cero: 


E; ls 0 0. (2) 


Demostremos que dentro de la guía de ondas se pueden propagar 
ondas electromagnéticas. Buscaremos la solución de las ecuacio- 
nes (1) en la forma 


E =grad div +40, j 3 
= — ik rot IT, (5) 


donde IH es el polencial de polarización. Consideremos el caso 
en que el vector II tiene sólo una componente, dirigida a lo largo 
del eje z (4H, = O). En este caso, las ecuaciones (1) nos dan, luega 
de sustituir en cllas Jas expresiones (3): 


AIW+*xH=0, o bien a+ 4 en —=0 (4) 
z 


(1) 


(1 = I,). 
La condición (2) se cumplirá si se exige quo 
TT iz =0. (5) 
Buscaremos la solución en la forma 
1 (11,33 =Y9 (1) f (2), (6) 


donde 4 es el punto que se halla en la sección transversal $. 
Sustituyendo (6) en (4). se concluye que Y (M) es una función 
propia del problema sobre las nscilaciones de ima membrana fija 
en el contorno, cs decir, 


Anp + 41w=0 dentro do $, p 


Ple =0. (7 


2 
Aquí atan es el operador bidimensional de Laplace. 
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Denotemos mediante (A,) y (ip, ) el sistema de valores propios 
y funciones propias de este problema. l.a solución particular del 
problema (4) ticne la forma 


Ma (M4, 2) = pa (CM f,, (2). 


donde la función f, (2) se determina de la ecuación 


fa+ 0 A). =0. (8) 


La solución general de Ja ecuación (8) es 


Í, (2) = Ae + Bye "rs (Pn == Vk*— A, ). (9) 


No es difícil apreciar que el término A,e'*”* corresponde 


a ln onda que se propaga en el sentido positivo del ejo z; en cam- 
bio, el segundo término en la fórmula (9) corresponde a la onda 
que se propaga cn sentido opuesto. 

Considerando sólo la onda que se propaga en un sentido, 
hagamos 


fa (2) = Ane rn: 
entonces, se obtiene Ja solución en la forma 
DT, (M, 2) a Ann (M) E (2). (10) 


donde A, es una constanle que se determina de las condiciones 
de generación de los campos. 

Sustituyendo la expresión (10) en las fórmulas (3) y rocupe- 
rando el factor e—*0!, se hallan las componentes del campo en 
la forma 

Fa (MM) ¿nica (11) 


donde F, es una función que so expresa mediante la función pro- 
pia de la membrana y, (MW) o sus derivadas. 

Si k* > A,, entonces y, es real, y la expresión (11) representa 
una onda que se propaga a lo largo del eje 3 con velocidad de fase 


10) Cc 
Y = --—_ — — ___—-.—— 
Vie, ¡AE 
mé 


>C. 


La velocidad de grupo de la onda es igual, evidentemente, » 


Aa 


U=—u=C — — ÚC, 
v 15 


es decir, en una guía de ondas vacía tieno lugar la dispersión. 
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Si k? < Ay, entonces Ya, = i%n (Xn > 0) y en lugar de la expre- 
sión (11) se obtiene la onda amortiguada 


Pa (M) e et*nz, (12) 


que se propaga a lo largo del eje 2 en el sentido positivo. 

Como las frecuencias propias A, de la membrana crecon inde- 
finidamente al aumentar el número n, para cualquier frecuencia w.. 
a partir de cierto número n = N, tendremos: 

k* < An. 

En consecuencia, en la guía de ondas se puede propagar sólo. 
un número finito de ondas. Si k? <A,, en la guía no puede haber 
ni una onda. 

Para que en una guía de ondas de forma y dimensiones dadas 
pueda propagarse al menos una onda, evidentemente, debe cum- 
plirse la condición 


A <A. o bien NE 
Va, 


1 


donde A es la longitud de la onda que se propaga en el tubo. 
Para una guía de ondas de sección rectangular de lados a y db, 
se tiene: 


2 2 a 
An = Ámn = Ne dea +45 da e o ' (13) 
a b 
n=Í, 2, a 


y, por consiguiente, la onda existirá sólo bajo las condiciones 


k>n Vit: O E A A 


a 


Las soluciones de las ecuaciones de Maxwcll pueden ser tam- 
bién campos cuya componente «z» del campo cléctrico es nula: 


E, =0. (15) 
Introduciendo el vector ÍI = Mi, y haciendo 
E =ikrotÍl; =grad div Mi + ¿ñ (16) 
(É, =0), 


se comprueba que la función NM (MW, 2) dobe determinarse de la 
ecuación : 
a 2 A , 5 ó*II S A 
An>+XxI1=0, o bien A (17) 
2 


592 APENDICES DFL CAJITULO VO 


y de la condición de frontera 


A 


¿Mo en Y. í8 
a (15) 


Repitiendo los razonamientos expuestos más arriba, se hallan 
las soluciones de este problema: 


Ma Arda (1) e 07. (y, =Vié—A,), (19) 


a las euales les corresponden las soluciones de la ecuación de 
Maxwell de la forma 


F, (Mene, 


Aquí Y, (M) y An donotan las funciones y frecuencias propias de 
la membrana S con frontera libre: 


Añpa FAmpn =U0 en S, 


az _0 con C. 
Ov 


De este modo, en la guía de ondas pueden existir campos elec- 
tromagnélicos de dos tipos, (E, H) y (É, 1H), determinados 
por las fórmulas (3) y (16). Se ha convenido la siguiente termino- 
logía: se dice que hay ondas eléctricas (u ondas del tipo TM), si 
H, =0, 0 que hay ondas magnéticas (del tipo TE) si Ex = 0. 
Hemos comprobado que en la guía de ondas pueden existir ondas 
TE y TM. Se puede demostrar!) que cualquier campo en la guía 
de ondas se puede ropresentar como la suma de campos TE y TM. 
De aquí se deduce que un campo arbitrario en la guía de ondas 
se puede hallar si se conocen les dos funciones escalares Il (M, 2) 
y í (M, 2). 

2. Hallemos la magnitud de la energía que lleva una onda, por 
ejemplo, del tipo ZM. 

Para esto, calculemos la magnitud del flujo del vector de 
Umov-Poynting a través de la sección $: 


Cc . + 
WE 55 00H* as, (20) 


siendo .FT* ol vector conjugado del H, $, la sección transversal 
do la guía de ondas. 


1) Vésee A. N. Tijonov Z A. A. Samarsky, Boletín de la Universidad 
Estatal de Moscú, lusc. 7, 1948. 


I. ONDAS EN TUBOS CILINDRICOS 593 


Introduzcamos un sistema rectangular de coordenadas x, y, Z. 
Entonces será 


W,¿= $ E,H) — Ey Hi) de dy. (21) 
8x 's 


Eapresemos las componentes del campo mediante el potencial de 
polarización ll según las fórmulas 


* TI 6*11 
A nh. E, = 
dx dz dy Oz. 
msi. Meal 
dy Óx 


y sustiluyamos sus valorcs en la igualdad (21): 


€ ¿lor en an) 
W,= — — ik (E —— dx dy. 22 
j 35 0x 03 Ox a dy di (és) 


La función IT y su conjugada IT* se pueden representar, «de acuerdo 
con (10), en la forma 


JT (M, 2) = Ann (M) q 
FIAT, 2) = Aran (M) e oa, 


donde y, es la función propa de la membrana fija (Y, le = 0). 
De se deduce que, en lugar de (22), se puede escribir 


0 rat (0) + (3) Jus 


— — Án 2 > 2 
E E! PL as. 
Aplicando la primera fórmula de Green: 
ra ds =— [Í dudabn dS + 57 Pa gs — 
5d 5 i dv 


=An 51 15 dS =%p, 
Ss 


se obtiene la expresión para el flujo de encrgía de la onda de 
HÚLNCIO 2: 


w, =— E | A n FYnA no (23) 
8n 


um. 11194 
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5: se propagan simultáneamente varias ondas, YY, será igual 
a la suma do términos del tipo (23). 

Pasemos ahora a analizar el problema «de la generación de 
campos electromagnélicos cn mina guía de ondas por corrientes 
dadas!). 

3. Supongamos que en cierto volumen Va dentro de la guía 
de ondas 2 están dadas las corrientes ¿ (3. z)7:0%, que varían 
con ul transcurso del tiempo según la ley armónica. Jlallemos 
los campos que generan estas corrientes. En virtud del principio 
de superposición de los campos, es suficiente, evidentemente, 
resolver el problema de la excitación de una guía de ondas por 
wo» dipolo elemental de orientación arbitraria. 

Para dar una idea del método de resolución del problema 
goneral planteado más arriba. consideremos el caso mús simple 
de excilación de mma guía de ondas por la corriente lincal 
IT = To (2) c7**, dado en cl segmento £, paralelo al eje 2. 

Para determinar los campos electeromagnéticos generados en 
la guía de ondas, hay que utilizar: 

1) las ecuaciones de Maxwell (1); 

2) las condiciones de frontecta 


Elang =0 en 2; 


3) la condición de irradiación, en forma de la oxigencia de que 
no haya ondas (que lleguen desde el infinito; 
4) la condición de portwrbación, que tomaremos en la forma?) 
, án : 21 
y H,ds= fo, o bien 4, ==, (24) 
Ke c cp 


donde XK. es una circunferencia de radio € (€ > 0), que abarca 


—>Y 
la línea L, p = | -4Mo |, donde M7 es un punto er la corriente, 
y M“M, un punto en la circunferencia K¿. En otras palabras, cl cam- 
po electromagnético en la corriente debo Lener una singularidad 
de tipo determinado. 

Tomemos el potencial II, aplicando para esto las fórmulas (3). 
Seu (Mo, E) un punto arbitrario en la corriente. Introduzcamos 
un sistema de coordenadas cilíndricas p. «q, 2 con centro en el 
punto (Mo, E) y calculemos ¿f,, aplicando la ccuación (3): 

H,= pan. 
dp 


1) A. A. Samarsky y A. N. Tijonov, Jtevista de Fisica Teértca, t. 27, 
7 


fase. 11, 12, E 
2 Véanse el capítulo V, apéndice TI, p. 3. 
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De aquí y de (24) se signe que en el punto (Mo, E) la función 1 
debe tener una singularidad logarítmica: 


ia a, (25) 
ikc 10) 
Je esla manera, la función T (17, z) debe satisfacer n la ecuación 
ondulatoria (4). a la condición de frontera N =0 en E, a la de 
irradiación y a la de perturbación (25). 
Bnscaremos la solución «de este problema on la forma 


Mo K SIAM, My 2, 5) Lo (0) dl. (26) 
J. 


donde To (M, Mu; 2. L) os la función de la fuente, que se deter 
mina como la solución de la ccuación 


ATln + ?H, = 0 
con respecto a las variables (M, 2) y (Mo. €). que satisínce a la 
coudición de frontera 
Jl, =0 en 2, 
a la condición de irradiación y que tíene unn particularidad del 
ty 
tipo 75 > cuando coinciden sus argumentos. es decir, que 
14 


se representa en forma de la suma 
thr 


JAM. Mo 2.5) = z +o(M, Mi 2.0) 


nr 


——_— 
/ 2 
r=V0+ (2-0, p=1MMo1), 
donde y es una Función regular. determinada de la ecuación ondu- 

Intoria y de la condición de fronlera 


+ihr 


b= — en Y. 


tar 


No es difícil apreciar que la función DD (4, a), determinada por 
ln fórmula (26), tendrá una singularidad logarítmica y que se 
cumplirá la condición de perturbación si $e Loma el factor norma- 
lizante igual a 

Ar 


ike 


== 


38» 
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De aquí se deduce que 


A 
1Mas=-= 


UC 


$ TOMA, Mos 2. OL. (0) al. 


lin particular, para el elemento de corriente de longitud Al, será 


án 
L¿ Al- Io. 
k 0 0 


EC 


Il (*M, 2) = == 


Por lo tanto, Jl, posee el significado físico del potencial de polari- 
zación que corresponde a la perturbación creada por un elemento 
de corriente situado en el punto (Mo. $) paralelamente al eje 
de la guia de ondas. 

De esta forma, el problema de la determinación del campo en 
una guía de ondas queda totalmente reducida a escribir la función 
de la fuente Ilo del primer problema de contorno para la ecuación 
Au + ku =0 dentro de un cilindro infinito. 

Para escribir Ja función de la fuente, $e puede aplicar 0] método 
expuesto en el capítulo VI, $ 2. Consideremos la ecuación no ho- 
mogénea 


Au + du = —f(M, 2), (27) 
donde f/ (M, z) es una función dada, con la condición de frontera 
u lg = (0. 


Buscaremos Ja función u (M, z) en forma de la serie 


u(M,2)= Y) 2,12) Ya (M), (28) 
siendo y, (M) las funciones propias normalizadas de la imembra- 
na $: 

An + Ann = 0, Pn lo = O. (7) 


Desarrollando f(M, z) en serie: 


(M.I= DIA, fal) = VÍ 10M, Din (M0) de a. (29) 
y sustituyendo las expresiones (28) y (29) en la ecuación (27), 
se obtiene la ecuación 


(a —punlo=—/ 1d p=VH—=%é. (00) 
La solución de esta ecuación, como so comprueba fácilmente, se 
representa por la fórmula 


20 —pp | 2-1 | 


Un (2) == $ 


IAS 
e 2Pn 


1. (9 dl, (31) 
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la cual, en virtud de la fórmula (29), se puede escribir en la forma 
Pal 


+00 Pl El | 
AS 


Sustituyendo esta expresión en la fórmula (28) y cambiando de 
lugar la suma y la integral. tendremos: 


u(M, 2) = 313 TM, M.2—E)/(M', 2) do sp al, (32) 
donde 
1, (1. M2 y HDMI peral, (89) 
mf Pr 


La serie para To(M, Y", 2 — $), si 2 <([. converge en forma 
uniformo y absoluta, en virtud de las acolaciones para las fun- 
ciones propias!) y «de la presencia del factor exponencial. La fun- 
ción M(WM, M',z2 — €) tiene, en el punto (M = M”, z = [), 


: 1 
una singularidad del tipo 7 * AUNque No nos delendremos en 


demostrarlo). De lo expuesto se deduce que 
G(M. M”, z — () = Tlo (41, M”, 2 — 8), 
2) Para las funciones propias pa (M), tiene Jugar Ja acotación uniforme 


apa (AL) | < AA, donde A es una constante que no depende del punto M, 
ni del subíndice n». En efecto, el problema de contorno (7) es cquivalente 


a la ecuación integral apn 147) = 4, | j GM, M' hp (M7) do y.. donde 
8 


G(M, M”) ea la función de la (uente para la ecuación de Laplaco Azu = 0 
con la condición de frontera +. | = 0. De esta vcunción integral se deduce, 
en virtud de la desigualdad de Bunynkovsky, que 


ln |< 1% | AÑ 62H, 24%) 803 $ | 9h (24) doy. <A An l 
3 


puesto que 


j j $ (M5 doy. =1; 
Ss 


j ' G2iM, M') d0,7 < A?. 
Ss 
Por un método anilogo se oltionen las apreciaciones para las derivadas: 
Pra | . ) 
pS so BAS. [El BM. 


2% Véase A. A. Samarsky y ; : > ¡ 
) se y YA. N. Tíjonov, Rerlsta de Física Teórica, 
t. 27. fase. 44 (19471. Jo dd 
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es decir, que la función de la fuente Do liene la forma 


1, (4M, M,2—5= Pa (10 o (70 ¿mp ta, 
n=1 2P, 

De la fórmula (33) se deduce que el campo se representará, en, 
este caso, en forma de superposición de ondas del tipo (11) y (12). 
De la nota al pie de la pág. 591, se deduce que la serie (33) estará 
compuesta por un número finito de sumandos del tipo 


Ban (M) erat (ondas que se propagan) 


(rn =Vk* — Any Pn= — ¿Yn ) 
y por un número infinito de sumandos del tipo 


Ban (M)e PR 12=El (ondas amorliguadas), 
donde 


B,, A, Pr =VA, qa lé, An >, 
2Pn 
Para determinar los campos, hay que aplicar las fórmulas (26) 

(3). 

El problema sobre la excitación de un conductor de ondas por 
un elemento de corriente magnética paralela al eje z (espira 
infinitamente pequeña de corriente eléctrica en el plano Sr), 
nos conduce a la segunda función de la fuente 


JM) 


To (M, Mi 2—0= >, Pr (MM) Pa (117) ¿Bnlael 
pe 2Pn 


Pa 7 An a e, 


que satisface a la condición de frontera E =0 en 2. Aquí 
será H, =0; ll = — a k Allo (k Al es cl momento del ele- 
mento de corriente magnética). 

Por un método análogo, se puede resolver el problema sobre 
la perturbación causada por un dipolo orientado arbitrariamente 
(elemento de corriente), hallaudo las singularidades en este caso. 
Las funciones Il respectivas se determinarán por una fórmula. 
análoga a la (33). En el caso de corrientes superficiales y de volu- 
men. las funciones 11 se expresan mediante integrales de super- 
ficie y de volumen (en analogía con (26)). El cálculo ulterior de los 
campos se efectúa por las fórmulas (3). 
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Así se reguelve completamente el problema sobre la excita- 
ción de una guía de ondas cilíndrica arbitraria. Para aplicar 
las fórmulas generales a las guías de onda do sección determinada, 
es suficiente hallar las oscilaciones propias de una membrana 
que tenga la forma de la sección transversal de la guía de ondas. 

Escribamos las expresiones de las funciones propias ortonor- 
males de una membrana rectangular de lados a y b: 


Pr (42) = YPnm (7, y) = yz sen Ty sen y; 
- ab a bd 


Pa (M) = Vnm (7, y) = VE = y 
ab a b 


(e, =2 40; e, =1): 
2 2 
m R 
Amn = je +5). 
mn ae pi 
Para la membrana circular de radio « so tieno: 


r 
e, dm (sm. eo, , 


na? | Fa (Mm n) | sen 


tn (M) = Umn (r, q) > V 


a y E ,) 
) En Hmn a cos 


Ya (1) = Pron (1, Y) = o A no, 


A O 
na 1 nn —nm |, (lan)! sen 
2 
donde un, es raíz de la ecuación J, (un) =0; Amn = ma, inn OS 
raíz de la ecuación J, (1) = 0; Amn = E. 


Il. OSCILACIONES ELECTROMAGNETICAS 
EN RESONADORES HUECOS 


En los últimos años, obtuvicron una gran difusión los resona- 
dores vnlumétricos. o endovibradores, que son cavidades metálicas 
llenas de un dieléctrico (en particular, de aire). En los endovíbra- 
dores pueden existir campos eléctricos estacionarios (ondas esta- 
cionarias), llamados oscilaciones electromagnéticas propias. 
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Ea la radiotécnica de las ondas ultracortas, se utilizan endo- 
vibradores de forma muy compleja. dl problema general de deter- 
rainación de las oscilaciones propias de los endovibradores de for- 
ma arbitraria es extremadamente complejo. Sin embargo. para los 
endovibradores do forma simple, la solución se obtiene en forma 
explícita. Como las paredes se fabrican «de un metal buen conduc- 
tor. en el cálculo de las oscilaciones propias se supone común- 
mente que las paredes son conductores ideales. Las correcciones 
por la conductibilidad finita sc pueden obtener utilizando las 
condiciones de frontera de Leontovich. En lo sucesivo supondremos 
que las paredes del endovibra«dor son conductores ideales y que 
todas las nagniltudes del campo varían en el tiempo según la 
loy e7iof, 

Sin proponernos dar una exposición exhaustiva de la teoría 
de los endovibradores. nos detendremos en ciertos problemas 
generales de Ja teoría de estos sistemas vibralorios. 


1. Oscilaciones propias de un endovibrador cilíndrico. El 
problema de la determinación de las oscilaciones electromagnéticos 
propias, consiste en la determinación de Jas soluciones no triviales 
de las ecuaciones de Maxwell*). más exactamente, en la determina- 
ción de las frecuencias propias w, bajo las cuales el sistema de 
ecuaciones homogéneas de Maxwc)l con condiciones de frontera 
homogéneas liene soluciones no triviales, así como también de las 
propias soluciones no triviales. 

Las ecuaciones de Maxwell tienen, en este caso, la forma 


rot H = —iE, 


rot E =ikH, 0 
div E =0, (+ UN 2) (1) 
div HL = 0 
dentro de Ja cavidad 7, en la superficie 2 de la cual se cumplen 
las condiciones o 
E; > O, (2) 
o bion 
2 0; (3) 
Ov 


ambas condiciones, como se demuestra con facilidad, son equiva- 
lentes. 

Efectuemos el cálculo de las oscilaciones propias de un endo- 
vibrador, que representa el «segmento» de una guía de ondas 


1) El factor e”1%Í se omite en todas partes. 
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cilíndrica de sección arbitraria, delimitado por las dos paredes 
laterales z = —+l (el eje z es paralelo a la generatriz del cilindro). 
Al igual que en la guía do ondas cilíndrica, en el endo- 
vibrador considerado son posibles oscilaciones de tipo eléctrico 
(A; = 0) y magnético (£z = 0). 
Para las ondas de tipo cléctrico, hagamos 


E =graddiv H + ¿D, (6) 
H = — ikrot IT, 


donde ll = Ilé, (¿¿ es el voctor unitario dirigido por el eje z) 
es el potencial vectorial de polarización, que tiene diferente 
de cero sólo la componente por el eje z. De la fórmula (4) se observa 
iumediatamenite que en este caso es HA, = 0. 

La función IM, como de costumbre, satisface a la ecuación 


ondulatoria 
AN 4- 1*11 = 0. (5) 


TPomemos en la superficio 2 un sistema rectangular local de 
coordenadas (%, v, ¿¿), donde v es el vector unitario dirigido 
por la normal a la superficie, $, por la tangente al contorno C, 
que delimita el corte transversal S del endovibrador cilíndrico. 

En virtud de las condiciones de frontera (2), tendremos: 


TI ] 
E. ly = = 0, 
els Os 0z |2 
/ (6) 
Esp (E +41)| =0. 
óz* s 
Ambas igualdades se satisfarán si se exige que sea 
A Is =0. (7) 
Para 2 = +l, de (2) se obtienen las condiciones 
TI 
E, = =0, 
pa 0s 0z lr=x1 
TI 
E +] = = 0, 
y lzma+3 ds l=« 
para el cumplimiento de las cuales es suficiente hacer 
Cal a (8) 
OZ lz=+1 


De esta forma, se obtiene el siguiente problema de contorno: 
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hallar las soluciones no triviales de la ecuación ondulaloria 


“tU 


ye 


A¿M + 


+HI=0 (67) 


«cun las condiciones de frontera homogéneas 


Ill | = Q, (7) 
0 ll 
a, = (0. 8 
02 lim) (8) 


Al igual que on el caso de una guía de ondas cilíndrica (véase 
la pág. 601), buscaremos la solución en la forma 


O (M, 2) = y (4) / (2). (9) 

Sustituyondo exta exprosión on la ecuación (6) y utilizando la 

condición (7), se obtiene, para la función y (M4), el problema 
sobre las oscilaciones propias de la membrana fija: 

AY» +Ap=U om $, (10) 

p=U en C. (14) 


Para determinar la función f (2) so obtiene, después de separar 
las variables, la ecuación 


FAH+(P=A=0 (12) 
«on la condición de frontera 
f (x=!) =0, (13) 


que se desprende de la condición (8). 

Debe tenerse cn cuenta que aquí, a diferencia del problema 
para las guías de onda, A? no es una magnitud fija, sino que 
figura en la ecuación como parámetro. Debemos hallar los 
valores de k? para los cuales el problema (6) — (8) admite solu- 
ción no trivial. 

Resolviendo la ecuación (12) con las condiciones 13), se 
hallan las funciones propias 


TUN 
21 
que corresponden a los valores propios 


2 
n= 27.) (m=0, 1, ...), 


fm (2) = Am Cos (l— 2), 


Jdondo 
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El problema de contorno (10) — (11) nos da el espectro de los 
valores propios (4,) con el sistema correspondiente de funciones 
propias normalizadas (p, (M)). De aquí se deduce que en el 
endovibrador pueden existir sólo oscilaciones cuyas frecuencias 
propias, o de resonancia, sean iguales a 


Omn = Vin + Um- 


A estas frecuencias les corresponde el sistermma de funciones propias 


Tn. m(M, 2) = An. mn (M)cos 7 (U—D, (14) 
o bien 
H.. m (M, 2) = Á Pp, mbr (M) fm (2), (14) 
donde 
mt) = Y ¿co 202) c=| dos 
2 2l ti m=0, 


son las funciones normalizadas. La solución está determinada, sal- 
vo el factor de amplilud An, m, el cual se halla de la condición 
de excitación de la oscilación del tipo dado. 

Si las funciones propias de la membrana, w, (M4), son conoci- 
das, se pueden calcular, por las fórmulas (14) y (4), las compo- 
nentes del campo. 

Si la sección transversal S del endovibrador es un rectángu- 
lo de lados a y b, tendremos: 


4 n JU 
Pan (M=YVBr y (7. y) = Y £ son TP e sen Y y 
ab a bh 


En este caso, a la menor frecuencia propia 


ER 1 1 
00.11 =CV A 1 =Ccxn ETE 
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le corresponde la máxima longitud de onda admjisible 


No = 2 . 
1 1 
ze ra 
En particular. para b=a, la mayor longitud de onda 
Ap=4a 2 


es igual a la diagonal del cuadrado que se obtiene en el corte 
transversal. Por consiguiente, en este endovibrador son posibles 
sólo oscilaciones propias de jrecuencia 
000, 4. 5- 
o de longitud de onda 
A < Ao- 
Jin forma totalmente análoga se hallan las oscilaciones propias 
de tipo magnético (E, = 0). En esle caso. hacemos 
E = ik rot á, 
H = grad div úl 4 All, 
donde 
Hn = Ii,. 
Para determinar Il (M4, z), se ohtiene la ecuación (6) con las con- 
diciones de frontera 


or 
di A 7 
Ov lz (1) 
Moe =0, (8) 
resolviendo la cual se halla: 
Tn. m= 45, mb m (M1) sen => (1 — 2), (15) 


En este caso, por +, (MM) deben entenderse las funciones propias 


Oy 


de la membrana S con la coudición de fronlera > O en C. 


2. ep, Pira, pets de las oscilaciones propias. 
Calculemos la enorgía de los campos eléctrico y magnético en la 
onda estacionaria de un endovibrador cilíndrico. 

Para simplificar, nos limitaromos al caso de una onda de tipo 
eléctrico. Teniendo en cuenta, en las fórmulas (4), la dependencia 
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de E y H del tiempo según Ja ley ei? y tomando sólo la parte 
real, se obtiene: 


E, = 7H cos wt, 
03 0x 
E, = on cos wi, (16) 
dz dy 
E, = ( 2 E en) cos wt, 
dz 
H,= — ¡¿ “en Ot, 


dy 
H,= sen or, il 
Ox 
H,=0. 


Para el cálenlo de ta oneryían de los campos eléctrico y magnético 
vtiliccinos las conocidas fórmulas 


A 2 
fa (y= JE a, (18) 
En (0) SH an, (19) 


donde Ja integración se efectúa en el volumen 7 del endovibrador, 
Sustituyendo en la fórmula (18) las expresiones (16) y aplican- 
do la fórmula (14). tendremos?): 


m0 Eo s[(2) +(22)]ujirora 


dx 


1 
+ 55 wi do | (r 4 y ds : 
Ss -] 
Efecinando cálculos sencillos, se obtiene: 
t l l 
SI MP de = f1 1, — | ff da (4 —») ) fdi=k A, (19) 
—1f 1 pol 
1 : 
a+ éBn0d= 2 $, Pd=8», (20) 


1) Los subíndices m, n se omilen por ahora. 
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puesto que, en virtud de que las funcionos f están normaliza- 
das, es 


l 
iPd=1. (21) 
= 

Para el cálculo de las integrales sobre $, apliquemos la primera 


fórmula de Green, la ecuación para las funciones y, , las condicio- 
nos de frontera y la de normalización: 


3 dp Y 

sl2)+ (5) de dy=[Í(Var do = 

EN 
Av 


=-—jfwazydo +54 ds=2Sfydo=A, (22) 
P t: 


donde Va es cl operador «nabla» en el plano $, y Az, el operador 
bidimensional de Laplace. Como resultado, se obtiene la expre- 
sión para la energía del campo eléctrico: 


. | e y 2 
84 (0) = — h%.cos* wt, (23) 
8x1 


Para la energía del campo magnético se tiene, en virtud de las 
Sórmulas (17), (19) y (14'): 


En (0 = Are y | (20) + (2) dx dy [fas sen? wm, 


Sr Oy 
de donde, teniendo en cuenta las igualdades (21) y (22), se halla: 
A*ciÉé 2 
8 m (1) = A sen” wt. (24) 


La energía total del campo clectromagnético, evidentemente, no 
varía con el tiempo: 

Ach? 

é = 8. (£) + 8m (£) = Sa 


De las fórmulas (23) y (24) se observa que en la onda estacionaria 
tieno lugar una transformación anutua de energía eléctrica en 
magnética y recíprocamente. y la cuergía media del campo eléc- 
trico en un período 


A, (25) 


pe 1 Ate 4 
= — A = — 26 
$8 2 8n 7 (26) 
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cs igual a la energía mecdia del campo magnético 


€, =5=—4=—8. (27) 


3. Excitación de las oscilaciones en un endovibrador. Para 
exitar los campos en un endovibrador por una fuente exterior, 
hay que introducir a través de una ranura en su capa un elemento 
de comunicación. Este elemento puede ser una espira, o una barra, 
que actúa como antena pequeña. Para que el elemento de comuni- 
cación no perturbe el campo del endovibrador, es necesario que sus 
dimensiones sean mucho menores que la longitud de onda. Tam- 
bién son posibles otros medios de excitación del endovibrador, por 
ejemplo, por un haz de electrones que atraviesan la cavidad «de 
éste (a lravés de orificios en sus paredes). 

La resolución del probleima sobre la excitación de un endo- 
vibrador por una antena, situada en su interior o, en el caso lími- 
le, por un dipolo elemental, exige tomar en cuenta la conducti- 
bilidad finita de las poredes. En cl caso contrario, es imposible el 
proceso permanente. La consideración de la conductibilidad fini- 
la de las paredes se puede efectuar mediante Jas condiciones de 
Leon tovich. 

Consideraromos aquí el problema sobre ln excitación de un 
endovibrador esférico por un dipolo. el cual admite solución ana- 
lítica sencilla!). Supongamos que en cl centro de una esfera de 
radio ry se halla un dipolo, que oscila con frecuencia y y ampli- 
tud 1 y está dirigido a lo largo del eje 7. So pide liallar el campo 
deutro de la esfera, teniendo en cuenta la conductibilidad finita 
de las paredos. 

Fu este caso, los campos E y H£ se pueden expresar mediante 


la Función U: 
Í Al a 
——— senO—)], 
00 


o sen O 00 
E=-2(p2), | (28) 
p dp ó0 
dU 
Y, = — . 
y en j 


Las demás componentes, Es. H,. Hp son iguales a coro. 
Como el dipolo está dirigido por el eje z (8 = 0), los campos, 
evidentemente. no deben «depender del ángulo e. 


1) Véase S. M. Ritov, DAN URSS, t. 51, fasc. 2 (1940). 
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La función UY satisface a la ecuación 


p” op a p* sen O dy 
donde p — kr, teniendo € una particularidad del tipo 
jet?” eee 
= 3U 
A po (3U) 


<uando p—>0U. ln la superficie de la esfera (p = po), debe 
cumplirse Ja condición de Lconluvich 


En = a... (31) 


ió vz (e- ==) 


es la profundidad efectiva de la capa eprlérmica. 
De las relaciones (31) y (28) se obliene la condición de froulera 
para la función €: 


d 
=— (pU) — pat! | = 0, 
E á p"-Po 


du 
0p 


La solución de la ecuación (29), con la siugularidad (30), es, 
evidentemente, la función 


«dlonde 


(32) 


o bien 


+ (1 == 10, a) U lb=. = Ú. (33) 


p==po 


Po — 


U=—k V ze (p) a (p)] ?, (cos0), 


donde ?, (cos 9) es el polinomio de Eros de primer orden, 
a la función de Hankel de primera especie, J¿, la función 


2 
de Bessel: 
P, (cos9) = cos0, 


qero 


np tu) 


Ja (p)= y 2 (222 cosp). 
p px p 
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La constante C se delermina a partir de la condición de fron- 


tera (33): 
4 A -1) 
C= tos Pn Po 


—= Y A AA Te e 
¿200 ( — 2) sen po — ta (222 — cos po) | 
Co Po Po 


La solución obtenida se puedo ulilizar para la determinación 
de las maguitudes de las pórdidas en las paredes. La potencia que 
absorben las paredes, 


T 
Q= ae $T, * 2r1p5sen O de, 
na) 


so calcula directamente, y es igual a 
pok'd 4 
6 (18 —iaap ” 


donde 


A Po cos po, g="5tn 4 (1 — 2.) 500 po 
Po Po Po 


Si el dipolo no se halla en el centro de la esfera. el cálculo de los 
campos se complica mncho; sin embargo, la solución se puede 
hallar en forma de series. 


HT. EFECTO EPIDERMICO 


La corriente alterna, a diferencia de la constante, no se dis- 
tribuye uniformemente por la sección del conductor, sino que 
ticne mayor densidad en sn superficie. Este fenómeno es amado 
efecto epidérmico!). 

Consideremos, para simplificar, un cable cilíndrico homogéneo 
infinito (4 = const, o = const). por el cual pasa corriente alterna. 
Supondremos que la corriente total 7 = fyelo* que pasa por la 
sección del cable cs conocida. 

Despreciando las corrientes de desplazamiento en comparación 
con la de conducción?) y considerando que el proceso es perma- 


1) Vónse I. E. Tamm, Fundamentos de la Teoría de la Electricidad, 
ed. «Nañkas, 1986. 


2) Obsérvese que dentro de les conductores, en partienlar, de los metales, 
la densidad de las corricntes de desplazamiento es despreciablemente pequeña 
en comparación con ln densidad de las corrientes de conducción: ja €] = OE. 


39—1043 


610 APENDICPS DEL CAPITULO VI 


nente, es decir, depende del tiempo según la ley c+et, se obtienen, 
despuós de simplificar sobre el factor e!, las ecuaciones de 
Maxwell en la forma 


rut mM Edd E, (1) 
c 
rol E=-— ikurd, (2) 
div o =0, (3) 
divH =0, (4) 
donde k ==  . Las ecuaciones (3) y (4) en nuestro caso, evidente- 


e 
mente, son consecuencias de las (1) y (2). 

Introduzcamos un sistema de coordenadas cilíndricas (7, z, q) 
de forma que cl eje z coincida con el eje del cable. Entonces, cn 
virtad de la simetría axial de la corriente, se puede considerar 
que todas las magnitudes dependen sólo de la variable r. 

Como en uuestro caso el vector EE está dirigido a lo larro del 
eje z, de las ccuaciones (1) y (2) lendremos: 


íd NRO 
A ri! == — E., 1” 
r FAN v) € (1) 
Le, ikpll (2 
ri ) 
Excluyendo de aquí ¿í¿, se halla: 
y A ke 
1d (+2£) —_ ,“noyk E.. 5) 
r dr dr c 


Introduzcamos la condición de frontera en la superficie del 
cable para r == R. Para esto, utilicomos ol hecho de conocer la 


corriente tolal ¿y que pasa por cl cilindro. | 
Escribamos la primera ecuación de Maxwell (1) en la forma 


integral: 
PA 
$ H,ds=“ TI, 
Cc C 


En nuestro caso, la última condición es enuivalento a la exigencia 
so € Cd. 


En virtud de que para motales sólidos la conductibliidad es o = 1Ú1? unid. 
abs., so pueden despreciar las corriontes de despluzamiento para todas las 
Írccuencias que *c utilizan en la técnica, 
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donde C es un contorno que abarca el cable, 17,, la componente 
tangencial del vector HF en €. Si se toma la circunferencia r = R 
como tal contorno, se obtiene: 


AT 


o bien 
2lo 
HAM = — 6 
(10) ñ (6) 
De aquí, aplicando la relación (2), so halla: 
dE 2 iu 
— = Lo. 7 
dr |-=R en (m 
De este modo, OS resolver la ecuación de J3essel 
E: M++ Le (0+ (a V —iYE ¿(r)=0 (55) 
(us 2012) 
e 
con la condición de frontera 
Ze 
Ey = 48 7 7 
)= ad (7) 
y la de acotación cuundo r = ll: 
| Ez (0) | < oo. (8) 
La solución general de la ecuación (5') tiene la forma 
AJ (ar —1)+4+ BW, (arV—1), (9) 
donde J, y No son las funciones de Bessel de pe y seguada 
especie (véase el Complemento 11, | Parte), 4 y B, conslantes 


que hay que determinar. 

La función No tiene una particularidad logarítmica para 
r == 0. Por osto. cn virtud de la condición (8) será 4 = 0 y, por 
consicuionte, 


E, (r) = AJ, (ar V— 1). (10) 
El cooficiente 4 se determina de la condición de frontera (7): 
LE y 
A 2VY—ikulo 


——— 11 
acAtJ, (aR V— ¿) En 


39 
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De aquí, para la densidad de la corriente 
j= JoE,, 
se obtiene: 
10 V—i —i 
pr) = ——_—————J y (ar V — 1). (12) 
2 RJ, (aR V—i) 


lsm el segundo miembro de esta fórmula so hallan las funciones de 
Bossel del argumento complejo 


Vie 


Comúnmente se utilizan para cestas funciones las notaciones 
siguientes: 


Sy (2 Y — ¿)= berp 7 + 1boí, x; 
Y, (x V — ¿)=ber, z +- ¿bei, z. 


No es difícil hallar las expresiones para las funciones reales ber z 
y beix, utilizando el desarrollo de las funciones de Bessel en 
serie. Por ejemplo, 


Jo («V—i)=J, (iy i)= 


(11 (21? (31)* Ae 
Ñ fl (2) ll 3) ii 6d E). O! 
' de donde so obtiene: 
m0 26), 


11]. EFECTO EPIDERMICO 613 
No es difícil comprobar, de un modo semejante, que 
xy a Y x Y 
2 )_G)_6) 
bo == == | ni me A 
er ATT 
q y x Y zWY 
dl. ),6) 64) 
bei == —= | — — po ES A A 
22=23 123 2 tas aa 


En las aplicaciones ye encuentran también las derivadas 


ber, 2, bei, z, 
siendo, además, 
J, (a V— 1)=V-— i (beño x — £ ber; 2). (17) 
Utilizando las funciones introducidas, se puede escribir la 
expresión (12) para la corriente en la forma 
e _ Ha ber, ar + i bei, ar 
¿a AR bei, ali — i ber, a 
o bien | 
¡m= La (e ar bei; a? — bei, ar ber; at) 
21 R (bei; 7)? + (ber; a Ry? 


+ ¡(boi er beio a.R + ber, | (18 
(bei¿ Ry + (ber; a Ry? 


Calculando la magnitud absoluta de esta expresión, se obtiene. 


j 1,2 (bor, ar + (bei, ar)? 
|lj(m)1=, — SR 
¿1 R (ber, 2.12)" + (beio 2.) 


La magnitud que caracteriza la distribución de la corriente por 
el corte es el cocionte 


FIGIR V (ber cur)? + (beio ar) 
(0! (berz RJ” + (beio at)" 
Efectuemos el cálculo de la distribución de la corriente por el 


corte para dos frecuencias, w4 = 314 (50 periodos por segundo), 
07 = 3144-10 (5-105 períodos por segundo). 


(19) 


(20) 
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YVodos los razonamientos hechos más arriba fueron efectuados 
en el sistema simétrico de Ganss. Por esto, al pasar al sistema 


CGSE hay que tener cu cuenta que Hcase = HGauss => Las 


magnitudes restantes quo figuran en Jas fórmulas (12), (18), (19) 
y (20) coinciden en ambos sistemas (de Gauss y CGSE). Por 
esto, en el sistema CGSE scrá 


a = Úán O). 


Para el cobre cs Yu = 57-108 CGSE; poc esto, a, = 0,4444 (para 

w1), 22 = 44,44 (para m2). Calculemos el cociente do los múdulos 

de las corrientos (20) para la frecuencia baja 0; = 314 pora dos 

valores der:r=0Ó yr = 0,511. Aquí haremos R igual a la unidad. 
Teniendo en cuenta?) que 


bery O = Te 

bcio 0 = Y, 

boro 0,222 = 1 — 0,000036 4- . . . = 0,999964, 

bei, 0,222 = 0,0123 — 0,000002 + . . . = 0,012300, 

bera 0,444 == 1 — 0,00061 + -.. == 0 9939, 

bei 0,444 = 0,493 — 0,0003 4 ... = 0, 4990, 

se halla que 

HO. os094, ¿05RI 090990, 
¡(R) |R=i ¡(3) [ros 


es decir, a pequeñas frecuencias la corriente se distribuye por 
la sección en forma aproximadamoote uniforme (no hay efecto 
epidérmico). 

Consideremos ahora el segundo caso: ws =— 314-10% Como a 
es grando, para el cálculo resulta cómodo partir no del desarrollo 
de las funciones ber y bei on serie, sino de las fórmulas asintóticas 


a AENA) 
Ja (ar V—ij==_==e '? is : 


V2nur 


rt 

-] == — 

8 
A 


J (aRV— 1)= 
o y V 2na.R 
de donde se obtiene, dando los valores r = 0,9R; R = 1: 


ES 
LOPD]. yde 100 2028, 
TOS 


3) Véase también Janmke—Endo—Lósch, Tafeln llókherer Funktionen, 
6 a. ed., Stuttgart, 1960. 
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Esle resultado muestra la gran rapidez de disminución de la den- 
sidad de la corriente a medida que aumenta la profundidad en 
el conductor, a grandes frecuencias. Obsérvese, por último, que 
el efecto epidérmico se ntiliza ampliamente en la práctica para 
cl templado de los metales, 


IV. PROPAGACIÓN DE LAS ONDAS DE RADIO SOBRE 
LA SUPERFICIF DE LA TIERRA 


Los problemas rolacionados con la propagación de las ondas 
de radio tanto en ol espacio libre como en prosencia de superfi- 
cies de separación, tienen un enorme significado teórico y prác- 
tico. Á estos prohlemas so han dedicado muchísimos trabajos 
de autores soviéticos y extranjeros. 

Estudiaremos el probloma sobre la ¿influencia de la tierra 
en la propagación de ondas de radio, irradiadas por un dipolo 
vertical. Aquí consideraremos que la lierra es plana?). 

Supongamos que sobre la superficie de la tierra, a ina dislan- 
cia +, un el punto 24,, se halla un dipolo que genera oscilaciones 
poriódicag de frecuencia (1. Tomaremos el plano de la Lierra como 
plano z = 0 y dirigiremos el eje z por el eje del dipolo (fig. 34). 
Supongamos que en la atmósfera (2 > 0) 08 tg = Ho =* 1, Oy = 0. 
Supongamos, además, que la lierra (3 < 0) se caracteriza por la 
constante dieléctrica e, la conductibilidad «e, y que la permoeabili- 
dad magnética p se puede tomar igual a la unidad; considorarcmos 
qe e y a son constantes. 

Nuestro problema consiste en hallar la intensidad del campo 
creado por el dipolu. El proceso de propagación de las ondas elec- 
tromognóticas se describe por las ecuaciones de Maxwell. 

Como fuo demostrado en el Apéndice 11 del cap. V, la resolu- 
ción de las ecuaciones (le Maxwell se puede reducir a la resolución 
de la ecuación ondulatoria para el potencial de polarización 1I?): 


AH -+ 42H = 0, (1) 
donde 
PA 2 > 0; 
C 
k“= 2 . 
bis EN 9 - 2-0 
C 


15 Este problema [uc resuelto por primera vez por Sominerfeld en 1009. 
La solución original de Somwmerfold contenía un crror, que fue corregido 
por Y. A. Fok. 

2) Como se estudia el proceso permanente, se puedo emitir el factor 
de tiempo eto. 
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Fig. 84 


El potencial H está relacionado con Ja intensidad del campo por 
las fórmulas 


E =k'M + grad div H, 


m=-i% von. 2) 
Ko 


En nuestro caso, cl vector H está dirigido cn forma paralcla al 
dipolo que irradia: 


A = (0, 0, 11,7); TM, = IT,(r, 2) (3) 
Haciendo 
=p 
w 
se obtiene: 
hi = "kg. 
Las relaciones (2) y (3) nos dan: 
9 OIM 91M , 
air vir M,= — ik 5 5 E,=1f,=0 para z>0, (4) 
o ol, ikÍ 0, 
p= — : H = => — A fe = H,=0 O. (5 
dr 0z iS ko dr A iS (5) 


Para obtener las condiciones de frontera para z = 0, utilice- 
mos la condición de continuidad de las componentes taengenciales 
de las intensidades de los campos. Estas condiciones, como demues- 
tran las fórmulas (4) y (5), se cumplirán si se hace: 


_—L == E; MM, =»*Ty para z=0, (6) 
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Buscaremos la solución de la ecuación (1) con las condiciones de 
frontera (6) en forma de la superposición de soluciones particula- 
res de la forma 

Jn (¿=W+ y. 


Para una región infinita, en lugar de un espectro discreto de 
valores propios 4, se obtiene un espectro continuo. Por esto, la 
solución 1 se puede buscar en la forma 


lU= 1 P(A) J (dr) e2oz da; (7) 


el signo de p se debe escoger de modo que se asegure la conver- 
gencia de la integral (7). La función £ (A), por ahora indetermina- 
da, representa el factor de amplitud de cada oscilación. 

Utilicemos la representación integral del potencial (véase 
el Complemento II, 1 Parte, $ 5) 


ik co 
e = ne AA 
R 0 p 


p=Vi 1, R=VF+(—h?). (8) 


Consideremos las dos regiones diferentes: 
a) Aire (2 > 0). El campo tendrá, en osta región, la forma 


IT, El Worm =1- sec, 


donde 
¡KR 


Worm = y (9) 


es el potencial del campo de la excitación primaria, creada por 

el propio dipolo, y ITs«c, el potencial del campo de la excitación 

secundaria, creado por las corrientes que surgen on la tierra. 

Utilizando las representaciones (7), (8) y (9), se puedo escribir: 

lTorim = j J¿(Ar) aa A , 

u 
co (10) 
Tse = ) EOI AN EAN a, 

donde F (A) es una función por ahora indeterminada. 

)) Tierra (z < 0). ln esta región tiene lugar sólo la excitación 
secundaria, quo podemos aquí escribir en la forma 


EP A7:2=Uh 
Tr = FL NSADE de (11) 
0 


618 APENXDICGES DEL GAPITULO VIl 


donde pr = 4% — 4%. Como z< 0, el signo del exponente usegu- 
ra la convergencia de Ja integral. 

Para determinar las funciones (A) y Fr (4), utilicernos las 
condiciones de frontera (6), Jas que nos dan: 


Í FA e lA — HF (A) — Ur Pr (49] dh =0, 


p | e (12) 
Ire Era) — ap Pr (4)] 5= O. 
0 
Las condiciones (12) se o si hacemos 
pr (A) —n 5! 0) 


Resolviendo las ecuaciones (13), se hallan F (A) y Fr(A) 


en la forma 
ra=+ (1 He), 
pl nu A- Hz 


(14) 
nt Hp 


Sustituyendo Ja expresión obtenida (14) en Jas fórmulas (10) 
y (11), so obtionen las siguientes oxpresiones para el potencial 
de polarización de un dipolo vertical: 


—=H 1 2+A | A di 


F, (A) = 


¡Adh 
p 
mn Adi 
2 neto Pr AR. 15 
andiiós Món + pr pa sd 


= (ne AN 
0 


A dd 
nu + pr ] 
Designando mediante R = Y 7? + (2 — h)? la distancia del 
| e VE E AV 
punto de observación al dipolo, mediante R' = VF+(>+h) 
la distancia del punto de observación a la imagen especular del 


dipolo en el plano z = O y aplicando la representación (8), la 
expresión a la función TI, so escribe en la forma 


TN, = — , ñ (Ar) ¿a+ pr A dh 
o 


mu +pr op 


vo a 
TT, = 2 VI Ar) e 
0 


(15) 
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Consideremos ciertos casos límite. 

1) Tierra conductora ideal. En este caso, 0 -» 00, y, en con- 
secuencia, |kr | y |n|—> 00. Entonces, las fórmulas (15) 
y (15) dan: 


Es fácil obtemer cl mismo resultado directamonte, resolviendo el 
problema por el método de las imágones. 

2) Dipolo en un medio homogéneo. En este caso es ko = kr; 
n =4A; p = pr. Las fórmulas (13) y (15') dan: 
AdA ¿AR 


p R 


cs decir, tiene lugar sólo la excitación primaria, como debe sor. 
Las expresiones integrales obtenidas (15) son muy complejas 
para el análisis y la aplicación práctica. los integrandos ticnen 
puntos de ramificación y polos Soramerfcid propuso un método do 
cálculo aproximado de estas integrales, mediante la deformación 
del contorno de integración?). Por este método, obtuvo la siguiente 
lórmula aproximada para cl campo en las proximidades de la 
superficie de la tierra: 
ihyr 


IT. = 11, = $ Jo (Ar) e! :—A| 
0 


y 
(1+ ¿yape *—2ype >" y (e? da), (16) 
7) 


mes 


r 

donde la magnitud q, llamada «distancia numérica», está relacio- 

nada con el polo p del integrando de (15) mediante la fórmula 
p—= ¿(ho — pr. 


La fórmula (16) coincide con las fórmulas oblenidas por otro cami- 
no completamente distinto por varios otrus autores (Weyl, Van 
del Pol, Fok). 


1) Veeso F. Frenk vy 1. Misos, Ecuaciones Diferenciales e Integrales 
de la Fisica matemática, €. 11, 1937. 


COMPLEMENTO I 


METODO DE LAS DIFERENCIAS 
FINITAS 


$ 1. CONCEPTOS FUNDAMENTALES 


Hemos estudiado los métodos analíticos de resolución de las 
ecuaciones en derivadas parciales. Sin embargo, la representación 
explícita de la solución en forma de serie o de integral no siempre 
es posible. 

Tomemos, por ejemplo, la ecuación do la conducción del calor 


Óu 17) du 


El método de separación de las variables se aplica solamente 
al caso k (x, t) = k, (2) ko (t). Sin embargo, con frecuencia se 
encuentran problemas en los que el coeficiente de conductividad 
térmica no se puede representar en esta forma, o aun depende 
de la temperatura (ccuación cuasilineal de la conducción del 
calor). La representación de las soluciones de ecuaciones diferen- 
ciales no lineales en forma analítica es posible sólo en casos excep- 
cionales. 

El método universal de resolución aproximada de las ecuacio- 
nes diferenciales, que se aplica a una amplia clase de ecuaciones 
de la física matemática, es el de las diferencias finitas (o método . 
de las mallas). 

El método de las diferencias fiuitas consiste en lo siguiente. 
La región de variación continua de los argumentos (por ejemplo, 
zx y £) se sustituye por un conjunto finito (discreto) de puntos 
(nudos), llamado malla; en lugar de las funciones de argumento 
continuo, se consideran las de argumento discreto, definidas en los 
nudos de la malla y llamadas funciones de malla. Las derivadas 
que figuran en la ecuación diferencial se sustituyen (se aproximan) 
mediante los cocientes respectivos de diferencias, es decir, combi- 
naciones lineales de valores de la función de malla en varios nudog 
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de la red; entouces, la ecuación diferencial se sustituye por un 
sistema de ecuaciones ulgebraicas (ecuación en diferencias). 
Las condiciones iniciales y de frontera también se sustituyen 
por condiciones iniciales y de contorno en diferencias, para la 
función de malla. 

Es natural exigir que el problema de contorno en diferencias 
obtenido de este modo sea resoluble y que su solución se aproxime 
(converja), al aumentar el número N de puntos de la malla, a la 
solución del problema original para la ecuación diferencial. 

Más abajo se ilustran en ejemplos sencillos los conceptos 
de aproximación, convergencia, exactitud y estabilidad. 


í. Mallas y funciones de malla. Consideremos los ejemplos 
más sencillos de mallas. 

Supongamos que la región de variación del argumento z 
es ol segmento U < 2 <l!. Dividamos este segmento, mediante 
los puntos xy =ih(¿=0,41,2,..., N; h>0), en N partes 

; 1 
iguales de longitud A = F cada una. El conjunto de los puntos 
zi =ih,i=0,1,2,..., N, se llama malla de diferencias en 
el segmento (0O< <l y se denota mediante (w, = f(x, = ih, 
¿=0,1,..., Nj y el número k+ —la distancia entro los puntos 
(nudos) de la malla «w,—se llama paso de ésta. 

11 segmento (0, ¿] se puede dividir en N partes también intro- 
duciendo arbitrariamente los puntos 1, <I2<Z...< Eyi< l. 
Así se obtiene la malla wWV,=(f7,., ¿=0, 1, ..., N, za =0, 
ay == [j con paso h;¿= zx, — £i.3, que depende del número ¿ 
del nudo x,. Si kh, R,-, al menos para un número i, la malla 


= == Ñ Ñ 1 
M4 = 04 se llama irregular. Si h, = const = h = yy Para todo 


¿=14,2,..., N, se obliene la malla uniforme (regular) cons- 
truida más arriba. 

En la recta infinita —0o0 << r<oo se puede considerar la 
malla 01: =(2 + ¿h, ¿=0, +1, +2, ...) con ocigen en 
cualquier punto z, formada por un número infinito de undos. 

La función y, = y (x;) de argumento discreto 7,,¿= 0,1, ... 
., N, se llama función de malla, definida en la red 0. 

A cualquier función continna f (2) se le puede poner en corres- 
pondencia la función de malla 7*, haciendo, por ejemplo, /? = 
= f (x,). Sin embargo, en ciertos casos resulta más cómodo estable- 
cer esta correspondencia por otros medios, 

Supongamos quo la región de variación de los argumentos 
(z, £) es el rectángulo D =: (0<x<1,0< t< 7T). Construya- 
mos en el segmento, 0<1<1 la malla 0, = (1, = ih, i = 
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=0,4, ..., NY con paso h = yy la malla 0, = Ut, = 3%, 


T 
J=0,1, ..., Na), con paso T == 7, en el segmento 0 < + < 
0 


< TP. %l conjunto de nudos (x;, f,) de coordenadas zx, = ¿h 
y ty = ju será linmado malla en el a D, y denotado por 
Wai = fl, ¿hi ty 30), ¿:-0,4....,N.J]=0,1,.... No). 
Esta malla es uniforme con rospecto_ a cada variable z y t. Si por 
lo menos una de las mallas 0, U 6, es irregular, la red 0. se 
llama irregular. La malla v,v, cvidentemente, está formada por 


los palos de intersección de las rectas r —=x3,,¿=0,14,...,.N 
con las ¿=+, f-=0, 4, ... Xu 


Sea y Una inelón de malla dada en (rr. Denolaremos por 
Y —y (£;, €) el valor de esta función en el nudo (x,, 1,) de la 
malla w,r. Pondremos en correspondencia a la función conlinna 
e (x, €), donde (<, £) es un punto de D, la función de malla ui = 
== O == 4 (d,, £;). 

También son posibles otros merios de realizar esta correspon- 
dencia, en los cuales no nos detendremos aquí. 


2. Aproximación de los operadores diferenciales más simples. 
5! operador 7,,. que transforma la función de malla y en Ju función 
de malla Y - £,y, os llamado operador de malla, o de diferencias. 
131 operador diferencial L, dado cn la clase de funciones de argu- 
mento continuo, paede ser sustituido aproximadamente (ser 
aproximado) por el operador de diferencias £,. dado en lus fun- 
ciones de malla. Para csto, cada derivada se sustituye por un 
cociente de diferencias (de aquí el nombre «ec «operador de dife- 
rencias»), que conticne los valores do la función de malla en varios 
puntos do la red. Analicemos cómo se efectúa esto para las deriva- 
das primera y segunda de lua función de una variable. 

Sea 0n = fx; = ih) una malla con paso h en el segmento 
0<x<1. Tomemos la dorivada primera Lu = v” de la fun- 
ción v (2). Podemos sustituirla por una expresión de diferencias 
de una infinidad de maneras. Las más simples son los cambios 


CO) — UU 
LA A pen 


== L, D, 
h Ñ 


—dorivada izquierda en diferencias, o cociente izquierdo de 
diferencias—, 


vV: — 
Epa +1 4 


A = Liv, 
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—derivada derecha en diferoncias—, o bien Liv, = E 
(derivada central en diferencias). 

Aquí v, = ty (z;), ol signo — indica correspondencia, o apro- 
ximación. Al sustituir Lv = “e por la expresión en diferencias 
L¿v,, se obtiene un error /.£v; — (Lv), = wy?, llamado error de 
aproximación dol operador £ por el operador de diferencias La. 
Es natural exigir que, al tender k a cero, este error tienda a cero. 
Para acotar p?, hay que suponer que v(x) es una función: 
suave. Diremos que v(x) pertencce a la clase (al espacio) 
Cu 10, 1] (v (2) €C"" 10, 11) de funciones dadas en el segmento 
O0O<r< id, si vo (7) tiene m derivadas continuas en el segmento 
0% <4.Param=-0, se obtiene la clase C'” [0, 4] de funciones 
continuas para 0 <x<Í. 

Supongamos que E (7) € CTO, 1], donde m > 2. Desarrol le- 
mos e(í5) en un entorno del punto x = x,: 


Dye = 0, + ht, + 0 (hi) 


y calenlemos y = Lo, — 4% = 0 (M), Y! = Lio, — 4 — O (h). 
Diremos que el operador de diferencias L,: 1) aproxima al 

operador diferencial L en la malla w,, si máx |q4|--max | Ly 0,— 

o, a 

— (£t), |, donde y (+) es una función suficientemente suave, Liende 

a cero cuando 4-—> Ú; 2) aproxima a £ con orden » (a > 0), si 

máx 4? ]= 0 (4) (o bien máx |91 |< 4h", donde M es una 

$, ., 

constante positiva, que no dependa de /). 

Al analizar las formulas para L¿. se aprecia que Lic, y Lie, 
aproximan a Lo == con el primer orden para vE CC", donde 
mz 2. El aumento de m no cambia el orden de la aproxi- 
mación 

La expresión para Lv, contiene los valores de v en dos puntos, 
F== 44 y x= ¿1 de la malla, Se dice que /.; es un operador 
hipuntual, o de primer orden. 

El conjunto de nudos para fos cuales Jos valores de la fun- 
ción figuran en la expresión L,v,, se lama modelo del operador 
£, cn cl punto 7;. Es evidente que el modelo del operador £,, 
está formado por los dos nudos x, y 7,1 y el de £%, por los nudos 
E; y Ti+f> 

Vomemos, por ejemplo, el operador de tres puntos, definido 
en el modelo xj.1, Zi, Xi! 


00,+1 + (1 — 20) e, 4- 001, 


Lo =o0Lfv, + (10 L,0c,= A 


(2) 
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LA . . o] 1] 4 
donde g es un número arbitrario. lin particular, para O = y Se 
. o . AN . y EN Vi ... ¡N 
obtiene la derivada central en diferencias Lv, == 08 


cual aproxima a v' (zx) con segundo orden, como se demuestra 
fácilmento, para v (1) € C*” [0, 1]. 
En lo sucesivo, utilizaremos Jas notaciones 


Y, — UV¡—1 Vi — 0 
v > ' Vx, to : ¿ , 
=,1 h h 
Di+y — iy 1 : 
VD, = VU FU) 
m1 2h ) ( xi P x, 1) (3) 


En los casos en que ol número ¿ del nudo no tiene importancia, lo 
omitiremos y escribiremos Va Vas Ux- 

Consideremos ahora la derivada segunda Lv = v”, En cl mode- 
lo de dos puntos, evidentemente, no se la puede aproximar. lisco- 
jamos un modelo de tres puntos, forinado por los nudos 2,1, Z;, 
Tis y tomemos el operador de diferencias 


A — 2v UV; 
LD Ua, == (0, 1 — 1, = A (4) 
Si vEC10, 1], m>4, se puede escribir 
: p* Ñ 17d z ) 4 
04 =0 Edo + Hao y Po (A. (5) 
2 6 24 


(o (h") es una magnitud que Lliende a cero, cuando k —> 0, más 
rápidamente que A”). De aquí se deduce (cl índice ¿ se omite) que 


p* 
O E 7 priv +0 (%?, (6) 


os decir, vz. aproxima a v” con segundo orden, 

Para la aproximación de la derivada cuarta Lu = Uv), 
tomemos un modelo de cinco punlos, formado por los nudos zx; + 
+ kh (k=0, +1, +2) y hagamos 


Dino — ÁADi + 6., — bra + Dio : 
La a y ARO) 


En este caso, será UYz,z,. — VUY? = O (A?) para v (2) E C'". En el. 
modelo de cinco puntos (7, + kh), k = 0, 4-1, +2, se puede obto- 
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ner una aproximación de O (h4*) para v”, si tE C'”, En efecto, 
de (6) y (7) se deduce que el operador 
2 


L, U= ua — 32 a 


= 4" + 0 (h') (8) 
posee cuarto orden de aproximación. 

En la práctica, la aproximación de las derivadas en modolos 
de inuchos puntos se utiliza roramente, puesto que al aumentar 
el modelo comúnmente aumenta el volunren del trabajo de cálculo 
y se empeoran las cualidades de los operadores de diferencias 
obtenidos (en el sentido de la estabilidad). 

Hagamos notar, una vez más, que el dpden de aproximación del 
operador de diferencias L, depende del “orden: m de derivabilidad 
de la función v (1). En todas partes nos referíamos, de hecho, al 
ordon máximo de aproximación, que no.cambia al aumentar el 
número m de la clase C'”?, considerando que v (7) era una función 
arbitraria de C("?, Es evidente que si v (7) se escoge de modo espe- 
cial, el orden de aproximación puede aumentar. Si, por ejemplo, 
v(x) = u (7) es la solución de la ecuación u” = x, entonces 
utIV) = Y y uz, = u”, es decir, vz, aproxima exactamento a o” 
para v — u. 

Gonsideremos el operador más complejo 

du Pu 
Lu= — ——=, 
Ot dx? (0) 


donde u = u (z, £) es una función de dos argumenlos, 7 y (, que 
varían en la región OD = (0<x<1,0<1< T). Introduzcamos 
la malla 


War = [(x, = ih, t¿=j(D, i=0, 1, ...., V, j=0, L. O No) 


con pasos h= Y y Too EN construida en cl p. 4. 
*Yg 
Vfectuemos el cambio 


(E yo Ss ul”! Hd 
Ot T Bn 


Fu 2 — 2d a 

E A 2 EN Y 

0x7 i h 
Como resultado, se obtione el operador do diferencias 


J+1 J 7 ] j 
a O MS A a: 24; + Ui4 


Lia ] 10 
hrlt FS 2 ( ) 


4010453 
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g=1 6-0 
ghd depot) lernjot) (E L9D (afo0) (log fa1) (0,41) 
Fig. 86 | la 


(ES IAS (EA) (4) UA Ed) TÍA 
a) b) £) 


que se puede escribir on la forma L, «4 = uz — uz,, donde u = ul, 
u =ui'?, Este operador está definido en el modelo foriuado por 
los cuatro puntos (2;, ty41), (Lg, t/), (Tia, 15), (2:41, 14) (fig. 85, €). 
Fl operador £Lyr no está determinado en todos los nudos de 04x, 
sino sólo para 0 <i< N y J > 0, es decir, en Jos nudos en los 
que el modelo está formado sólo por puntos de la red «1. Los 
nudos (2;, t), OCSIN, j>0, se llamarán interiores. y se 
denotarán por 0 = ((2,, tj), OZ<ISN, 0<I]<NAY el 
conjunto de éstos. De este modo, el operador £hx está definido 
en 0Opx. es decir, en los nudos interiores. in los demás, Mamados. 
de frontera, deben darse las condiciones iniciales y de frontera. 
El operador Lx tiene primer orden de aproximación con respecto 
a Ty segundo con respecto a e: 


max | Ly quel — (Lu | =0 (4 +7), (11) 


VA 


. as du? 
puesto que uz, =u”" +0(h%), uz == u +0 (1) (a = (5) E 
Aquí cl tilde indica la derivación con respecto a z, y el punto, con 
respecto a f£. Consideremos ol operador 


Hoy, I+ 14 +1 
ue — au 4 — 27? +44, 


+ 
Lar , 7 = p? 


o bien L yx =u7 —Uu-., (12) 
definido en el modelo de cuatro puntos (7-4, tj). (Zo tj), 
(Zi+s. dyr1). (2,, 11) (fig. 85, b). Este aproxima a Lu con el mismo 
orden que el operador (10). 

En el $ 2 se considera una familia monoparamétrica de opera: 
dores do diferencias que aproximan al (9). Esta familia contiene 
a los operadores (10) y (12). 

Hasta ahora hemos acotado la magnitud del error de aproxima- 
ción y = L,v — Lv para el operador £, (o £,1) como el máx | y |, 

U, 
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es decir, por la normal), («en la norma») 


hp ll = AE 194%) /. (13) 
XCEOA 


Para acotar la magnitud de la función de malla y, se pueden 
utilizar también otras normas, por ejemplo: 
N—1 


N—1 D 
Ivll= (3 HA ol = 2 Aledo (1) 


Sea || y |] cierta norma para las funciones y, dadas en la malla 0,. 
En lo sucesivo direimos que el operador de diferencias £,: 
4) aproxima al operador diferencial L en la norma ]|-[l, si lp 1] = 
= || L,v — Lv || — 0 cuando k > 0; 2) aproxima a £ con orden n 
(1 > 0) (Z, tiene orden »-ósimo de aproximación), si fly || = 
= O (hA”), o bien ly || < MR”, donde M = const > 0 no depen- 
de de Rh. 

Si vt es una función suficientemente suave y w),, una malla 
uniforme, todos los operadores de diferencias considerados más 
arriba tienen el mismo orden re aproximación en cualquiera de las 
normas (13), (14). 

En el caso de una malla irregular, el cuadro cambia. 

Sea 0, = fe, ¿-=0,4,..., N, zo =0, 2y = 1) una malla 
irregular con pasos ke, =- 7, — Xi, 1 =1,2,..., N en el seg- 
mento 0 < 7 < 1. Consideromos el operador Lv = yv”. Le pondre- 
mos en correspondoncia e) operador de diferencias 


1 lv — O UV — Vj-1 
A 2 | ; (15) 
ho hi4 h; 
donde A, = 5 (de, + hi4). definido en el modelo de tres ¡mntos 


(Liar Lis X¿41). j 
Calculemos el error de aproximación y, = L,b; — Lv,. Supo- 
niendo que v(1) EC 10, 1] y utilizando los desarrollos 
NN 


, » 1 o... 
Pj41 = Y + hy4 0 uN e + 13 hi4 ds +0 (hi+1), 


Ld sr 1 ... 
D¡-1 = 0 — hyVi + 5 hóv, — G ho; “L O (2), 


3) A cuda función de malla y $e le pone en correspondencia cierto número 
no negativo.|| y 1, llamado norma, y que representa e análogo de la distancia 
dosdo cl origen de coordenadas en la geometría habitusl. La norma satisface 
a las condiciones: £) || y || = 0 solamente para y (2) = 0; 2) lev ll = le] 
ly ll, c = const; 3) ll y -E 2 ll< Hg 1+ lz [1 (desigualdad triangular: véase 
L. V Kantorovich y G. P. Akilov, Análisis Functional en los hispacios Nor- 
mados, ed. Fizmatguiz, 1931. 


40+* 
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se halla que 


Riva —h 
Mb "+0 (ki + h; +1): 
De aquí se ve que Jl lle = O (o), fo = máx A,, si ||: Jla, para 


s =0U6, 1. 2 es cualquiera de las normas (13), (14). Do aquí se 
deduce que £, tiene primer orden de aproximación en las normas 


l-Mo. Mel, llo. 


Mostremos que si la norma se escoge adecuadamente, a saber: 


N-1 ¿ 
AS 12 h; (2 Anta) 1, 


el operador (15) tendrá en esta norma segundo orden de aproxi- 
mación: 


lb ll = 11 Lp0 — Le ll = 0 (Aj). 


Como 1 =- e + O (hi41). entonces — (Ri4 — h,) ví” > 


RN, —a e Es 

= mL E UN = y Ut 0i — hr 10) + O (43 +1) y, por esto, 
in 

p, so representa en la forma 


= Y + E=0M+RB,), 


ias » 
y, = = — esa —0) Y= "3 ña, = O (hp). 
UN 


Calculando DS Mba — » (Yue — 1) = Niya — Ys y Lleniendo 


en cuenta que | y | = O (h?), se obtiene que ||» lla = O (22) y, 
por consiguiente, 


1191 < Hi llo + 119" la < M7, 


donde M = const > U no dependo de la malla, es decir, (15) tiene 
segundo orden de aproximación en la norma ||-||3 en cualquier 
malla irregular w,. Este resultado se mantiene válido también 
para las normas 

Ni N-—1 


vlb= (Y (3 Arpa 1, pls = z hal 3 Mpal. 


Obsérvese que ll y ls < Y fl s => 06, 1, 2. 
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En Jo sucesivo, utilizaremos las notaciones 


Vy — Uj— Ur4i — U Di41 — Y 
: h; Ri+a ta 
1 llar — U¡ — Um 
A A 
Aj * N h; hi4 hi 


Si la malla o, es irregular, al aproximar el operador (9) se uti- 
liza el (15), de forma que, en Jugar de (10) y (12), tendremos los 


operadores de diferencias L,-U = uy — Uzg, Lyvu = Uy — Uzz> 
Un este caso, en lugar de (11) se obtiene la apreciación 


máx || Ly 1 — Lu ll =0(h +7), (17) 
wr 
donde el máximo se toma con respecto a j=41, 2, ..., No 


La malla vw, también puede ser irregular, con paso T, = 


= =— Eff=ly j = 1 . 2 e... N . A Í e AS a NE 
ITA ; 

En +0 (tj) entonces en (17) será t= Mux Ty. 
$ 1<54-No 


3. Problema de dilcrencias. Hasta ahora hemos estudiado la 
aproximación de los operadores diferenciales más simples por ope- 
radores de diferencias. Comúnmenle hay que resolver la ecuación 
diferencial Lu = —f con ciertas condiciones complementarias 
(iniciales, de frontera). Por esto, además de csersbir el operador 
de diferencias hay que aproximar, en la malla, el segundo 
miembro y las condiciones complementarias. luego de lo cual se 
debe plantear el problema de diferencias, es decir, escribir las 
ecuaciones en diferencias (algebraicas) y las condiciones comple- 
menlarias en la malla. 

Lu ley de escritura de las ecuaciones en diferencias y las con- 
diciones complementarias es Jlamada esquema de diferencias. 

Considoremos algunos ejemplos de planteamiento del problema 
de diferencias. 


Ejemplo 1. Al problems de Cauchy para la ccuación de primer 
orden 
u' (2) - f(x). =>0. u(0) -- ta, (18) 


le corresponde, cn la malla uniforme, el problema de contorno de 
diferencias 


Yiva — Yi== Ro, Yo =p (9 ¿= 1 = 1 (71), 
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que se obtiene al sustituir el operador u” por el operador de dife- 
rencias 
Lu = uz. 


Ejemplo 2. Al problema do contorno para la ecuación de segun- 
do orden 


u” = —f (2), ÓO<x<id, u(0) = pu u(1) = pa, (19) 


le corresponde, en la imalla unilorue, el problema de contorno 


Yi — Yi + Yia = —A as Yo —- Mas Y = Pa (Qe = f (20), 
que se obtiene al sustituir cl operador u” por el operador de dife- 
rencias uz. 


Ejemplo 3. Al problema de contorno para la ccuación de la 
conduccón del calor 


e Dg  0<x<1, 0<it<T, (20) 
ot Ox 

u (7, 0) = uy (2), 0<r<1Í, (21) 
(0, ) =p (0), u(1.2 =p. (0), 0O<:i<T (22) 


enla malla uniforme 0, = fx, = ht =j(0=0,4, ... Y, 


f:=:03 Y, . No) le corresponde el problema de contorno de 
diferencias 
Y" —i= Whatever, 0<Ii<N, ¡>0 
(+=. ar =Jf (Zi, 7) a y == (x.), (23) 
=p) Yy=H2l(l), (24) 


que se obtiene al sustituir el operad or de la conducción del calor 
por el operador de diferencias (1U). Determinemos qe 


cad 2y) y + y (y)- 1 + Y4 +1) +1", (25) 
donde y = 75 
Sí se conoce yi, por OE fórmula se puede determinar yi* 
en todos los uudos ¿= Í, N — 1 (en la capa j se 


Como para ¿ = 0 se da la SS juicial yi = u (x;), la fórmu- 
la (25) permite calcular Ar, de una capa a otra, en todos los 
nudos de la malla 6»,,, utilizando las condiciones de frontera (24). 
El esquema (23) se denomina explicito. 
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Supongamos que £,,. se determina por la fórmula (12). Enton- 
ces, la ecuación adquiere la forma 


y! Sa yl ES + a)+1 (96) 


Para delerminar y¿*! en la nueva capa j + 1, se ohtione el sistema 
de ecuaciones algebraicas 


waa + iti=— 10", 0<1<N. (27) 
Este esquema se llama implícito, o esquema con adelanto. 


Y¡=Y, +9. 0 bien 


4. Estabilidad. Después de escribir el esquema de diferencias, 
es decir, de formular la ccusción en diferencias y todas Jas con- 
diciones complementarias, surge, ante todo, el problema sobre la 
resolución del sistema de ecuaciones algebraicas obtenido. Si este 
sistema os irresoluble, tal esquema debe considerarse insorvíble. 

Supongamos que el problema de diferencias es resoluble. Enton- 
cos, es natural exigir que para un empequeñecimiento ilimitado 
de la malla la solución del problema de diferencius ticnda a la 
solución del problema inicial para la ecuación diferencial (quo 
el esquema converja). En estos razonamienlos, sc supoue que el 
problema de diferencias se resuelve en forma exacta y que la solu- 
ción se puede hallar con cualquier número de cifras. En la práctica, 
sin embargo, los cálculos se efectúan con mn número finito de 
cifras, y en cada etapa de Jos cálculos se hacen errores de apro- 
ximación. Si pequeños errores de aproximación, que se cfectúan 
en las etapas intermedias del proceso del cálculo, al cspesarse 
la red conducen a grandes deformaciones de la solución. el esquema 
se lluma inestable. En la práctica es inservible. 

Los errores de los cálculos se pueden considerar cumo na 
perturbación de los datos iniciales, o del segundo miembro de la 
ecuación. De aquí se deduce que hay que pedir que la solución del 
problema de diferencias varíe poco para pequeños cambios de los 
datos iniciales del problema (segundo miembro, condiciones de 
frontera e iniciales) o. en otras palabrax, que la solución dependa 
en forma continna de los datos iniciales al espesarse la red. 
Si esta condición se cumple, el esquema se Jlama estable; en caso 
contrario, el esquema es inestable. Más abajo se exponen ejemplos 
de esquemas estables e incstahles. 


Ejemplo 4. Esquema estable. Consideremos el problema de 
Cauchy para la ccuación 


u = —au, >0, 8u(0) = uy «>o0, (28) 
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cuya solución es e (1) = ge”? y sustiluyámoslo por el esquema 
de diferencias 
Yi — Yi 
h 
Jde las ccuaciones de diferencias, Se obtiene y, (1 + ah) = y;¡-1. 


l qn 
ah <!t.  Transfor- 


=-—Gy, i=1,2,..., Jo=Uy 


o biea y =— Ya = Yo, donde s== 
memos la expresión para s: 
Ins - —In (1 /- ah) = —ah 4- O (2?) = —h (a + O (4), 


o bien 


— Cin) 
s=e ta + a 


Tomemos cierto punto z. Para simplificar, supondremos que 
este puulo es un uudo de la sucesión de mallas w, cuando Ah — (0). 
Los números ¿ que corresponden a este punto para la malla «,, 


Ss HO ; 
son iguales u li Sea Es evidente que 


—hla+UHa) + 2 LS 
Y =S Yo = Ye ño = Ye “+4 — yo le”?” 4 0 (Mm), 


lo cual demuestra la convergencia del esquema de diferencias. 

De aquí se aprecia que a pequeñas variaciones del valor ini- 
cial yo le corresponden pequeños cambios de la solución y 
(y; depende en forma continua de yy). 


Ejemplo 5. Esquoma inestable. Consideremos el mismo pro ble- 
ma (28) que en el ejemplo 4: 
u =-—qu, >, u(0) == uy. 


Aproximemos la ecuación u' =- —au por el esquema de dife- 
rencias 


AMA e (1 — OE e a 0, i=14,2..., (29) 


donde o es un parámetro arbitrario, diferente de la unidad, 
o > dl. 

Como el esquema es de tres puntos, hay que dar las condicio- 
nes iniciales no solamento en el punto x = (0, sina también en 
el zi =h: Yo = Uo, Yi = ty. De (29) se siguo que 


lo — 1) Yirr — [(20 — 1) -|- ach| Y, + OY... = 0. (30) 
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Buscaremos las soluciones particulares de esta ecuación en la 
forma y, = S'. Para s se obtiene, de (30), la ecuación cuadrática 
(o — 1) 9? — 20 — 1 + au)s+0=0, (31) 

cuyo discriminante es igual a 


A = (20— 1 + ah)? — 40 (o — 1) = 
= 1 +2 (20 — 1) ah + ah, 


de forma que PA =1 + (20 — 1) ah + O (a*). De aquí se 
halla, para las raíces $, y S» de la ecuación (31): 


n= (4añ+ OM), a =1—ah+ 00%, 


La solución general de la ecuación (30) tiene la forma 
y, = As +B Sar (32) 


donde las constantes A y KB se delerminan de Jas condiciones ini- 
ciales para ¿ = O 4 ¿= 1. Teniendo en cuenta que ln (t + ak + 
+ O (42) = +=h (a 1 O (A4)), se halla: 


g A+» 
a—i1 


== 5 = e UEFUAD 
Seca zx un punto fijo, que seca nudo de la malla o,, de forma 
que == ik. De (32) se deduce que 
y 


Nm 
Yi = A ( o ) o + U(n)) E Bee +om) 
o—i1 


De aquí se vo que el comportamiento de Ja solución depende 
Y . e. C 

del valor del parámetro O. Si 6 > 1, entouces cs el > 1 
O — 


y el primer sumando, para cualquier valor de A < 0, crece jude- 
finidamente cuando k— 0, 

£Sl coeficionte A depende de yo. Yi. Si para cierta ulección 
de los valores iniciales cs A = (0, para una perturbación arbilra- 
riamente pegueña de los valores iniciales, que puede Lencr lugar 
por ol error de aproximación, se obtiene 4 3 0 y la solución 
correspondiente crecorá indefinidamente paca h-—> 0, 

De este nodo, para O >> 1 el esquema (29) 6s inestable e imútil 
para los cáJculos!), 


1) Para 0 =0,5, el esquema (29) es laciblón incstable, 
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Los ejemplos expuustos muestran que si el esquema es estable, 
pequeñas variaciones de las condiciones iniciales o del segundo 
miembro de la ecuación conducen a pequeños cambios de la solu- 
ción del problema de diferencias; si, cn cambio, cs íncstable. 
pequeñas variaciones de los datos iniciales y del segundo miembro 
pueden condocir, en ona rod sulicieontomente pequeña, a cambios 
arbitrariamente grandes de la solución. Por esto, el esquema 
incstable diívergo. 

Supongamos que se busca la solución y” de cierto problema 
de diferencias con paso h en Ju malla m,, que satisfaga a la ecua- 
ción en diferencias con segundo miembro q dado y a las relaciones 
complementarias (por ejemplo, a las condiciones iniciales y de 
contorno), dadas en los nudos de frontera de la malla. [ii segundo 
miembro de la ecuación y las Pinciones conocidas que están 
contenidas cen las condiciones complementarias se llaman dalos 
do partida. La solución del problema «de diferencias depende de las 
condiciones do partida y dol parámotro h, ol paso de la malla. 
Cambiando A%, obtenemos una sucesión fy*) de soluciones «del 
problema de diferencias. 

Se dice que el problema de diferencias está planteado correc- 
tamente (que ol esquema de diferencias es correcto). si su solu- 
ción y”, para cualquier hk < y suficientemente pequeño: 

1) existe para datos de partida arbitrarios; 

2) depende en forma continua de dichas datos, y esta depen- 
dencia os uniforme con respecto al paso /. 

La propiedad de depcuodencia uniforme de la solución del 
problema de diferencias de los dalos de partida se llama tambión 
estabilidad del problema (osquema) de diferencias. 

La solución del problema de diferencias y” se considera no 
para un valor fijo de k, sino para cualesquiera h < hg, es docir, 
para sucesiones suficientemente pequeñas cualosquiera de mallas. 
La dependencia continua de y* do los ditos de partida, en forma 
uniforme con respecto a %, significa que la propiedad de dependen- 
cla uniforme se conserva para kh —> 0. En otras palabras, si se 
aprecia la solución con rospecto a la norma los datos de 
partida, por ejemplo, el segundo miembro q, a la norma |] + Jlc9), 
la estabilidad (uniformemente con respecto a A) del esquema para 
su segundo miembro significa la existencia de una constante 
M > 0, independiente de k, tal que 


y” lo < Milk) para todo k<hp. 


La dofinición del esquema de diferencias correcto, dada más 
arriba, es análoga a la definición de problema correcto para una 
ecuación diferencial, que encontramos varias veces en este curso. 
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La diferencia entre estas definiciones consiste en la exigencia 
de la estabilidad de la solución del problema de diferencias en 
forma uniforme con respecto a h. 


$ 2. ESQUEMAS DE DIFERENCIAS PARA LA ECUACION 
DE LA CONDUCCION DEL CALOR 


t. Esquemas para la ecuación con coeficientes constantes. 
Consideremos el primer problema de contorno pora la ecuación 
de la conducción del calor: 

hallar la función u =u (zx, t), continua en el rectángulo 


D(Wxzi<t1, 0<1<7), que satisfaga a las condiciones: 


= s Y 
to = +10 0 0O<xX<1A, OCIE<T, | 
u (x, 0) =up (2), 4 (0, ) =4, (1). U(1, ) ==: (0). 3 


Introduzcamos cn D la mella descrita en els 1: hn = 07 X 01 = 
=Álxr, =18hk, tp =j0),120,14,...,04,=0,4...., Ny) con 


pasos h=>, T1= Ifectuando la sustilución 


Ñ N * 
u Uy — 
— ro |U- =— -——m—_—_——————— 
E ), Wi! hi 
(2 pu sE 
t T 


c« introduciendo un paramelro real arbitrario O (densidad de la 

capa superior £ = £j,), se obtiene la familia monoparamótrica 
de csquemas 

y Y p+1 1+ 

2% 1 

—_—= Mogi + (1 — 00 + 0, 


=1, RN Vo, o A N—i, (2) 


donde Ay, = Yzx 

Jl esquema (5) está definido en un modelo do scis puntos, 
formado por los nudos (ti4s. tj41) (s =—1, O. 1: k =0, 1), 
situados en las dos capas 1 = ty y £ = tua (fig. 85,4). Por esto, 
el esquema (2) es llamudo frecuentemente esguema de «cis puntos 
y dos capas, o esquema con densidades. 
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Como en (2) figura el parámelro arbilrario o, lenemos, de 
hecho, no un esquema, sino una Jamilia monoparamétrica de 
éstos. Más adelante se demostrará que, mediante el parámetro O, 
se puede rogular la estabilidad y la exactitud del esquema (2). 
Como este esquema se escribe igual cn todos los nudos interiores 
(para Á<i<N, ¿> 0) (z,, £1) de la red 0,7. Jos subindices ¿, j 
se pueden omitir y utilizar nolaciones sin Índices, haciendo 


> y — j : 
y=y*, y=Yy, y=22, q. 


En estas notaciones, escribamos el esquema (2) como sigue 
=A(o0y + (1 —0) y) q. (2,1) € Or. (3) 
Agregando «aquí las condiciones iniciales y de frontera 
y (x, 0) =up (1), E (Mao 
y(0, )=4,(0, y(1.0=%(0), 1€ 07, (4) 


se obtiene cl problema de diferencias (3) — (4) que corresponde 
al (1). Hay que hallar la función de malta y (x, £), definida para 
(2, 1) € Oax, que satisfaga a la ecuación (3) en los nudos interiores 
de 01 = ((2,, £). OS¿<ZN. 0<j<N) y a las e 
ciones (4) en los nudos de frontera me == S tp. ¡=0.0< is 


< Nair i=N,0<ji<N0 J=0,0<13<N)D de la red 05. 
Para determinar y = yi*, ME (3) y (6) se obliene el problema 
YY ir — (1 + 207) Yi + OY —F.,, 0O<i< 0, 
Yo = Ur, Uy = la, 


F, = (1 — 2y (1 — y +(1 — 0) Y lia + Yi+i) + Ta, ==: 


Los valores y = yi y, cn consecuencia, F,, son conocidos en 
la capa inferior (para t = ty). El cálculo se efectún de la capa 
jalaj+4,a partir de f = 0, en la cual se da y? = us (2). 

Para o = 0, se obtiene el esquema explícito (véaso el $ 1, 
p. 2). Para éste se tiene y; = F,, es decir, los valores «de y se 
determinan indepondientemente en cada nudo de la malla 07. 
Para € 0, se obtiene, para delerminar y. un sistoma de ecnacio- 
nes algebraicas de orden N — 1 (tales sistemas se denominan 
implícitos). El mótodo de resolución de este sistema, que consi- 
dera su forma especial («tridiagonalidad» de su malriz, que tiene 
diferentes de cero sólo los elementos que se hallan a lo largo de 
la diagonal principal y de las dos diagonales adyacentes) so indica 
en el p. 10. 
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2. Error de aproximación. Sea y = y (z, £) la solución del 
problema (3) — (4), u —= u (x, t), la solución del problema inicial 


(1). Consideremos ln diferencia dt =y" —u lx, tj,1), o bien 


Z2= y — UU, y susliluyumos y = 2 + en la ecuación (3). Supo- 
niendo que u =u(z, t) es una función dada, se halla: 


2¿=AÁ (oz + (1 — 0) 2) + Y, (x, )€ Oax, (5) 
3(7, 0) =0, 2(0, t)=2(1, t)=0, 
donde 
y = A (ou 4 (1 —0)u) +q— 4 (6) 
representa el error con ol cual la solución u = u (x, 1) do la ccua- 
ción (1) salisface a la ocuación de diferoncias (3). La función de 
malla y =y (7, 1, u; h, 7, 0), determinada por la fórmula (6), 
se llama error de la aproximación de la ecuación diferencial (1) 
por la ecuación en diferencias (3) en la claso de soluciones u = 
=- Y (x, 1) de Ja ecuación (1) (o «error de aproximación para el 
esquema (3) en la solución de la ecuación (1)»). 
Para acotar la magnitud de la función y, utilizaremos distintas 
normas (para 2€ w, fijos), por ejemplo: 


lp lle = máx |yp,!, (7) 
Leon 
MS Rs 
ly !k= (2,41) E (8) 
así como también Jas normas 
máx Illes máx lll, ete. (9) 
Ox Ue 


Diremox que el esquema (3) tiene, con respecto a la norma 
llvy |]. orden m-ésimo de aproximación en y n-ésimo en 7, en 
la solución u = u(z, t) (aproxima la ecuación (1) con orden 
(m, ny), o, simplemente, tiene aproximación O (%") -+ O (v"), si 


IMlI<M (4% 47) — (m>0, 2>0), (10) 
donde M os una constante posiliva, que no depende de / y 1, 


y |f-]], cierta norma (por cjomplo, (7) u (8)). 
Para apreciar el orden de p en Ah y t, desarrollemos u = 


= u (7. 1) en polencias de h y 7, en un entorno del punto (x,, t = 
= liga = tj + 0,57). Supondremos que u (z, £) liene el número 
de derivadas que se necesita cn el transcurso de Ja exposición. 


Ox a du z 
—, Y == —,0tC., U=U (Li. lj41). U=U4 (7,, 
5 qa"? (2. 1141). G=u (2,, > 


2 
X £ 41.2), Se obtiene Au == + u IM +... (véaseels 4, p. 1), 


Designando u = 
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pa E e = e - E P Ss 3 
u =4 4 0,5t + ti 4 0(0), lcd e E 


u¿=ú + 0(é). 

Utilizando dos desarrollos para u, u, Nu, se halla que 

qu+ (1 — ou = 4 + (0 — 0,5) 14 + 0 (1), 
A(ou+(1—0)4)=04 +(1 —0)u + 0(4)= 

== +(0—0,5)14"+0(4+%). 
Susliluyendo Jas expresiones obtenidas en (6), tendremos: 
p=u4"—ú+ (00,5) + q+0(é 44%. 

Como u es solución de la ecuación (1), entonces 4” — A = —f y 

p= 4 —J+(0 —0,5)1u" 4 0 (1é + )'). 


Escogiendo q de forma que sea q = 1 + 0 (4 + 12), por ejem- 
plo, q =f, si /€C'”, se obtiene: 


y = (0 —0,5) uu” + 0 (4 +04). (11) 


Denolemos mediante C” (D) la clase de funciones que tienen 


m derivadas con respecto a x y n con respecto a £, continuas en D. 
De lo anterior queda claro que 


Ille=0(4 +7) para 07360,5 y uc, (12) 


Ivllo=00* 47) para 0=0,55 y uEeCg. (13) 
Escogiendo el parámetro o igual a 


2 
== => (14) 
T 
y el segundo miembro 
AY | 
9143 > ii 


3) Como 1" +7—u=0, so hubiera podido escribir (A) diroctomente en 
la forma p=[A (8u + (1 — 0) )— + (q— D—(a—u). 
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se obtiene un esquema de orden más elevado de aproximación, 
y =0 (MM +, si ueCc*, fEC”D, 


3. Identidad encrgética. Para osclarecer para qué valores de 
o el esguema (2) es estable con respecto a los datos iniciales y al 
segundo miembro, hollemos la apreciación de la solución del 
problema de diferencias (3) — (4) con condiciones de contorno 
homogéneas (u, = u¿ == U) a partir de q y uo. 

Pora csto, utilicemos el método de las relaciones integrales, 
o energéticas, el cual se gencraliza, sin cambios sustanciales, 
al caso de ecuaciones con coeficientes variables. Nos harán falta 
ciertas nociones preliminares. Sean v (2) = v,, z (2) = 2, funcio- 
nes arbítrarias, dadas en Ja malla o, = fx, = ¿ih). 

Tienen lugar las siguientes fórmulas: 

1. Fórmula de derivación en diferencias del producto: 


(12) == Vi%e ¿E Ox, 1Z1+1> (16) 


En efecto, DZx, 4 A Ux, 12344 7 dy (2,41 — 23) + (Oia — U0Zi 41 1/h 
= (0112141 — V¡2)/h = (vz), ¡ La fórmula (16) es la análoga, 
para las diferencias, de la fórmula de derivación del producto: 
(uv = uv + uv. 

2. Fórmula de sumación por partes: 


(0, 24) = — (2, 6:14 (02)y — Dg, (17) 
donde 
N=1 N 
(0,0)= Y 3,10/h, (0, w]= Y v¡w0,h, (18) 
51 ES 


que es la análoga, para las diferencias, de la fórmula de intogra- 
ción por partes. 

Expresemos de (16) 8,2, = (02), ¡ — Ox, (3121 y transfor- 
memos la suma 


N-1 N-1 N-1 
(v, 3) = >» 02, ¡h = »2 [(02)1 41 — (v2),] — 2 De, ¿2141h = 
=< = ai 
N 


e (023 a UZ1 e. ¡2% O ¿24% (Vr, ¿== ua (+1) 


% Parados puntos 1 y 2, véase V. K. Saúlivv, Integración de las Ecuaciones 
Parabúlicus por el Mélodo de lax Mallas, ed. Fizmatguiz, 1160. 
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Considerando, ahora, que Y = do + (0 — Co) = Do 4: Av; 4, 
se obtione: 
N 
(o, 24) = (02) — (14 + hoz 1) 31 — a Jen ¿2 = (02)n — 09% — (2, vz) 
3. Primera fórmula en diferencias de Green: 
(o, (aya) = — (ay, v<] + ayoly — e94:Y 7h. (19) 


En eSocto, haciendo en (17) z = ayz, se obtiene de inmediato (19). 
De (19) se sigue, cn particular, que 


(v, (ay),) = —(4Yz, Ud, si y=v=0 para ¿=0, N;(20) 
(y. (ayd)=— la, (y) si yo ==! =0. (21) 


La fórmula (19) es la análoga, para Jas diferencias, de la fórmula 
do Green 


) 1 
$ u (kw Y dx = kuu” |] — | ku w dz. 
0 
4. Segunda fórmula en diferencias de Green: 
(1, (ay Jx) — (y, lavo) x) = An (UY — YU) — Ur (VYa — YU sdo- (22) 
Esta se obtiene de (19) si se cambian de lugar y y v y se resta de (19) 


la igualdad obtenida. 
Nos hará falta también la desigualdad 


IS V (y. yy la a, (23) 
donde 
(y, 2) = 3 Yn2nR, — ¿i=2,3, ..., MN. (24) 


Consideremos la suma 

(y + y + Jl = (y y + 2 y, 2) +28 (a, 2) > 0 
donde A es un número real cualquiera. 

Si (s, 2)! 3 0, entonces (y + Az. y +43) >0 para todo 
valor de A, sólo con la condición de que el discriminante del 
trinomio cuadrático sea ly, 11? — (y, yy -(z, 2)? <0. De aquí 
se deduce, precisamento, la (23). En particular, para ¿ = N se 
obtiene la desigualdad de Cauchy—Bunyakovski 


(W4,231=< Y 11-113 11, (25) 
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donde (,) se expresa por la fórmula (18) e || y |] es la norma de la 
función do malla y = y;¿, igual a 


e N-1 
llyli=Vi, y = (Y vih)” (26) 


Demostremos las siguientes desigualdados: 


1 | 
lzl<->3llzzl, sa zm=2y=0, (27) 


1 | 
falle 3 llzzI, si m=2v=0, (28) 


donde || 3 ll. = máx. Dz 1, 112 11 se da por la fórmula (26), y 


N 
ll2¿D= (2, 2P= (Y 4 ¡h)". 
1=1 


N 
Teniendo en cuenta que 21 = (2 32,44 1) zz ahP, 
(men $ h=1 41 


representeimos zi en la torna 


i N 
Zi = (1 — ti) (2, e ¿Y + Zi Ú PIN 5 Ry. 


Aplicando la desigualdad (23) para cada suma, por ejemplo: 


i 
EN Ry< Y (27 OS Y Ph=xw Y laz Y 
se obtiene: 


1 N 
A < ua, (1 —x;) (2 (27 Ay h + a (2 ,y h)= 1,(l — 2) ]| z- Y. 
q. a 1 
(29) 


Como es x(1l—u = 7 y y de aquí se deduce que]] z llo < 
U>zx: 


< Ze 1) 35). 
Multiplicando (29) por 4 y A con respectoni=1,2,... 
c.. N—i, teudremos [| 21?=<>% 123]? “+ bien [121 < 
N-1 


<3 23d, puesto que a dh =(N — 1)h<i. 


41—1043 
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Sua Av -= (av;),, a >c >. De (21) y (27) se deduce la 
acotación 


(A +, 9) = —((avz), > 4e1 |] y 117. (30) 
En efecto, —(41 0, 0) = (a, (03)*l 3: es |] of? en virtud de (21). 
Aplicando después la desigualdad (27), se obticno (30). 
Indiquemos otra dosigualdail: 


2jab|< cal + Ed Pe. (31) 


La 


donde a y b son números dados y c,, un número positivo arbitra- 


rio. Efectivamente, 2 | ab | -= 2 | (a a ( E) |< (a y co) + 
b y? ¡ 

+ (5) , puesto que 2 ab, | <a? + db para as y b, cuales- 
Cy 

quiera. 


Pasemos ahora al estudio del problema sobre la estabilidad 
del esquema (3) con respecio a los datos iniciales y al segundo 
miembro. 

Escribamos la identidad energética que corresponde a la 
ecuación con las condiciones de frontera homogéncas: 


Z2=A2 + 2=2y=0, 2(2,0)= 2 (2), (32) 
donde 
2 = 02 + (Í — 0) 2. 


Multipliquemos la ecuación por 2127 ¡h= 2(2, — 2) A 


y Sumemos con respecto a ¿=41, 2, ..., N — 

27 ]¡2,]P=2 (42%, 2) 4 23 (9, 2), Az=25,. (33) 
Representando z%: en la forma 
2% =0,5(2 42) + (0 — 0,5) (2 —2)=0,5 (2 +2) + (0 — 0,5) 12; 


y aplicando la primera fórmula de (ireen (20) para a = 1, y = 
= 1% =2—2,0=24+ 23 y a=f1, y =v=25, tendremos!): 


Z2Y (ALO, z;) = 2 (o _ 0.574 (337, 2-7] > (2 + 2, 25 —3-] = 
=—2(0 —0,5)4/12,, — 124 +12, P 


1) Az +2) :—5)= == + Ea :—2-, (Az, ir tz 51. 
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Sustituyendo esta expresión ev (33), se obtiene la identidad ener- 
gótica: 


20/1121 + (0 0,5) 711251] + 1123 =1125 + 27(p, 2). (34) 
Obsérvese que tiene lugar la siguiente desigualdad: 
4 
he 


lle * < 


leló, si v.=ts=0. (35) 


En efecto, sumando la desigualdad 4, ,+.- 5 (0 < 


> : 
<a (+ 4.4) con respecto a ¿=1, 2, 


obtiene (35). 


., N—i1, se 


4. Estabilidad. Como fue indicado en el 5 1, p. 4, ln esta- 
bilidad de un esquema significa la dependencia continua de la 
solución del problema de diferencias con respecto a los datos que 
figuran en la ecuación (a los datos iniciales, al segundo miembro 
y a Jas condiciones de corttorno, en nuestro caso). 

Establezcamos para qué valores del parámetro o el esquema (3) 
es estable con respecto a los datos iniciales y al segundo miembro, 
Para esto, consideremos cl problema (32) con condiciones de 
contorno homogéneas. Precisemos el concepto de estabilidad. 

Supongamos que la solución del problema (32) se aprecia según 
la norma (| z lla. (por ejemplo, 112 ll = 112 les 11 z ho = 112,D) 
y Cl segundo miembro y, según la norma ]| 3) |f, (por ejemplo, 
WHY lle. = UY le. 11 Mie. Mp 11,2,)- 

Diremos que el esquema (32) (6 (3) — (4)) es estable con respecto 
a las condiciones iniciales y al segundo miembro, si para h < ] 
y TS To suficientemente pequeños tiene lugar la desigualdad 


máx | z (7, £) llo < Mi 113(z, U lio + M2 máx || y (z, 0 llo, (36 
tE, tE, ) 


donde Mi, My son constantes positivas, que nu dependen de h y 1. 
Para la estabilidad del esquema (32) es suficiente que se 
cumpla una de las condiciones 


lalo < (+50) l2Zlko + et llo lo. (37) 
o bien 
zi, < (1 +10) lle lp + cer lp ]fs,, (38) 


donde cy y cz son constantes positivas, que no deponden de » y t. 
ái» 
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En ofecto, supongamos que se cumple la condición (3%). 
La escribiremos en la forma 


12 ko <(4 + ad lo + <a 1 lo, (39) 
E EA : 


Eliminando de (39) sucesivamente | 2A lo, 272 lla. -.- 
y teniendo en cuenta que (1 + c,1)* <e"i para F<], se 
obtiene: 


j y 
17 llo e Mat, O) llas +2 2 tl lol 40) 
De aquí se signe (36), para M, + es, Mo = coM,. Suponiendo 
que tiene lugar (38), obtenemos, mediante razonamientos amúlo- 
gos, una dosigualdad del tipo (40), en la cual debe sustiluirse |)- || 
por ¡[- [1?. Como resultado, se obtiene nuevamente (36) para M, = 


==" M.=V2M,.. 

Aplicando la identidad (34) al esquema (32), estableceremos una 
dosigualdad del tipo (36), de la cual se seguirá, en virtud de lo 
gue acabamos de exponer, la cstabilidad del esquema (3). 

Para analizar el problema sobre la estabilidad con respecto 
a las condiciones iniciales, consideremos el problema (32) para 
p=0 y hagamos 1] Z ll, = || 27]. 

La identidad (34), para p = 0, Lliene la forma 


27 [1127 1% + (o — 0.5) 3 [12514] + [121% 112; Y. (41) 


Sea a > 0,5. Entonces, la expresión entro corchetes no es 
negativa y 


2 <Il22P, o bien ll24]<IZ*]<I 21. 
De aquí, on virtud de la condición inicial 22 = 2p (7), se deduce que 
14 lko <lIZo ko, donde  |¡z|ko) = sz). (42) 


Sea 0 <0,5, de forma que 6 —0,5<0, Designando z5 = v 
y utilizando (35), se halla: 


p9]1% + (o — 0,5) 71100 >11 01% — (0,5 — 0) - lot 


=(1 — (0,5 — 0)12) lI=1f>0 
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para 
2 4 
1— (0.5 — tz > 0, 
es decir, para 0 -_>0, is Za Bajo esta condición, la 


expresión entre corchetes on (34) no es negativa, y obtenemos nue- 
vamente (42). 

De este modo, el esquema (32) (y el (3)) es estable con respecto 
a las condiciones iniciales en la norma |) £ ll, = || 23], si se 
cumple la condición 


e 


A hi 
g e o 
2 


57 == 0. (43) 


AT 


[] . mM ec. e 1 . . 7 e 
Consideremos casos particulares. Si RG la condición (43) 


se cumple siempre y el esquema (32) es estable para todo A y t. 
Para el esquema explícito es ao =0 y la condición (43) da 


Z—, 0 bien SM, (44) 


es decir, el esquema explícito cs estable condicionalmento (estable 
con la condición (44), que rolaciona a 7 y 1). Se puede demostrar 


1 . bus 
que, para y->=3 Je, Uxa< t, el esquema explícito es 


. O . . e 1 s 
inestable, es decir, la condición y < 3 + c¡T2 03 necesaria 


para la estabilidad del esquema explícito (ce, = const > ( es una 
constante «arbitraria, que no depende de k y 1). 

De (43) se aprecia que el esquema de orden más clovado de 
2 
exactitud [o = 0, > DN 5) es estable incondicionalmente 
(para cualesquiera k y 7), puesto que €, > Op. 

Pasemos a la apreciación de la estabilidad del esquema (32) 
con respecto al segundo miembro. Tomaremos como punto de 
partida la identidad (34). Tiono Ingar el teorema: 

El esquema de dijerencias (32) es estable con respecto a las condi- 
ciones iniciales y al segundo miembro pura 


1 
93 


Y 


o 
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de forma que para la solución 2 del problema (32) es válida la apre- 
evación 


E O 
ESETEJTES y3 (2 pt Py (45) 
e 
Aplicando las desigualdades (26) y dl se tiene que 


25 (p, 2) < em lll + =p (46) 


Si y >. 


t|- 


, se obtiene, de (3%), la desigualdad 


Ú v 2 Ti. ¿ 
ll iS 121 + cor llzz if + liv: 
0 
Tomando ahora cy = 2, lendremos 
- ] 
2 > 2 
[=P <P + rim lr. 
De aquí se deduce, inmediatamente, que 
E pl 
Ia P<I Pta, Y, Fl. 
Como a? -+ 02 < (a + by? para a: 0 b > 0, con esto cl teorema 
queda demostrado. 

Observación. Cambiando uu tanto los razonamientos, se puede demostrar 
que ol icorema es válido para O > e 3, donde 0U< e «, 1; en 
(45) hay que escribir 1/22 en Ingar de Y2. La comparación con (35) 
muestra quo 


Hall) <llzzlh Hol Pl Am. Ma= 


T 
De * 
No es dificil obtener la apreciación (36) con [|< ll ,,=)1= ll- 119 lo, = 
1 
== ||] para 0>>3- 


Limitémonos a demostrar la ostabilidad con Dro od a las cundicio- 
nos iniciales. Hagamos p=0 cun lu ecuación (32). multipliquémosla 


por 27 27h y sumomos con respecto a 1—3, 2, ..., N—1. Aplicando la fur- 
mula do Groób (20) y la identidad 27 ¿, 2) > = 2, 2=2)+27 100,5) x 


x1) 37 |f3=1) 121] 5 112427 (00,5) || 5,11?, 80 obtiene: |] 5 [1? + 27* (9 —0,5)X 
X llo 115 +27 11 so II2)= 11 7 [12. De aquí se signo, para 073 0,5, que Jl z 18 < 


. v ó ae 
Sl] 211? y 112211 < 1) 30 11. 


Esta acotación es válida también Es 0» 0. Sin embargo, no 
podemos detenernos en la demostración de esto. 
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Hemos demostrado lu estabilidad del esquema (32) en las 

normas || 23) y || Z ll. que sona las análogas, para las diferencias, 
du y 12 

de las normas Ñ (5) Or) y (fu? dr) '/2. Utilizando el aná- 


logo, para las diferencias, del principio del valor máximo, se 
puede comprobar que el sistema puramente implícito os estable 
en la métrica uniforme, cs decir, que 


112 lle < 11 Zo lo para o =4 (p = 0). (47) 


Resulta ser que el esquema simétrico de seis puntos con o = 0,5 
es tambión uniformemente estable para todo h y rt: 


[| 2 llo < M || Zo llo para «a = 0,5. (48) 


Consideremos el esquema explícito (9 =- 0). Escribámoslo en 
la forma 


Y. = (1 — 2y) Y + Y Yi + Yi») is Ti. 
se poo, | ; A Y 
Si y<>3. emonces ly, |<(l—2Y lg l+vY(UYia lA 


+ Ya Drill < (lg lle + 711 llo, puesto que 1 — 2y > 
2.0. De aquí se deduce que Il y lle < ll y le — € 11 p lle para 
1 


1S y * 


J r 
ld < lv l1+ Y ala ll. (40) 


Jr 


tala 


donde (| y lle == máx [y | Do este modo, el esquema explícito 
%h 

cs uniformemente estable con respecto a las condiciones iniciales 
: ' ali 1 

y al segundo miembro, si se cumple la condición y < 7: 

5. Cunvergencia y exactitud. Diremos que: 

1) la solución del problema (3) — (4) converge hacia la solu- 
<ión 1 = u (x, £) del probluma (1) (el esquema (3)—(4) convergc) 
para hA>0yT—>0, si máx y? — el |]... —> O enando h—> 1) 

Dt, P 
e) 
y 1» 0; 

2) el esquema (3)—(4) converge con velocidad U (4 + 1”), 
m “>0,n>0, o que licne lugar una exactitud de O (4 4 1”) 
(de orden m con respecto a A y orden nr con respecto a 7), si para 
kE y TS To Suficiontemente pequeñas, se tiene: 


máx y) — «ll, < MR” Y. 
[1 ty" T 


donde M = const >> 0 no depende de h y rt. 
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La caractorísiica de la exactitud del esquema (3)—(1 es 
lz llo = ly — € lla, donde |] + [].4. es una de las normas introdu- 
cidas más arriba. La función 2 = 2 (%;, (144) es solución del pro- 
blema (5). Como z (x, 0) = 0, de (45) se sigue la acotación para 2: 


1 J a > 1 
J O Y p2y 1-2 e 
ZA <— Ty ara 0ol>—, 50) 
IIS (2 HI j ( 
Teniendo en cuenta la desigualdad (28), se obtiene: 
13 e < LE más 1= M2 móx [197 (51) 
“O YVo ra WE 


De aquí se deduce el Leorema 

De la estabilidad con respecto al segundo miembro y la aproxima- 
ción del esquema (3) se deduce su convergencia uniforme, y el orden 
de su exactilud coinerde con el de aproxemación?). En otras palabras, 
si el esquema (3) es estable con respecto al segundo mienibro, es 
decir, si O 7> E y se cumplen Jas condiciones bajo las cuales 
el esquema (3) tiene orden máximo de aproximación en la solu- 
ción u =— u (z, £t) (véase (12), (13)), cntonces ésta liene una exacti- 
tud do O (79 + 2), donde mo 2 para 0=0,5, mo =14 
para O == 40,5: 


li —ulL<ZMb+rT %) para 0%0,, (52) 
donde A -- const>0 no depende de k y 1. 
Del p. 2 se deduce que la acotación (52) tione hugar si 
uEeCO q=f para 020,5] ueCP, p= =P +"? para o =0,5. 


De la desigualdad (49) se deduce que para el esquema explí- 
cito es |] y? — ul lle < M (+). si ueCc”o. 
Observación. En virtud de la observación ul teorema del p. 4, 
2 
el esquema (3), para o = 5127 tiene una exactitud de 


O (h8 + 12) para uE€EC5", fEC¡", si q se determina scgún la 
fórmula (15). 


6. Esquemas de diferencias para las ccuaciones con coeficientes 
variables. Pasemos ahora al estudio de los esquemas de diferencias 
para la resolución numérica de la ecuación de la conducción del 


1 Véase V. S. Riábenki, A. F. Filippov, Sobre la Estabilidad de las 
Ecuaciones en Diferencias, ed. Gostejizdat, 1956. 
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calor (de la difusión) con coeficientes variables 


du Ó ( o) 
ERA (UA E k>0, O, 53 
A 199) 


donde c=c (7,1), k=*(x,0. q =q(%.0, f = f(x, £) son fun- 
ciones dadas de z y t. Si, por ejemplo, el coeficiente de couducti- 
vidad térmica k — k(x, t, u) depende de la temperatura u, la 
ecuación (53) se denomina cuasilineal. Las ecuaciones cuasili- 
neales admiten soluciones en forma analítica sólo en casos excep- 
cionales. El desarrollo de la técnica del cálculo y la aplicación 
dul método de las diferencias finitas hicieron posible la resolu- 
ción de las ecuaciones lineales y cuasilineales con coeficientes 
variables, Aquí surgió Ja necesidad de desarrollar métodos que 
sean aplicables a la resolución de ecuaciones tanto con cocficien- 
tes continuos como discontinuos, mediante los mismos progranias. 

Los problemas con cocficientes discontinuvs se encueniran 
con gran frocuencia en la fisica y en la técnica. Ls suficiente 
indicar, por ejemplo, los ¡moblemas sobre la difusión de los neu- 
trones y sobre el régimen térmico en un reactor helerogéneo, for- 
mado por gran número de zonas con diferentes propicidndes físicas, 
los problemas sobre el inovimiento de las fronteras de los cambios 
de fase (véase el cap. TIT, upéndice IV), etc. Para la rosolución 
de los problemas con coeficientes discontinuos se ulilizan esque- 
mas de cálculo «de parte a parte», que no usan la información 
de la posición de los puntos de discontinuidad. Aquí se escriben 
Jas mismaa fórmulas (sin cumbio alguno de éstas en un entorno 
de las discontinuidades) en todos los nudos de la malla y para 
coeficientes cualesquiera. 

Las exigencius de convergencia y exactitud de los esquemas 
de cálculo «de parte a parle» imponen Jimitaciones en la forma de 
éstos. Los esquemas que convergen en el caso de coeficientes dis- 
continuos se pueden obtener mediante cl método del balance, 
o método integral de interpolación. 


7. Método del balance. Esquemas conservativos. Los procesos 
Sísicos que hemos estudiado en el curso, se caracterizan por ecun- 
ciones integrales de conservación (de Ja cantidad de calor, de la 
cantidad de movimiento, de la energía, otc.). Asi, por ejemplo, 
la loy de conservación del calor (ecuación del balance) en el seg- 
mento lx, 721, durante el tiempo Af = fo — f,, tiene la forma 


fe (u (x, tg) —u (z, t,)] de = í [W (z,, £) — W (zz, 0] dt + 
fi 


M1 


+$ $10. ) dxdl, 
uf 
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donde u (z, ¿) es la temperatura; c, la capacidad calorífica de la 
unidad de longitud; f (e, £), la densidad de las fuentes lérmicas: 


Witxr. £) => —h (2, 1) E (7. E), el flujo térmico: hí(z.¿, el 
coeficiente ais daa térmica. Si existen las derivadas 
continnas — = y Y (4 k +7) , de la ecuación del balance se deduce 
la ción diferencial de la conducción del calor 

du ) (et o) 

— =-— , — Hz, 0. 

Ót ; 6 


Es natural, al escribir las ecuaciones en diferencias que des- 
criben aproximadamente cierto proceso, partic de la ecuación 
del balance. Sea dada la malla (x, = th. ty, = jt). Para cada 
parcela elemental (rectángulo) de esta malla, se escribo la ecua- 
ción del balance, que contiene integrales de la función y de sus 
derivadas (flujos, en el caso de la ecuación del balance del calor) 
a lo largo de la frontera de la parcela, Para su cálculo, son nece- 
sarias hipótesis complementarias sobre el perfil de las funciones. 
Según la elección de la interpolación local en .r y en £, se obtie- 
nen diferontes esquemas. El problema sobre la elección de las 
interpolaciones se somete a las condiciones de estabilidad, exacti- 
tud y sencillez en la roalización (en particular, la condición «dle 
gue haya un mínimo de operaciones aritméticas que hay que 
efectuar para obtener la solución). 

Tustremos el mótodo del balance (método integral de interpo- 
lación) mediante ejemplos. 

Consideremos, primeramente, la ecuación estacionaria de la 
conducción del calor 


df., du | a z “dy 
¿(eo E) -a0u=-10, UZEZA, >O 9250, (54) 


aquí q (zx) u es la potencia de las pérdidas de calor (para q < U, 

de las fuentes), proporcional a la temperatura u (7). 
nO en el segmento 0 < 7 < 1, la red Da = (x, =1h, 

¿=0,1,..., N) con paso h. 3scribamos la ecuación ES balance 


del calor en el segmento 2-1: XX Li 102 Ti1.2 = > (Tia + 
h 
+7) Lia + 5 
+11) MEJIA 


Vie, — Wi+r, — j q (7) u (z) 12 + ¡ 7 (zx) di = O, (35) 


Hi Ya Ft 
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donde W (2) = —k (1) a es el flujo de calor. Para oblenor el 


esquema, sustituyamos la primera integral y W” por expresiones en 
diferencias. Tomemos la aproximación más simple (u = const = 
= de, Para o a <A S Mia 


“1410, y. 
$ qg(c)u (dd =hdu,, d¡= 7 $ q(z) dz. (56) 
x t 
ita 1, 
Integremos la igualdad > + en el segmento << 2;: 


XA W 


Como W figura en (55) en Jos puntos semienteros 7,+1,/2, haciendo 


Y = const = 14,22 proa 2 < 17 <A, tendremos: 

] $e dz 

Uy UU, = W;,-.2 $ UE 
as A (1) 
» bien 
+ UU, — Uy 
h y 
l 


NENA ri de . 


h xa le (2) 
x; 


Obsérvese que 1 
Y 
it 


E . 
Ti) cs la resistencia térmica del segmento 
Qr? 


[z;,-,, x2,). Sustituyendo la integral (57%) por una de las fórmulas 
ipod _ 1 E dx 2 ( >) 


Rara dldy kiss hata) 2 Wu ' k, 
le, k e e 
su obliene a = kr—412, d, =- oa , ele. Pordos estos coeficien- 
par 


tex se diferencian entre si en una magnitud do orden ( (%?). Sus- 
tituyendo en (599) las expresiones (56) y (57) y denotando la fun- 
ción buscada mediante y,. se obliene el esquema de diferencias que 
expresa la ley de conservación del calor en la malla (esquema con- 
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servativo): 
ll aa (Yi — Y) A (Yi — Mo | 
— | A A A lA = — 55) 
Al h h AA 
que se puede escribie en Ja form: 
(YD: — dy = —4, (98) 
donde 
4 NELLA 4 METIA 
=> 3) ad, po 5 S()jdr. (59) 
Fit, A 


ll método del balance, de este modo, permite obtener esquemas 
enyos coeficientes se calculan en todos los nudos de la malla por 
las mismas fórmulas, como los valores medios de Jos cocficientes 
de la ccnación diferencial en un entorno del nudo de la malla. 

Los propios esquemos (53) se escriben de igual forma en todos 
los nudos de la malla también para k (0), q (2), f (7) cuales- 
quiera. stos esquemas se denominan homogéneos. Para los fines. 
do la práctica, es conveniente hallar los coeficientes a, d, y del 
esquema partiendo de fórmulas sencillas, utilizando Jos valores 
de k.q,f en puntos aislados. Entonces e, d, q se determinan como 
los valores medios de k, q, f en uno o varios puntos: 


E 13 
ala= Y olz+s o, —1<5¡<0, > cj=1, c,-> 0, (60) 
Jan, J=Sn, 


y análogamenle para d, q. El conjunto de los puntos (sy) se llama 
modelo «lel coeficiente. 
Comúnmente se ulilizan modelos de uno o dos puntos, haciendo, 
por ejemplo, 
a, = kizajz, dí =Q1, Gp == f., (61) 


si k, q. f son continuos. Si le, q, f son discontinuos, en estas formu- 
las debe tomarse la semisuma de los valores límite a izquierda 
y derccha!). 

El esquema (58) tiene segundo orden de aproximación, si 


a, . Ek, + 0(15, mA = ki +0(H%), 


di =f/1+0(4B, q. =f/1; + 0 (43). (62) 


1) Véase A. N. Tíjonov, A. A. Samarsky, Sobre los esquemas homogéneos 
ed Revista de cálculo numérico y Nísica matemátice, lt. 1, Ne 4 
(190). 
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En efecto, cl error de la aproximación para cl esquema (58), en 
la solución u = u (x) de la ecuación (94), es igual a 


Y, = (An — du 4 q), = 


1 
+ na |Qjyr (Us — 21) — 4 (U, — 4-19] — du, + Q;. 


Sustituyendo aquí 


h* h? 
Us = Uy + hu + aa E rad + O (4%) 


y teniendo en cuenta que ((ku”) — qu + f), = 0, se obtienue: 


ti (EE 1) q (fu 5) ui — 


— (8, — q) 4; + (q, — fi). 


De aquí se aprecia que y — O (4%), si se cumplen las condiciones 
(62). No os difícil comprobar que los coeficientes a, d, q, escritos 
más artiba, satisfacen a estas condiciones. 

De esta forma, el método del balance conduce a esquemas homo- 
géneos de segundo orden de aproximación. Estos esquemas con- 
vergen en la clase de coeficientes continuos a trozos, y liepen por 
lo menos el primer orden de exactitud (el esquema (53) con los 
coeficientes (57), (59), segundo orden). 

Los esquemas de diferencias para Ja ccuación (04) se pueden 
escribir partiendo de la condición de segundo orden de aprorima- 
ción. Sm embargo, aqui puede resultar que el esquema O (1h?) 
diverja en la clase de cocticientes discontinuos. Un ejemplo de 
esto lo puede dar el esquema 


——2 ¿a big — Kia Yi+r — Yi 
Ay, = le, Y E 14 Ho e o 
(63) 


que corresponde a la ecuación (ku'Y — qu = ku” +— ku” — qu = 
—f. May un ejemplo?) (para q =0.f =0, u (0) = 1, u (1) = 
0) que muestra que Ja solución de la ecuación (63), cuando 
h —= 0, tiene por límite la [nnción u (2), que no es solución del 
problema original. Si se juzga sobre la convergencia del esquema 
mediante la disminución del paso de las mallas (cosa que se 


1) Véase la referencia de la nata ul pie de Ja pág. anterior. 
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177) 
Fig. 86 


tot) 


Zi¡=S Li+/ 
Li-r ch y + Tis] 


efectúa con frecuencia on la práctica), se puede hacer la conclusión 
errónca de su convergencia (éxte “converge” ) pero no hacia la 
solución del problema original). 


8. Esquemas de dos capas para la ecuación de la conducción 
del calor con cocficientes variables. Estudiemos ahora la ecuación 
no estacionaria de la conducción del calor (53). Hagamos, para 
simplificar, ec — 1, q = 0. Escribamos la ecuación del balance 
para cl rectángulo (27-112 Lx < 2.4112) ty << y41) (ig. 86): 


T41 2 
$ [te (re, l1+1) — ul z, £,)] dr == 
XA, 
GA NET EN 
=| [W (xy 1.2, 1) — WE Jide $ S f(x, t) dz de, (64) 
] EN j 
donde W == e. 'Pomemos las fórmulas más sencillas: 
Vit, 
$ fu (x, 441) —u(z, tp) ] dx == h[u(x,, t 41) —u (2, €]. (65) 
12, 
a 


] 
$ [W (2,4112, 1) — W (E¡-1723 0)] de =s 0 [Witia — Wi¡tla] + 
J 


+ (1 —0)[ War — Wi-12]. (66) 


siendo a un número arbitrario. Utilizando la fórmula (57) par» 
W.-1:2 y sustituyendo (65), (66) en (64), se obtiene el sistema con- 
servalivo de dos capas 
O Ls 
ee HAYA (1 0) Ai, (67) 


TETERA 


Ay =(0Yyd q = E 5 $ $6, 0dd, (6% 
y Fi", 
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donde a se calcula (para ¿ fijos) por las fórmulas del punto pre- 
0 du 3 
cedente, de forma que Au == (4 5) + 0(h%). Para q se 


pueden utilizar también otras fórmulas, equivalentos a la (68), 
con exactitud do O (A* + 1?). Si f es una función continua, se 
hace qí*= 77! * 

Por analogía con el p. 3, £e comprueba que el esquema (67) 
tiene una aproximación de O (Rh? + (0 — 4/2) t + 13). Si se 


sustituye Y (Ay) +? + (1 — 0) (Ay! por la expresión 
Ay 1 — 0) =P (oyk” + (1 — 0) gh), 


se obtiene un esquema «de mino orden de exactitud: 


+1 J » 
y! 3 y == A (e / + (1 Az 9) y!) + qe, 


o bien 


ya: Moy + (1 —0)y) 4 q. (89) 


Como la ecuación del balance se puedo escribir para cualquier 
región G en el plano (zx, £), delimitada por la curva 1: 


Í (cu da + W dt) = y f(e, D dx de, 


se la puede utilizar para obtener esquemas conservativos de dife- 
rencias en el caso de problemas térmicos con fronteras interiores 
y ealeriores móviles, co mallus irregulares arbilrarias. 

Analogamente se pueden obtener esquemas conservutivos para. 
las ecuaciones de la dinámica de los gases, de Ja elasticidad, etc. 
En todos los casos, es necesario verificar el orden de aproxima- 
ción, la convergencia, estabilidad y otras propiedados de los esque- 
mas obtenidos, puesto que estas cualidades del esquema no se 
desprenden del hocho de ser conservativo. 

151 método del balance. o método integral de interpolación 
(véase la referencia de la tota al pie de la pág. 652) se aplica 
ampliamente en la práctical) Los esquemas de cálculo “de parte 
a parte” que se obtienen, convergen en la clase de cocficientes 
discontinuos. hr 

Consideremos ahora el primer problema de contorno para la 
ecuación de la conducción del calor on ta región (U<z<l, 


1) Vease, por ejemplo, G. T. Marchuk, Metodos Numéricos del Cálculo de 
dleactores Atémicos, vcd. Atomizdal, Moscú, 1958. 
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0<1< T) 


Y ZLlu+/tx,0, 0<7<1, 1>0, tu=2 (1%) 

Ól Ox 

u (0, t)= yw (0, u(1, ) =pu2(0), u (7, 0) uy (2), 
0UZ<a Ek (zx, e) E c., 


donde c,, 2 = cotist. 


Para su resolución en la malla «»,e (véase el p. 1 del $ 1), 
atilizaremos cl esquema de dos capas (69), abtenido por el método 
del balance: 


y = Moy +(1 —0N +. 0 ih<1, t=j>0, ) 
y0, 0) =p (0. y(L, )=H200, 16%. din) 

y(7, 0) =u(7), 18 02, 
donde Ay = (a (%, ty 1,2) Yzde es MA esquema de segundo orden 


de aproximación con respecto a 
Para hallar y = y, se obtiene, de (71). el problema de 

contorno: 
Yair E FRAY = — FE, UICN, | 


(72) 
Yo= Br Un =UHn, 


donde A, += 075 Ci=3A,+ A, + a y F, se expresa 


mediante y?. 
Acotermos el error de aproximación del esquema (71). Sea 
y (x. 1) la solución del problema (71), y u = u (z, 2), la del pro- 
blema original (70). Sustituyendo en (71) y? «= 27 + u”. se obtie- 
nen, para la diferencia z == y — u, las condiciones 
2 = A(0z + (1—0)2) “y, Zo= 24 =0, (73) 
z (2. 0) =- 0, 
donde y = A (ou + (1 — 0) u) + q — uz es el error de aproxi» 


mación para el esquema (71) en la solución u = u (zx, ¿) de la 
ecuación (70). Teniendo en cuenta que Au = Lu + O (h?), 


; 41,2 y 
q= pu = (5) + 0 (1%, 0 + (1 — 0) u =» 


= (u + (o — 0,5) uy tt? + 0 (32), se obtiene que y= 


= (o — 1/2 (Ly HP 40 (1 3, si ula, 0) y k(z, t) son 
funciones suficientemente suaves (u E C$*', dk € Cf). 
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De aquí se observa que el sistema simétrico (s = 0,5) tiene 
segundo orden de aproximación con respocto a h y Y 

Pasemos al estudio de la estabilidad del esquema. (71) “con 
respecto a los datos iniciales y al segundo miembro. Como 


02+(1—02=0,5 (2 +2) + (a — 0,5) 12;, entonces (73) se 
puede escribir en la forma: 


23 — (o — 0,5) tAzz — 0,ÍA (2 + Z) =p, Zo = 2y =0. (74) 
Supondremos que 

5 (2, 0) = 2o (2), (75) 

0O<c <Xea<Ce Jal Eca o bien ja=a|< tcs (76) 


Razonando igual que on el p. 3, escribamos la identidad ener- 
gélica para el problema (74)—-(76), análoga a la identidad (33): 


¿it [12,16 ES 2 (9 e 0,5) (Az.. 2.) 2 (A (z + 2, 2 —3 = 21 (p, 2.). 
(77) 

En virtud de la fórmula de Green (19), se tiene: — (A v, uv) = 
= (a, 12l, —(A(+z. 22) = (a (27 + 23), 3. — 271 => 
= (a, 22] — (a, 22), Representando luego a en la forma a = 
=4 + (a —4a)=a -- ta, y utilizando la condición | az] < Cz, 
tendremos que a < (1 -/- res) la, la = 2, (a, 22] < (1 + c€,1) X 

1 


Xx (a, 221. Sustiluyamos csta acotación en (77): 
2 l13, 1% +(0 — 1/2)1(a, 2.14 (a, 2]< 
<(1 +00) (a, 2214 20(9, 2). (78) 


Estudiemos primeramente la estabilidad del esquema (74) 
con respecto a las condiciones iniciales. Para esto, hagamos en (78) 
y = 4, Mostremos que la is entre corchetes es '>0 para 

2 


o -05)— Ea Para o > 0,5, esto es evidente. Sea o < 0,5. 
: 2 
En analogía con el p. 4, se halla: [Ju]? — (0,5 — 0) 1 (a, val > 


> Iv IP — (0,5 — 0) cor loz > (1 — (0,5 — 0) $25) op > 0 
para 1 — (0,5 — 9) ú4czrh? > 0 (aquí v = z;). Por esto, de (78) 
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se obtiene: 


2. 
Halóo <4 +00 121 < (1458) Mz lo, dondo (121) =(0, 2 


2 
(79) 
y ES X<Á 58 Y D,5c4 f 
1 llo < (1 40,549 11M (14 E) 12 0 < 095120 
(80) 


Así queda demostrado el tcorema: 
El esquema de diferencias (14) (6 (71)) es estable con respecto 


a los datos intetales según la norma || z ll, = V (a, 2%, para 


1 he 
g > PS . 
2 ACA em 
En este caso, para la solución del problema (74)—(76), cuando 
p = 0, es válida la apreciación 


117 lky < M, lIZo ll), doude M,=e***", (82) 


Do (81) se deduce que el esquema explícito (a = 0) 2; = Az 
3 
es estable para Tt< 57 , es decir, el paso en el tiempo para el 


2 

esquema explícito estable debe ser tanto menor cuanto mayor 
es el máximo del cooficiente do conductividad térmica. Por esto, 
no es conveniente utilizar los esquemas explícitos para las ecua- 
ciones con coeficientes variables. 

Demostremos el teorema: 

Para la solución del problema de diferencias (74)—(76), «*i 
oc > 0,5, es válida la acotación 


má x 12 lla, < Mi 11Zo1ko + M2 máx [1+p ll, (83) 
Ve or 
donde 
112 lky = V (a, 22]. (84) 


Utilicemos la desigualdad (78): 
251] 2. 1 +(a, 2<t+ont, 2] 42 (p, 2.), para >> (85) 
Sustituyendo aquí la acotación (46), se obtiene (para €, = 2): 


(a, 2) < (1 + c;T) (a, 2] + y Ip 1É. 


$ 2. ESQUEMAS PARA LA ECUACIÓN DB CONDUCCION DEI, CALOR 659 
ResoJviendo esta desigualdad (en forma análoga al p. 4): 


J , 
(Pio <a lr + el, Mi", 
=ri 
se obtiene la acotación (83). 
Si se tiene en cuenta que (a, z2] > cs [| 33 1IP.> 4c, |] z 18, 
de (83) se obtiene, para la solución del problema (73), 
máx [Iz |< M máx 1191) 


>, >, (86) 
donde 
m= Y Li,  hzllo=máx]z1. 
Sc, Sh 


Así queda demostrado el teorema: si el esquema (71) es estable 
(para o > 0,5) y eprozima a la ecuación (10), éste converge, y el 
orden de su exactitud coincide con el de la aproximación. 


Supongamos que la malla w, es irregular, 04 = (z,, t=0, 1, ... 
o... N), es decir, que su paso A, = 2; — 2; dopende do ¿. Entonces e 
(71), en Jugar de Ay, hay quo poner la expresión (cfr. ol. p. 2,8 1, (15)) 


1 Yirs — Y Yi—Yi-1 1 
Ayi=layd a ni En E TEMES. MY | » Ri (hi4 his4). 


(87) 
El error do Ja aproximación para Á so puode representar cn la forma 


1 
pi: = An ¡¿—LEn TE Oir —N1)+ 0 (45H 1) 


donde n =0 (A%), es decir, || H llo= 0 (40), Il Y lla =0 (2%). Sin embargo, como 
fue demostrado en el p. 2, para |l y |[p es válida la acotación 


N --1 i 
plla=[S +()) Mr) 120 (1, 
l=1 k= 1 


donde Ay = máx ly. 

El esquema puede ser obtenido por el método del balance. 

Si el coeficiente k (x, £) liene una discontinuidad da primera espocie 
en la línea z = const (discontinuidad inmóvil), ó z = E (¿) (discontinuidad 
móvil), el esquema (71) sie siendo convergente; sin embargo, e) orden de 
suaxactitud, en general, disminuyo. En ol caso de una discontinuidad fija 
(x = const), es conveniente clegir la malla do modo que el punto de dis- 
continuidad z == const sea un nudo de 6w4,. Esto nos conduco a malles irre- 
gularos. Sin embargo. el orden de exactitud (segundo con respecto a h) del 
esquema (71) se conserva también an el caso de k discontinuo, da esta malla. 

La acotación del orden de exactitud, on el caso de coclíciontes discon- 
tinuos y de una malla irregular, sv complica considerablemente. En cste 
caso, es vúlida una apreciación del tipo (86), sólo que en el segundo miembro, 
en lugar de || y], figura la norma || y llz de tipo especial, indicada más arriba. 
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Hasta ahora hemos considerado condiciones de contorno de 
primera especie. Éstas se satisfacen exactamente en la malla wa 
y, por esto, la exactitud del esquema de diferencias se determina 
por el orden de aproximación de la ecuación, Las condiciones de 
contorno de tercera especie se cumplen en forma aproximada. 
Is natural exigir que el orden de su aproximación coincida con 
el de aproximación de la ecuación diferencial. 

Expondremos las condiciones de contorno en diferencias de 
tercera especie sin deducirlas?). 

Consideremos primeramente el problema de contorno 


(kuy — qu = —f (2), 0<x<1; (2) >0, q (2) > 0; 
k (0) u' (0) = Pju (0) — pa; —A (1) u' (1) = Pau (1) — pa, (88) 


donde f, > 0, fie > 0. La ecuación se sustituye por el esquema 
(58) y las condiciones para r = 0, - = 1, por Jas condiciones de 
contorno un diferencias de tercera especie 


aYx.o = BiYo — Hip — UnVz y = Pay — Ma (89) 


donde a, =a (h), ay =a (zy) =a(t), Bi = 6, + 0,5kg (0), 
Ba = Bz + 0,5hg (1), Uy = pa + 0,5hf (0), ua = po + 0,52f (1). 
Estas condiciones aproximan las condiciones (88) a la solución 
u = u(x) del problema (88) con orden O (h?). 

Resolviendo (89) con respecto a yo O Uy, se obtiene una escri- 
tura cómoda para los cálculos de las condiciones de coutorno de 
tercera especie: 


Yo = XiYa + Yi Yn = Xina -L Ves (90) 


donde x, = asH(ay + IÓ), As = an/(an 3- kB»), vy = pa/(a, +hBp, 
va = pray + hPa). 

Consideremos ahora el tercer problema de contorno para la 
ecuación de la conducción del calor (70). Sean dadas, para zx =0 
y 2= Í1, las condiciones: 


0 » 
e =P1(0 u — (0) para z=0, 
ón 
e Pa()u —puz(t) para x=, (91) 


1) Véase A. A. Sumarsky, Esquemas homogéneos de diferencias para las 
ecuaciones no lineales de tipo parabólico, Rovista de cálculo numórico y Física 
matemática, t. 2, N 1, (1902). Las condiciones (89) y (92) pueden ser obteni- 
das por el método del balance. 
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Las condicioves de contorno en diferencias de tercera especia 
tienen, en este caso, la forma 


as (04,0 + (1— 0) Yao) = E 
= 0,5hYz, o + Ba (0Yo0 + (1 — 0) Yo) — Ha, 
4, = py + 0,5hf (0, £), (92) 


— ay (oy- E — 0) y- a 
=0,5hy. + Pa(0yn + (1 — 0) Un) — Hz, 
Mg = M2 + 0,5hf (1, 1), 


donde 41, Ay, Pi, Po, Ea. 3 se toman en el momento l = £j,0,5, 
y 0 es el parámetro que figura en la ecuación (71). Estas tienen 
el mismo orden de aproximación O (hh? + (o — 0,5) t + 12?) 
en la solución u = u (xr, £) (de la ecuación (70) con las condicio- 
nes (91)) que el osquema (71). Teniendo en cuenta que y => y 
son conocidas para lodo ¿=0,1,..., N, no es difícil reducir 
(92) a la forma de cálculo (90). No escribiremos las expresiones 
para Yq, Xa, Vi Y Va. 

Como resultado, para la determinación de y = y**! se obtiene 
la ecuación en diferencias (72) con las condiciones de contorno (90). 


9. Esquemas de tres capas. Además do Jos esquemas do dos 
capas, estudiados en cl p. 3, para la resolución numérica de la ecuación de 
la conducción del calor Eo) so ntilizan los esquemas de tres capas,que rela- 
cionan los valores de Ja función buscada y pera tres momentos do tiompo: 
tE fi4p £y, tg-1 (on tres capas) ?). 

on frecuencia se utilizan los esquemas simútricos de_tres capas 


yj+1 — y3-1 
27 
donde Ay= (e (x, ty) yx stos tienen un error de aproximación de 


O (424 12) para todo o, 

Para el osquoma de tres capas (93), además de y(z, 0), es necesario 
dar el valor y(z, 1) para ==. Esto So puede hacer de dos formas: 
1) utilizando la fórmula u (7, 1) =u (2, 0) +75 (a, 0) +0 (12) y la ocua- 
ción (70), so obtieno: y (z, ria pl pad ade A Le fois it (k (7, 0) us)' + 
++ (2, 0)); 2) utilizar, para la determinación de y (z, 1) el esquema de dos 
capas de segundo orden de exactitud y,=0,5A (y-+ y)+q, para t=7. Sean, 


puos, dadas Jas condicionos iniciales 
y (2, 0)=u9 (2), y (2, 7)= up (2) z€ 0h. (94) 


— A (9yI41 4 (1— 20) yd 4 0y-1)4 q1 (q4=15), (93) 


1) Véase R. D. Richtmyer, Métodos de Diferencias de Resolución de los 
Problemas de Contorno, ed. 1L, 1960. 
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Para z =0, r = 1, se plantean las condiciones de contorno, por ejemplo, 
de primera ospecie. 


Moslremos quo el esquoma (93) es estable con respecto a las condiciones 
iniciales y al segundo miembro para 


1 
Para esto, consideromos las condiciones de frontera homogéneas yo = 0, 


yy = 0. Introduzcamos las notaciones y = yÍ*, y = yÍ, y= yj¡-1 y escri- 
bamos cl csquema (93) on la forma 


y + yO ay 1 (120) 4403. (96) 


Multipliquemos la ecuación (96) por 2ty(%%, gumemos con respecto 
a i=1,2,..., N—4 y tongamos on cuenta las identidades 


Uy [+ (y*4-y2) + (o-3) ly — 59 | 
e y . 4 v Y 
- [+ (u?+ y?) + (o—3) w—) : 
v v 1 Y y 
5 My?) 5 WHY Y — yy. 
Como resultado, tendremos: 
ly 11, +27, (19) =11 9 11%,, +27 (9, yi9), (97) 


x 
donde 


s 1 e“. .0 1 v 
A a E (98) 
1 e 0 o A 
lv lla) > q ly ol y 1lé para 07. 
Utilizando luego las desigual dades 
; : T 
25) AA, 
(a, 9) > 41 
y escogiendo cy =8e,, se obtiene: 
y T 
ivi) 1 Kn + gl. (99) 
De aquí se deduce la acotación 


J 
J T —_—_ T Ta UC >=. 100) 
llo << llo += 2 91 pa Zn 
Esta ucotación permite domostrar la convergencia del esquema (93), (94) 


con velocidad O (A? -- 12) para O > 4 
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Indiquemos otro esquema de tres capas: 
y y) —L (yd y 42) = Ay pH, pit a 44, 
¿2y 3= (4 (2, 7,1) Y=)x- 


Éste cs, sin lugar a dudas, establo, y ticne uma exactitud de O (414- 12). 
Para determinar y2+1, de (101) se obtiene el problema (72) con 
J 1 
1 ; 3 byi—y 
A =>57 4 Cra Ar Artt 3 + Pp, 


el cua] se resuelve por el método del deslizamiento (véanse el p. 10). 
Para la ecuación do tipo hiperbólico 


A A AAA (102) 


u (0, £=u1(0), (1, )=us li), u(=, 0) =uo(z) Se (o, 0)=20 (2), — (103) 
los esquemas de diferencias doben contener no menos do tres capas. Los 
esquemas simétricos 

y441—2y 44 y bl 
q 
tienen una aproximación de O (42-472) y son estables para 


O: 
Ed 4 Á1vsca ñ 


= Ad (oyit14- (1 —20) y3 + 0yi-1) + 1 (104) 


Ea particular, ol osquema oxplícito (ut = 0) es establo condicionalmonto para 
E 
T. A 
“Va 
Aunque todos los esquemas estables (104) tienen el mismo ordon de exacti- 


tud, en las mallas reales, como demuestran los experimentos numéricos, 
la exactitud del sistoma aumenta al disminuir g. Por osto, so puode roco- 


mendar utilizar esquemas incondicionalmente estables para 0 =-. 


10. Resolución de sistemas de ecuaciones en diferencias. Método 
del deslizamiento. Los esquemas implícitos para la ecuación 
de la conducción del calor conducen a un sistema de ecuaciones 
algebraicas para los valores de la función buscada y3*! en la nueva 
capa t= tj. 

liste sistema de ecuaciones tiene la forma 


ÁAiYia — CiYias + Bis = —F,, O<i<0N, (105) 


donde F, cs una función dada. 
Para la ecuación con coeficientes constantes, es 


A¡=0y, B¡=0Yy, C¿=1+ 20y, v=>37: 


664 COMPLEMENTO f. MÉTODO DE 1.4% DIFERENCIAS PINITAS 


Para la ecuación con coeficientes variables, se tiene que 
A, = 0ya;, B, = Oli = Arras Cs = A + Aaa + lo 

En cl cuso de una malla irregular, tendremos: 

04 ¿+1 


T, B == —_=—1, C¡=A¡+B,+1. 
histo 


t 
th 
Las condiciones de contorno de primera y tercera especie, 
estudiadas en los parágrafo i y 2, se puoden escribir en la forma 


Yo = Ya EF Va, Y = X2lna + Ya. (106) 


Para X1 = U, X2 = 0, de aquí se obtienen las condiciones de pri- 
nera especio Yo = Vi, YN = Va 

Asi, pues, estudiemos la ecuación (105) con las condiciones de, 
contorno (106) y supongamos que 


A¡>0, B,>0, C,>A¡+B,, o bien C,= A+ B¡4+D,, 
D;::>0 (107) 
0X< Aa < 4, a=1, 2. 


Bajo estas condiciones, como se demostrará más abajo, cl proble- 
ma (105) —(106) es resoluble. Para hallar su solución, se pueden 
aplicar los métodos usuales del álgebra lineal, o bien métodos 
iterativos. Sin embargo, ol más ventajoso o económico en cuanto 
al volumen del trabajo empleado, es el método del deslizamiento, 
o de factorización*), que tione on cuenta Ja forma especial de la 
matriz del sistema do ecuaciones (105): su “tridiagonalidad”. 
Buscaremos la solución del problema (105)—(106) on la forma 


Yi = Ciara + Biar ¿=0.1,2,.... N—4, (108) 


donde «, y f, son funciones por ahora desconocidas. Sustituyendo 
Yi, = Air + Bp en (105), se excluyo yYi.,, obteniéndose 
(4,1, — CO ya + Biyirs + (AB en F,)). luogo do lo cual sw 
excluye y,, mediante (108): 


((4¿%, — Ci) % 141 + Bil Yirs + 
+ [(4/% — Cp) Beira + (41B, + F)] =0. 


La ocuación (105) se satisfará si las expresiones entre corchetes 
son iguales a cero. De estas dos igualdades, se hallan las fórmulas 


1) Véase G. 1. Marchuk, Métodos N rca del Cálculo de los Reactores 
Atómicos, ed. Atomizdat, 1958; S. K. Godunóv, V. S. Riábenki, Introducción 
a la Teoría de los Esquemas de Diferencias, ed. Fizmatgulz, 1982. 
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de recurrencia para doterminar %ijw, y Pis: 


B, AB +, 
Ar ———— , y = AA, iu1,2,..., NA. 
EY Cia, Bra Cde 


(109) 


Comparando la fórmula yy = %:Y1 4- fi, con la condición de con- 
torno (106) para ¿= 0, se halla: 


a =%, Pi = y. (110) 


Resolviendo (109) con las condiciones iniciales (110), se hallan 
%, By t=14,2 .... NV. Para utilizar la fórmula (108), és 
necesario conocer yy. 

Doterminemos yy partiendo de y y By, do la condición de 
contorno (106), para : = N. Eliminando Yn-, de las fórmulas 


Un = U9Y vaa 7 Y2 Yn-, = Any + Py, se halla: 
va + A2Bn (11) 


Yy = a 


con la condición de que 1 — 2% y 3 O. 

Mostremos que do las condiciones (107) se deduce que 0 < 

< 4, < 4 para todo ¿=Í, 2, , Y. De la fórmula 144 = 
= B JB + A; (1 — a, + Djl, se. “aprecia que 0< Air < 1, 
si0ó <a, <Í y, por consiguiente 0<X a, < 1 para l = Í, : 

ES ON, puesto que a, —= * < 1. De este modo, se tiene que 
4 — A%g%Gy>0 para O<x%2<1, y Ja fórmula (111) tiene sentido. 

La solución del problema (105) —(106) se divide en dos otapas: 
1) a partir de las condiciones iniciales (110) y de las fórmulas (109), 
so determinan sucesivamente a, y después ff; para i = 1, 

N (el cálculo va de jzquierda a derecha, de ¡a + 1); 

2) de (111) se halla yy y después, por la fórmula (108), se determi- 
nan sucesivamente (de derecha a izquierda, de ¿+ 1d al) yy.» 


Yi, Yo: 
SN cálculo por las fórmulas (108) es estable, puesto que 
0 = O; <X 1. 
£xisle otra variante de las fórmulas de deslizamiento: 
A . 
E = —=R—-, i=14,2,....N —i, En = %o; (112) 
tr =B Es 
ye AA DNA 0 (113) 


Cs —Bibi+a 


A p 4 
gr= Er Ps ¿1 2 0. M4, y == A EA (414) 


1 — Hs: 
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El orden del cálculo es: 1) partiendo de las fórmulas (112) 
y (113) se determinan primero E,, después n, sucesivamente, de 
i -|- d ai (de derecha a izquierda), parai=N —1,N—2,... 
- . ., 1, 0; 2) por las fórmulas (114) se hallan sucesivamente dle 
i a ¿4 1 (de izquierda a dorecha) yi, Y2, » - -» Yn- 

No es difícil comprobar que el número de operaciones aritmé- 
ticas que se efectúan al resolver cl problema (105) —(106) es pro- 
porcional al número de ecuaciunes. 


11. Métodos de diferencias de resulución de las ccuaciones cua- 
silineales. En el estudio de procesos u elevadas temperaturas, 
cs necesario tener on cuenta Ja dependencia de los coeficientes 
de capacidad calorífica y de conduclividad térmica de la tompera- 
tura. La potencia de las fuentes térmicas también puedo depender 
do la temperatura si, por ejemplo, el calor se genera como resul- 
tado de una reacción química. Se oblicne entonces, para descri- 
bir el proceso de propagación del calor, la ecuación cuasilineal 
de la conducción del calor 


PT E PA x2) +5, e(u)>0, k(u)>0. (145) 
W  0t Ózx Ox 
En el caso general, es c=c(x,t,u), k=k(x,t,u), f= 
= f (x, t, u). 

En un medio no homogéneo, k y e pueden ser funciones disconti- 
nuas de los argumentos z y u (para diferentes sustancias, la depen- 
dencia de k, c de la temperatura es diferente). La ecuación del 
tipo (115) se encuentra también en el estudio de la penctración 
de un campo magnético en un medio, cuyo coeficiente de suscepli- 
bilidad magnética depende de osto campo. 

La ecuación (115), mediante un cambio de la función buscada, 
se reduce a una de las formas: 


du Ó du 
o) (117) 
Ót da* 


Y 


En efecto, introduciendo, por ejemplo, la función v = 4 c (u) du, 


se obtiene, para ésta, la ecuación (116). 


En nuestros días, el mélodo de las diferencias finitas es el 
único que permite hallar efectivamente la solución de las ecua- 
ciones cuasilineales. 
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Considoremos los esquemas de dos capas más simples para la 
ecuación (115). Estos se pucden obtener por el método del balance, 


on forma análoga al p. 7, si se tiene en cuenta que W = —k (u) 3 


Para las ecuaciones cunsilineales, la utilización de los esque- 
mas explícitos no es conveniente, si k (u) varía rápidamente (por 
ojemplo, es una función potencial), puesto que la condición 
de estabilidad 

2 
e 1 
2 máx k (u) 
exige un paso 7 muy pequeño en el tiempo. Por esto, se aplican 
los esquemas implícitos lincales y no lineales con respecto 
a yiM. En el caso de esquemas no lineales, so aplican métodos 
iterativos para la determinación de y?**. 
a) Esquemas implícitos con exactitud de O (A* + 7): 


y == y! 1 +1 +1 +1 +4 
LA ls (9 (A — 00 — mé) (ut gi uh, 


] (118) 
+1 
AS COÍN (dEl — yt — 
—a IPR ED O 4. (119) 
donde 
a, (y) = 4 (Uds), (120) 


Para 7 = 0, zx = 1,se plantean condiciones de contorno, por ejem- 
plo, Yo = Us, Yy = Uz. 

El primer esquema es linen] con respecto a yj+!, los valores 
do y en la nueva capa ¿= f;j,1. La solución del problema en 
diferencias de contorno para y3*!, se halla por el método del des- 
lizamiento (véase el p. 10). 

El segundo esquema, (119), es no lineal con respecto a yi*!. 
Para resolver el sistema de ecuaciones no lineales que se obliene, se 
aplican métodos iterativos. SCHibar On la ecuación para la deter- 

a+ 


minación de la ileración y, en el caso del mélodo iloralivo más 
sencillo: 


s s3+1 a s+1 5 s+1 


3 
Avis — Ci EH Alias = — Fi, (121) 


668 COMPLEMENTO J. METODO DE LAS DIFERENCIAS FINITAS 


donde 
8 3 $£ 


A ==7 0 WM, CA +A +, Py + (0), 


s=0,1,2,... es el número de la iteración. 
Como aproximación nula, se toma comúnmente el valor y] 


en la capa precedente, haciendo y, = y?; a veces se aplica la 
extrapolación, con la utilización de yj-t (si y] es monótona como 
s+1 
función de 7). La solución do la ecuación (121), con respecto a y; , 
con condiciones de contorno para ¿ = 0, ¿¡ = N de primera o de 
tercera especic, se halla por el método del deslizamiento (véase 
el p. 10). Para concluir las iteraciones, se utiliza la condición 
s+1 


3 

SS Y, — Yi |< €, o bien se da un número determinado de 
<iEN—=1 
iternciones. Comúnmente, ya dos o tros iteraciones elevan consi- 
derablemente la exactitud. Los esquemas iterativos (119) permiten 
utilizar, para asegurar una oxactilud dada, un paso más grande 
en el tiempo, en comparación con Jos esquemas sin iteracio- 
nes (118), lo cual a menudo conduce a una disminución significa- 
tiva del volumen del trabajo del cálculo. 

b) Sistema simétrico de seis puntos de exactitud O (A? + 1?): 


+41, dis 
Yo" —Y => [ay di + (aya, 0) + ¡(Ee) , (122) 


T 


donde a (Yen Es). Este es un esquema no lineal, y para 


determinar yi+1 son- necesarias las ileraciones. 

En el caso de una cuasilinealidad débil, cuando lk no depende 
de u y el segundo miembro f (u) es no lineal, hay esquemas sin 
iteraciones, estables incondicionalmente, de segundo orden de 
exactitud. 

Escribamos un esquema así (para %k = const = 1): 


Y — _ to, E 


DY = Yzz> 
donde y es un valor intermedio. Primeramente, se aplica el esque- 
ma puramente explícito, con paso 0,51 y segundo miembro / lus 
después, el esquema simétrico de seis puntos, con paso + y segundo 
miembro f (y). Como resultado, se obtiene un esquema de segundo 
grado do exactitud con respecto a h y a T. 
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Fig. 87 


409 


A veces, para la resolución de las ecuaciones cuasilineales 
se utilizan los esquemas simétricos de tres capas (93); en este 
caso, k (u) y f (u) se toman en el paso y. Sin embargo, merece pre- 
ferencia el esquema no lineal, análogo al (101). 

Ejemplo. Expondremos los resultados de los cálculos numéri- 
cos, por el esquema (119), para el caso k (u) = xgu%, %y > 0, 


du 0 du : 
o>0, f=0. L ¡ al o) tiene soluciones 
>0f a ecuación 3 = Gu Nun a 
cuyas derivadas son discontinuas en los puntos donde u = O, 
. JJ . d . . e. . 
siendo continuo el flujo xyu sz , €s decir, existe el frente térmico, 


que so propaga con velocidad finita (fig. 87). 
Un ejemplo de esti solución es la función 


tea ( [oc * (ct — 2] para z<ct, 
O para x><ct, 


donde c es la velocidad de la onda térmica. Ista función es solu- 
ción del problema 


du | a Ou 
Xu j 


—— = — e) z>0  £>0, 
Ót Óx dx 


oc 17u 
u(z, 0)=0, (0, ) =upt"", donde u= ( ) 
Ao 


Para este ejemplo, por el esquema (119), fneron efectuados los 
cálculog con parámetros 0 = 2, xp =0,5, c=5, h =0,2 (el 
námero de puntos ora N = 50) y paso t == 2-10-*. La solución 
exacta y los resultados del cálculo se exponen en la fig. 87, 
En todas partes, a excepción de ciertos nudos próximos al frente, 
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la desviación de la solución calculada con respecto a la exacta 
no supera 0,02. El número de itoraciones fue v < 3 (e = 11)-3). 
La línea continua en la fig. 87 indica la solución exacta; los circu- 
litos, los puntos calculados?). 

Obsérvese que el esquema (1221 no es monótono y por esto, 
al calcular la onda térmica, da resultados peores en comparación 
con el esquema monótono (119). 


$ 3. METODO DE DIFERENCIAS FINITAS PARA 
LA RESOLUCION DEL PROBLEMA DE DIRICHLET 


1. Aproximación de diferencias del operador de Laplace. Sea 
dada la región G en el plano (x,, 22), limitada por la curva corra- 
da P. Consideremos el problema de Dirichlet (véase el cap. JV) 


du, 
a Ó on G, ulr=u(%, 7). (1) 


Para resolvor el problema (1) por el método de las diferencias 
finitas, hay que introducir en la región G + T' una malla y apro- 
ximar cn ésta a la ecuación y a la condición de contorno. 

Comencemos por aproximar el operador de Laplace. Suslituya- 


y deu deu , 
mos cada derivada segunda 7 a POr las expresiones de dife- 
i 9 


rencius: 
Cu ul + hy, 22) — Zu (21, 22) + (11 — hy, 7) A 
ox, hi SH 


Cu ula, 22 +hz) — 2u (2, 27) + u (2, z—h)_ 

di pi EA 
2 2 

donde Rh, es el paso con rospecto a Za, a = 1, 2. 


Sustituyamos el operador de Laplace Au por el operador de 
diferencias 


E Asu, 


Au = Ur =- Urra) (2) 


que ostá definido en el modelo de cinco puntos (“cruz”), formado 
por los puntos (2,, 22), (1 — hy, 22), (24 + Ra, 22), (71, 22 — Ra), 


1) Véase A. A. Samarsky, l. M. Sóbol, Ejemplos del cálculo numérico 
de las ondas térmicas, Revista de cálculo numérico y Física matemática, 
t. 3, NM 4, págs. 702—719 (1963). 
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(21, za + ha). Este so representa en la fig. 88,4. Calculemos el 
error de aproximación para el opcrador A. Puesto que (véase 
el p. 2 del $ 1) 

_ Cu he 
e e 


xd a=Í, 2, será 


uo 


ha E o 
Au—Au=-—L [? 1? 1373 as 
u — Au 12 au Lu + 0 (Ah +3. Lv 77 


y, por lo tanto, 
Av — Av = O (| 4 1?), |» P= 4 A, 


donde y es una función cualquiera que tenga no menos de cuatro 

derivadas con respecto a 2, y z2 (v E CU, m > 4). Do esta manera, 

el operador Á aproxima al operador de Laplace con segundo orden. 
No es difícil comprobar que el operador 


HA AA 


N == Av+ 42191, (3) 


definido en el modelo de nueve puntos («cajón») (fig. 88,b), tie- 
ne cuarto orden de aproximación en la solución u = u (x) de la 
ecuación Au = 0 (A'u — Au = O (| h |*) para u € ad E 6) 
y sexto orden (A'u — Au = O (h% para uECO”, n > 8) en 
una malla cuadrada, es decir, para hi = hz = h. 

Escribamos con más detalle la expresión para Á en el caso 
hi = hz» =h (en una malla cuadrada): 


— 4 
Ay = = Yx,x, + Yz.x, = AA a le, 
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Resolviendo la ecuación Ay = O con respecto a yo, se obtiene: 


4 
Yy = Z (Y. + Ya -E Ys + Ya)- 


El valor de y en el centro del modelo es la media arilmélica do 
los valores en los domás puntos de éste. sta fórmula es la aná- 
loga, para las diferencias, de la fórmula del valor medio para 
una función armónica. 

La ecuación de Poisson Au = —f (x,, 72) se sustituye por el 
esquema 


Ay = —Q (0). (0D) = q lx, 22) = Í (x,, 22). (4) 


Pasemos ahora a escribir el análogo en diferoncias del problema 
de Dirichlet (1) en la región G + JP. Tracemos dos familias de 
rectas paralelas: 21 = tjhi, 22 = iohz, dí, la =0, +4, ... (con» 
sideraremos que el origen de coordenadas (0, 0) se halla dentro 
de G). Los puntos (ts, ¿2h2) serán llamados nudos. Los nudos 
x= (tshy, he) y Y” = (i¡hi, ¿iz) se Mamarán vecinos, si se hallan 
en una recta paralela o bien al eje x,, o bien al xo, y distan uno. 
del otro un paso (%1 Ó ko), de forma que | ¿—t41+]|E—i]= 
= 1. El nudo zx = (¿¡A4, ¿2h2) so denomina regular, si sus nudos 
vecinos ((í, -E 1) hy, ¿2ho), (sha, (de + 1) ho), que forman el mode- 
lo de cinco puntos “cruz”, se hallan dentro de la región G o en. 
su frontera. Si al menos uno de estos cuatro puntog vecinos no 
pertenece a G + F, el nudo x = x* será denominado irregular. 


Denotemos medianle 0, el conjunto de todos los nudos regulares, 
y mediante w%, el de los puntos irregulares, Llamaremos nudos 
de frontera a los puntos de intersección de las rectas x, = thu, 
Za = izha con la frontera T'. 121 conjunto de todos los nudos de: 
frontera será denominado frontera de la malla y denotado por y». 
- De este modo, a la región G + T' se le pone en correspondencia 


la malla w, (G + T'), es decir, el conjunto de los puntos z € O». 


donde 0, = 0, + 0% + Yan (fig. 89). 

Supondremos que la malla posee la propiedad de conexión, 
€s decir, que dos nudos interiores cualesquiera se pueden unir por 
una quebrada que se halle enteramente dentro de G y formada por 
segmentos que unen a los nudos de la malla y son paralelos 
a Ox, o a Oz. 

En los nudos regulares “escribimos la ccuación en diferencias 
(4), vtilizando el modelo de cinco puntos “cruz” con pasos hy y ha: 

En los nudos de frontera z € y,, $e da el valor de la función 
buscada: - 


y =u (1) 2EYn- (5) 
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o Nudos de frontera, z6y, 2 ÁMudas de frontera, ze, 
x Mudas irregulares, rewy x= Mudos irregulares, z6ar 
o Nudos reguíares, TE dy o Mudos regulares, LE, 
Fig. 89 Fig. 90 


En los puntos irregulares, se pueden escribir distintas condiciones. 
1) interpolación de orden nvlo. El valor y (x) lag se hace 


igual a 1 (2) en el nudo más próximo z de la frontera y»: 
y(7)=p(1) para 1€05. (6) 
2) Interpolación de primer orden. El valor y (x) [7 Se deter- 


mina mediante la interpolación lineal. Por ejemplo, para el caso 


representado en la fig. 90, el valor yo en el nudo O se determina 
por Ja fórmula 


E A A 
E +2)n- a. Y +70 ), (7) 


la cual se puede escribir en la Íorma 


Ajy=0, dondo Ajy=y.- -.; 
Xy Xi 


A,u es la aproximación del operador £ju = es on una malla 


irregular (véase el $ 1, p. 2). 

3) Interpolación de segundo orden. En el nudo € of se 
escribe el esquema de cinco puntos on un modelo irregular (en 
una malla irregular) 

Ny=y.. e 
y= Y 6 (8) 

3) Las magnitudes h, y hy se indican en la fig. Ni,a (NV. del 7.) 

43-102 
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A , (AL - - Lena) Argos, Beto teta Ay-A1y-Azy 


Argo" lago 


BeQSth + hp, haoQsitiz ate), 18%, 92 02 


El modelo irregular está representado en la fig. 91,a y en Ja 88,c. 
El nudo 3 cs de frontera, los 4, 2, 4 son interiores. Sea h,. la 
distancia entre los nudos 3 y O. Entonces será A,jy = 


1 — h h 
=> (Yude o Y) = Ya dh = rta (véase el $ 1, p. 2), 


1 
Ay = 5 (Ya — 2Yo + Ya) = Yao) W = My + A2y. El segundo 


caso e representado en la fig. 91,5 y on la 88, d. Los nudos 
2 y 3 se hallan en la frontera; Rh», es la a entre los nudos 
2 y O. En este caso, tendremos: 


El (Us. lo —4) 
pedi hy hs h;y— Pais 
1 (E —Yo  Yo— Ye) 
y =-|"2-0%_-Bl=y. 
dl ña N Ra, Ra ES 


donde Ra = 0,5 (2 + hs2+). Nosotros consideraremos el tercer 
método de fijar las condiciones en wi. Como se demostrará más 
abajo, éste es el más exacto. 

Formulemos ahora el problema en diferencias de contorno 
que corresponde al problema (1): 


Ay+q=0, ZE 0, 0 
A*y += 0, ZE Oh, (10) 
Yy=H, ZEYr- (11) 


Surgen dos problemas: 1) sobre la resolución del problema, 
es decir, sobre la existencia de solución del sistema de ecuacio- 
nes algebraicas (9)—(11); 2) sobre la convergencia y exactitud 
del esquema (9) —(11). Estos serán resueltos más abajo, mediante 
el principio del valor máximo. 
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Para apreciar el error con que se determina la solución del 
problema (1), partiendo de las eciaciones (9) —(11), hay que aco- 
tar la diferencia y (x) — u (x=) = 2 (7), donde y (x) es la solución 
del problema (9)—(11) y u (2), la del problema (1), tomada en 
los nudos de la malla w,. Sustituyendo y = Z + u en (9)—(11), 
se obticne: 


==b  Yv=Mu+ EW) 
Az=-—w". == Aut, En, 1 (12) 
z=0, TE Y 


De lo expuesto anteriormente se deduce, que y = Au + q = 
=0(|h PP), si p =Ff (2), $* =0 (A |) para la condición (8), 

* = () (1) para la condición (7). Para acotar la solución del pro- 
blema (9) —(11) con respecto al segundo miembro, nos será necesa- 
rio el principio del valor máximo. 


2. Principio del valor máximo. Consideremos el problema 
(0) —(11). Resolvamos da ecuación (9) con respecto a yy (véase 
la fig. 88,a): 


1 1 1 1 
AZ 7) == UY + — 1 Cor TEMA. (13 

EE Yo 7 (Y +30) E yg ls + Ya) + Po / ) 
Sea O un nudo irregular (véase Ja fig. 88,c). Entonces, de la ecua- 
ción A*y + p =0, se deduce que 


(2 lo M4) 4h (uote 11) —+o 
h, hy Ry ha he Re 


4 4 1 1 a 
A+) 0 o + o 


hihy— Rh, (14) 


pa 1 : ; ¿ 
donde Ga = Po -F PA u (3), h,¡- es la distancia entro el nudo O 


y cl de frontera 3, hy, = 0,5 (h_, + As). De (13) y (14), se observa 

que ambas fórmulas se preden escribir en la forma A (2) y (2) = 

a a e (2, Ey (E)=—F() para todo € 0, = 0, -+ Of, 
EN ix 


donde la suma se efectúa por todos Jos nudos del modelo con centro 
en el punto zx, excluyendo dicho punto. Los cocficientes A (x) 
y B (x, €) satisfacen a Jas condiciones A (27) > 0, B (7, E) > 0, 


ds B(r. 3) =A(7) para zZ€0». 
tE Mr) 
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Si y |», = 0, entonces por lo menos uno de los coeficientes B (x, E) 
on Ja zona fronteriza 0% se puede hacer, formalmente, igual a cero, 
de forma que y B (2,58) = A (23) —D (2), D (2) > 0. Si, por 


ejemplo, el nndo 3 (véase la fig. 91,a) se encuentra en y,, entonces 
D( =D(0) = hh > 1 , puesto que h, = 0,5 (h;,- +A) < 
< h,. Si, mn cambio, Tos dos nudos 2 y3 nes la fig. 91,b) son 
de frontera, entonces D (7) = D (0) > + eu mE B (0, 2) = 


he 
= B(0, 3) = 0. De este modo, para y a = 0, en 0% siempre. 
se cumple la condición 


D (x) >+ , dunde R= max (A,, h,). (15) 


Así, pues, consideremos el problema: hay que hallar la fun- 
ción y (+), «definida cn 0, = 0, + y, y que satisfuga, en 0, 
a la ecuación 


A (2) y (2) = lia B(r. Dy()+F(2), € 0», ] 


4(>0,B,H>0 Y BD<aAm | O 
3534 
Es válido el siguiente teorema (principio del valor máximo): 

Si F (2) <0 en todo punto de «w,. la solución del problema (18) 
(diferente de una constante) no puede tomar su valor máximo positivo 
en los nudos interiores de la malla w,. Si, en cambio, y (2) se const. 
y F(r7) >0 en wm, entonces y (x) no puede tomar, dentro de Wp, 
su valor mintmo negalivo. 

Demostración. Sea F (x) < OU on todos los nudos interiores. 
Supongamos que y (7) toma su valor máximo positivo en cierto. 
nudo interior. Como y (x) se const, existe un punto z€ TA 
en el cual es y (x) = máx y (2) = M,> 0, y en el nudo vecino 
ECM' (1) se tiene y (E) < M,. La ecuación (16) se escribe, en 
el nudo x, en la forma 


[A (x) — qe (2, Ely (0) + 28 (o E y (2) — y (E) = Fiz). (17) 
Como 2 B (2,5) 4 ()—yE)> BG, 8 1 ()— y E) > 0 
de (17) y (16) se deduce que F (z) > 0, lo cual contradice a la cor* 


dición F (4) < 0. La primera parte del teorema queda demostrada, 
La segunda parle se demuestra análogamente. 
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Corolario t. Si F (x) >0, € wa e y|,,>0, la solución del 
problema (16) no es negativa: y (1) > 0 en todos: los puntos de Oh: 


En efecto, supongamos que al menos en un punto € w, la fun- 
ción y (x) es negativa; entonces, ésta debe tomar su valor mínimo 
negativo en un nudo interior. Esto es imposible, en virtud del 
principio del valor máximo (siempre que y (1) a const). 


Corolarío 2. Si F (1) X< 0, € 01, 8 Y l,, <0, entonces es y (2) <0 
para todos los € 04. 


Corolariío 3. La ecuación homogénea 


A (x) y (z) . e (x, E) y (5, (18) 


con Ja condición de frontera homogénea y |y, = 0, tiene sólo 
solución trivial. 

En efecto, para F = 0, los corolarios 1 y 2 e dan y (2) > 0, 
y(13 <0 respectivamente, es decir, y (1) = 

c esta manera, el problema de diferencias 16) tiene solución 

única. 

Corolario 4. Para la solución de la ecuación homogénea (18) 
tiene lugar la acotación 


ly lo < 1 Y lo, y. (19 
donde ly llo = máx |y(r)l. Uy llo. y = máx ]y (a) | (a 


xE 0, EY» 
solución de la ecuación (18) toma sus valores máximo y mínimo 
en la frontera ya). 
Tiene lugar el siguiente teorema de comparación: 


Sea y (1) la solución de la ecuación (16), e y (x), la solución 
de la misma ecuación con segundo miembro F (12) > 0 y valor de 
frontera y |», > 0. Si se cumplen las condiciones | F (1) | < F (1) 
para € 0n, ly (2) | < y (1) para xE yn, entonces será | y (1) | < 
< y (2) para todo z € wa. 

El corolario 4 nos da de inmediato y (2) > 0 en todo punto 
de wm,- Las funciones u = y + y, v = y — y satisfacen a la ecua- 
ción (16) con segundos miembros F, = F + F, F, = F— F 


y a los valores de frontera u = y + y lp, v = y — Y ly. Como, 
por hipótesis, es Fy > 0, e ly => U y Fo > 0, y ly -> 0, entonces, 


en virtud del corolario 1. será u > 0, o bien y > —y, v > 0, 
o bien y< y, es decir, |y |< y para 27€ 0). 
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3. Acotación de la solución de la ecuación no homogénea. 
Consideremos la ecuación no homogénea 


d4tdu=2B0D10+F() 20, (20) 


con la condición de frontera homogénea 
y ly =0. 
Supongamos que se cumplen las condiciones 
B(r, Y >0, 28 (e, E)= 4 (2) —D(D), D(Y>5>0 (21) 


para todo x<C 0. 


¿ntonces, para la solución del problema (20), (21) es válida 
la acolación 


+ 

lv 222 (22, 
Ó 

7 En virtud del teorema de compuración, es | y ] < y, donde 

y es la solución del problema (20) con segundo miembro F = |F |. 


Supongamos que y (x) toma su valor máximo en el nudo z. Como 
y (2) > 0, entoncos será 


4010 S< BE DIA FS 
<(A()—D(D y (0) +11, 
im <A e m7 ¡ (Hb Il = máx | p)). 


E Sn 
Toniendo en cuenta que || y || < y (1) y D > 5, se obtiene (22). 
Obsérvese que, de hecho, emos obtenido la acotación 
F (Y 
hui<| E 
Supongamos que 

D(W)>5>0 para zE£0% y D(2)>0 para € Oa, (23) 
F(2)=0 para Z€0,, £(1)=F* para € 05. (24) 


Entonces, para la solución del problema (20), (23), (24) tieno lugar 
la ucotación 


us 
lll << 18 ll. (25) 
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En efecto, y (2) > 0, en virtud del principio del valor máxi- 


mo, y no puede tener su valor máximo en los nudos z € w,, en 
los cuales F (x) = 0. Suponiendo que z € w% es un punto en el 
cual se alcanza el máximo, sé obtiene la apreciación (25). 

Las mayores dificultades en la apreciación de la solución del 
problema (21) surgen en el caso en que D (x) == 0 para ZE 0». 
En este caso, se escribe la función mayorante y (2%) > || y llo, 
qe satisface a la ecuación (20) con segundo miembro F (x) > 

> |F (x) |. 

De este modo, si se cumple la condición D (1) >6> 0, 
TE Wa», para la solución del problema (20)—(21) tiene logar la 
acotación 


liv llo <!ly llo,» + UE ma, (26) 


que expresa la dependencia continua de la solución con respecto 
a Jos valores de frontera y al segundo miembro. 


4. Convergencia de la solución del problema en diforencias 
de Dirichlet. Para establecer la convergencia y el orden de exac- 
titud del esquema (9)—(11), debemos acotar la solución del pro- 
blema (12 

El error de aproximación en los nudos regulares es p = 
= (Au + q) — ep + f/f =0(|% |?), si 4EC'” y en los irre- 
gulares, y = =0O (| A |). 

Como || p* Yo = O (| A )), para la apreciación de z debe anali- 
zarse separadamente la influencia sobre z del orror de aproxima- 
ción en los nudos irrogulares. Representemos a z en forma de la 


0 o 
suma z = 2 + 2*, dondo z y 2* son las soluciones de los problemas 


Az=—*Y, 207 2l,,=0, ¿| > ae (27) 
s hd e + 0, 7 > 
Az =-— Y”, 2 0a, 2 l,, = 0, y =| y a (28) 
Como z |y, = 0, entoncos será D (z) > + =6>0 para € 0% 


y D(2) > 0 para 2 € 0: 
Aplicando (25), se obtione: 


112% Mo < R? 11 wp* llo. - (29) 
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Para la apreciación de z, utilizaremos el teorema de compara: 
ción. Escribamos la función mayorante 


U (1) =K (E=,), 1?n=a-+2, 


donde R es el radio de un circulo con centro en el punto (0, 0) € G, 
que contenga la región G, K = const > 0. Calculemos las deriva- 
das en diferencias: 


Ajr*= (rx, 7 (zx == (z, E ha) — dE + Sa Silo =x 2, 


Agr? = 2 para € 0,. En los puntos irregulares, también será 
A,jr? = 2. De este modo, se tiene que 


AU =-—KAr=—4K, para 21€ 0, = 0, + 0)- 
Escojamos K de forma que sca || y llo < 4K. Para esto, es suficien- 
te hacer K = 3 li y llo. Teniendo en cuenta que U > 0 para 


1 e . 
ZEPA U<K e = SE Il yw llo y aplicando el teorema de com- 
paración, se halla que 


2 <n UL < E 


16 
Uniendo las desigualdades (29) y (30) y teniendo en cuenta que 
[| 2 llo S 11 z llo + Il 2* flo. se obtiene: 


2 o 
lalo <p + = 11% llo (31) 


11911 (30) 


Con esta queda demostrado el teorema: 
Para la solución del problema (12) tiene lugar la acotación (31). 
De (31) se aprecia que si u € C'” (G), es decir, si la solución: 
del problema tiene derivadas segundas continuas en la región 
cerrada Á =G +T, de forma que Jl Y llo =p (HA 1), 119" llo = 
= p (|h |), donde p (| A |) > O cuando | h | —> 0, el esquema (9)— 
— (11) converge: 
ls llo = ly — u llo = e (14 p. (32) 


Si u£C'” (G), tienen lugar las apreciaciones 


2 0 


a 


av < 128, wr <Í Mah, donde M,=máx 
12 3 a E 
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(a =1, 2, s = 3, 4). Aplicando la desigualdad (31), se aprecia 
que, para la solución del probléma (12), es válida la acótución 


2 s, MR? 
2 llo==11y — llo <Z MA? AP 
[12 flo == |l y llo =-3 y + 192 AP, 
es docir, el esquema (9) —(11) converge uniformemente con velo- 
cidad O(|A |?) (tiene segundo orden de exactitud). 
Obsérvese que si y se da en (+ mediante interpolación lineal 
(véase (7)), entonces y* = O (1) y la acotación (31) nos da: 


lly — u llo = O (14 |), (34) 


es decir, en este caso el esquema (9) también tiene segundo orden 
de aproximación. 


5. Resolución de las ecuaciones en diferentias por el método 
de iteración simple. Para determinar la solución del problema en 
diferencias de Dirichlei (9)—(11), se obtiene un sistema de ecua- 
ciones algebraicas lineales de orden superior, igual al número de 
nudos interiores de la malla. Para la resolución exacta de este 
sistema por los métodos conocidos del álgebra lineal, se necesita 
efectuar un gran número de operaciones aritméticas, y un gran 
volumen de memoria operativa de la máquina. Por esto, el sistema 
de ecuaciones se resuelve por métodos iterativos, que tienen en 
cuenta la forma especial de la matriz del sistema. 

En este punto estudiaremos el método de iteración simple 
(método de Facobt). Sca h, =he =h, Escribamos la ecuación (9) 
en cl modelo de la fig. 88, a. En un nudo regular, tendremos: 


05 E LA (35) 
4 


donde s =0, 1, 2, ... es cl númoro de la iteración. En un nudo 
irregular (véase la fig. 91, a), en el caso en que el nudo 3€ ya, será: 


: TS TO MA_ pe 
vo = y yl + A. (+00 | + mm Po + zas (36) 


donde uz = y (3) es el valor de y |]y, = p en el nudo 3. 

Para s = 0, se loma la aproximación inicial y = Uy. Soa y la 
solución exacta del problema (9)—(11), >, la ileración s-ésima. 
El proceso iterativo converge, si la diferencia y — y = 2 tiende 


L] 
(según cierta norma) a cero para s—> oo, Sustiluyendo v = y + 2 
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1 
on (35) y tomando en cuenta que yo = Wtntntn+ h2p0), 


3 
se obtiene, para z, la ecuación homogénea 


Fo iaa : 
h= A” , TÉ Wa, (397) 
ari 5 
2 == nos (+30), LEO, (38) 
LR 


con las condiciones z |,, = 0 y la condición inicial z = y — us, 
o 
«lnnde z es ol error «que se comete al tomar la aproximación inicial. 
8 


Para apreciar z, hay que escoger la norma ||-!], por ejemplo: 
sl, =máxlyl. Iizlk= a (isliz, il) hh). 
x€ 4h 


Diremos me el método iterativo (35) converge, si || y — " 1 — 0 
cuando s—> 0, Comúnmente, so da la exactitud e > 0, con la 
cual debe hallarse la solución aproximada; en este caso, se plantea 
la condición 


a 
[o—yll< e ll a, — y ll. (39) 
Si las iteraciones COnvergen con rs de una progresión geo- 


métrica, es decir, si || e yl <p Mí y —= Y | $ p? 1 un — y ll 
0O<p<i, la condición (39) so o cumplirá, si p” < e. De aquí 


1 
se deduce que para disminuir el error inicial || uy — y || en . 


Bla Z 1 to, E 
veces, es suficiente hacer so > ln rá / ln ra iteraciones. 


El método de iteración simple converge con velocidad de una 
progresión geométrica en la norma ||-!|2 (on media) en el caso en 


que G=(0<x.<t, a =14, 2) es un cuadrado y h, = hz = h; 
la razón p = 1-2 sant < 1 (para h< 5) depende del 


2),2 
paso h de la malla. Para A pequeñas, se tiene que nh En 


a) 


y, por lo tanto, 3; = 


2 1 ; A A 
in— , es decir, el número de iteracio- 
nh? e 


nes es proporcional al número de nudos N = 5 de la malla, 
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Como para el cálculo de una iteración, mediante las fórmulas (35), 


(36). se efoctúan ol ] operaciones, para obtener la solución 


del problema (9)—(11) con exactitud de e, hay que efectuar 
o(z 

(a 
en la determinación de la solución del problema inicial es la suma 
del orror O (A*%) del propio esquema de diferencias (9) y el error 
O (e) del método iterativo para la resolución de (9). Para que 
ambos errores sean de un mismo orden, es natural tomar e == 
= O (h%). De esta forma, para el método de iteración simple 
debe ser 


4 . . . > 
In —) operaciones aritméticas. Observose que el error 


En la actualidad, hay métodos quo aseguran una exactitud de e: 
a) para el rectángulo, con un número de iteraciones so:= 


zin y un volumen total de trabajo ol ln — : In); 


E 1 1 
b) para regiones no rectangulares, con sy Y > In y un volu- 


men total de trabajo ol ln). 


Estos son los métodos de direcciones variables, que estudiare- 
mos en el $ 4, p. 3. 

La comparación con éstos muestra que el método do iteración 
simple es demasiado laborioso. Por esto, a pesar de su sencillez, 
casi no se aplica en la actualidad para resolver los problemas 
en diferencias para las ccuaciones elípticas. 


$ 4. METODOS DE DIFERENCIAS DE RESOLUCION 
DE PROBLEMAS CON VARIAS VARIABLES ESPACIA LES 


1. Esquemas multidimensionales. En el $ 3, hemos considerado 
los esquemas de diferencias para la resolución del problema de 
Dirichlet en el caso de dos dimensionos, (x;, 2:). Al escribir los 
esquemas de diferencias para la ecuación de la conduccion del 
calor 


— =M+fÍ, (1) 
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el prímer paso es aproximar el operador de Laplace. Sea 
Ay == Ay + Ay, Ay == Yiara* ad = 1, 2, (2) 
el operador de cinco puntos en w, Con pasos h, y haz. 


En analogía con el $ 2, p. 2, tomaremos los esquemas de dos 
capas para (1) en la forma 


42,3 
Ll A (oy +(1—o0))+0, (3) 


y)*!= y, = Y (i¿hy, iglto, 1;+1). 
Sea G una región en el plano (z,, 22), limitada por la curva r. 


Introduzcamos en G =G + T Ja malla 0,, descrita en el $ 3. 
Estudiaremos el problema 


ón dd 
AS 1) EG, O<1<T, | (5) 
u (x=, 0) =u, (2), u|r = p(x, 1). 


Lo pondremos en correspondencia el esquema de diferencias 
(3), con las condiciones de contorno 


yl == y (2, 0) =u(2). (5) 
En analogís con el $ 2, se establece que el esquema (3) es 
estable para 


1 h* e 
oa (si hi = h¿= h). 


De aquí se deduce que el esquema explícito (ou = 0) 


y" => y? 1+1 . 1+1 ] j J+1 
——=M + , 0 bien y =—y +t(Ay +05, (6) 


. a h3 . e 
es condicionalmente estable para 1 < (en el caso unidimen- 


sional, para + < h?/2, véase el $ 2). Los esquemas implícitos sor 
incondiciónalmente estables para o > 1/2. En el caso de tres 
dimensiones, cuando x= (%1, 2, 24), en (3) hay que poner 


Ay=Ay + Ay + Ay Ay=y, . a=4, 2,3 


ata 
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La condición de estabilidad tiene la forma 


1 pe 
A (para Rh, = ho = »¿= h). 
1l esquema explícito (u = 0) es estable para t < »?/0. A orden 
| 1341/ 
de aproximación: » = (Au + q — us) — (Lu + f— Sr) 8- 


pende de o: p =0O0(|h [8 + 1?) para o = 0,5, = O (]h P47) 
p 

para 0 0,5(14 1? = Y hi. p = 2, 3,), para cualquier núme- 
Qs 1 


ru de dimensiones. 

Las condiciones de contorno en y, se plantean igual que en 
el $ 3 para el problema de Dirichlet. En los nudos irregulares wf, 
el operador A(A — Á) se escribe para uma malla irregular. 
Para el esquema con adelanto (o = 1), es válido el principio del 
valor máximo. Este converge uniformemento con velocidad 
O (14 [? + 7). 

No presenta dificultad alguna oscribir (en analogía con los 
parógrafos 2 y 3) los esquemas de orden mayor O (| h |* + 1?) 
de aproximación; por ejemplo, para p =2 (7 = (x,, 22)), el 
esquema de exactitud O (| kh |! - 73) tiene la forma 


y,=A (y + (10) +4. (04 +(1—0)) U=0, 


2 
E A a=1, 2, (G es un rectángulo), 
2 127 
En el caso de ecuaciones con coeficientes variablos, para obte- 
ner los esquemas so puede utilizar el mótodo del balance en la 
malla w,. Sea dada, por ejemplo, la ecuación de la conducción 
del calor 


= = nu + Gx, 1), 21= (Z1, ..., Tp), 


L=L,+L:¿4+...+£np, ! (7) 

A 0). aL 2 nio gh | 
Sea p=2. Tomemos el  volumcn (0 — y) hi < 1, < 
<(4 1 5) halo — 5) da Em < (ls + y) ta y ES tas 
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y escribamox, para éste, Ja ecuación de] balance del calor: 


+ 
33 (u+* — ul) de, dr, = $ ) (W, da, + Wadzy) + 
É 


li+1 
+ $) $ fix, t) dx, día, 
e y 


donde g = ((a — +) MESE? <(e —L =| Ha, (1, — y] ha < 


2 
<Á e < ll, + +) ho) es un reclángulo; C. su frontera; 1, =< 
== has , el flujo térmico en la dirección del eje Ox, . Susti- 
a 


tuyendo las integrales y los flujos por expresiones de diferencias, 
en forma análoga al p. 8 del $ 2, se obtiene un sistema del tipo 


y —y 3 
ZE AU (ay Y (1 — 0) 7) + que, (8) 
T 


o bien 
q y Amira Any! +1 
ra A +p*, (9) 
donde 
A = A, + Aa, MoyY = (La, Vd (10) 


es decir, A, es el análogo del operador do diferencias Ay = 
= (ay;z),. que aproxima a Lu = (ku) (véase el $ 2, p. 7). 
131 coeficiente e, se dotermina de las expresiones del tipo (61), 
8 2, por ejemplo: 


41 = (ade. 1, == ((s == 2) hs, loo, :) ] 
a2 = (a3),,, (av, (1-3) ho, ,) , etc. 


Para q = pin, se puede tomar la fórmula q+t =f (ts, doo, 


ti+1/2). Si los coeficientes k,¿ tienen discontinuidades para z, = 
= const, a. = 1, 2, la expresión más sencilla para a, tiene la forma 


ay = z [4, (¿hy 2 O, tata > 0, Dy+ ke, (t,Ry E 0, l2h2 + 0, t) + 
+ Kk, (1h, +0, izh24-0, £) + ki (ist, +0, to) — 0, 1) 


y análogamente para az. 
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Para los esquemas obtenidos (8), son válidos los resultados 
del $ 2, p. 8. 


2. Esquemas económicos. En la resolución de las ecuaciones 
multídimensionales por el método de las mallas, tiene una gran im- 
portancia el volumen del trabajo del cálculo, es decir, el número 
de operaciones aritméticas necesarias para la resolución del 
problema con la exactitud exigida. Analicemos, desde este punto 
de vista, los esquemas obtenidos en el punto anterior. 

Sea G el cuadrado (0 < 7, <1.0< 2a¿< 1), 0. = ((ish, 12h), 
ta, io =0, 4, ..., NV), una alla de paso h. Esta tiene 


(N — 19? =0 pu nudos interiores. Consideremos el esquema 
h? 


explícito (6) y el implícito (3) para o = 1. Ambos tienen el mismo 
orden de exactitud. El númoro Q de operaciones necesarias para 
determinar y'*! en todos los nudos de «w,, en la nueva capa l = 
= fj4,, es proporcional al número (N — 1) de nudos de la malla 


(W, es decir, 
1 
00 (55). 


In el caso del esquema implícito (3) para o = 1, para deter- 
minar y?* hay que resolver un sistema de (N — 1)? ecuaciones. 


? 


Esto exige no menos de Qimp = O (7%) operaciones, es decir, 


mucho más que para el esquema explícito.. 
Por otro lada, el esquema implícito (o = 1) es estable para 


; za a 1 
todo t y k, mientras que el explícito es estable sólo para Tr < z 22, 
Surge así la pregunta: eno se pueden hallar esquemas que con1- 
binen las mejores cualidades de los esquemas explícito ( volumen 


del trabajo Q = O (73) o implícito (estabilidad incondicio- 


nal)? 

Estos esquemas son llamados económicos. 

En los últimos años, se han propuesto muchos esquemas eco- 
nómicos para diferenies problemas de la física matemática!). 


1) Véase D. W. Peaceman, H. H. Rachford, The numerical solution 
of parabolic and elliptic differential equations, J. Industr. Math. Soc., t. 3, 
N 4, pags. 28—41 (1955); J. Donglas, On numerical integration 0f Us. + 
+ uyy == Us implicit methods, J. Industr. Math. Soc., t. 3, págs. 42—65 
(1955); N. N. Yanenko, Sobre un método de diferencias del cálculo de la ecuación 
multidimensional de la conducción del calor, Dokl. AN URSS, t. 125, M 6, 
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Estos esquemas permitieron halMar la solución numérica de muchos 
problemas muy complejos de la física y la técnica, con respecto 
a los cuales hace pocos años se dudaba de la posibilidad de su 
resolución aproximada, inclusive utilizando las máquinas compu- 
tadoras electrónicas más perfeccionadas. 

En el caso de una variable espacial, como vimos en el s 
los csquemas implícitos conducen nl sistema de ecuaciones (105), 
las cuales se resuelven por el método dol deslizamiento. Aquí, 


; 1: ; 
para hallar y?*, son necesarias O (7) operaciones. Tomemos 


la malla «w,, con paso h = 1/N, en el cuadrado G(0<xr, <1f, 
0 < z2 < 1). La malla se puede representar como el conjunto de 
nudos situados en las “filas” ¿iy = 0,1, ..., N, o como el conjun- 
to de nudos que se hallan en las “columnas” ¿¿ =0,1,2,..., N. 
En total, hay N + 1 fila y N + 1 columna. El número de nudos 
en cada fila (columna) es igual a N +4. 

Si en cada fila (columna) se resuelve un problema del tipo (105) 
del $ 2, por el método del deslizamiento, para ¿a (¿,) fijo, para 
hallar la solución en todas las filas (columnas), es decir, en todos 
los nudos de la malla, os necesario un número O (5) de opera- 
ciones, proporcional al número de nudos de w,. La idea funda- 
mental de los métodos económicos consiste, precisamente, en la 
rosolución sucesiva de problemas unidimensionales del tipo (105) 
del $ 2 a lo largo de las filas y de las columnas. 

Fíta idea se expresa en su forma más marcada por ol esquema 
longitudinal-transversal (método implícito de direcciones varia- 
bles): 


y)+? =y A y“ Aoy! Ja pora (10) 
: 0,57 a E j 
y == pr +1 I+172 J+1/2 
ii TAS Y UR (12) 


0,57 


El paso de la capa ja la y + 1 se efectúa en dos etapas, con pasos 
0,5t: primero se resuelve la ecuación (11), implícita en la diroc- 
ción de zx, y explícita con respecto a 22 y después, la ecuación (12), 


págs. 1207 —1210 (1959); E. G. Diákonov, Esquemas de diferencias con operador 
separable para los problemas no estacionarios multidimensionales, Rov. de cálcu- 
lo numérico y de Física matem., t. 2, M4 (1962); A, A. Samarsky, Sobre 
un método económico de diferencias de resolución de la ecuación parabólica 
multidimensional en una región arbitraria, Rov. de cálculo numérico y Física 
matem., t. 2, NM 5 (1962). 
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explícita con respecto a x, e implícita en xz. El valor y:+!-2 es 
intermediario. 

Forinulemos las condiciones de contorno e iniciales para el 
esquema (11)—(12), en el caso en que G =(0< z1, z2 < 1) 
es un cuadrado, y 0, = ((isha, id) una malla con pasos %,, ho. 
Si las condiciones de contorno (4) no dependen de ?, es decir, 
p = y (xr), se hace y?+!2 |, =yP ),, = 4 (2) ly, Si, en cam- 
bio, p = y (z, £) depende de L para el Salor intermedio y?t+1/2 las 
condiciones de contorno para ¿, =- 0, N, se dan por la fórmula 


| 1 In | 
yan — 50 q 4) — TA, (1% pu) =p, para ¿=0, Ny; 


(13) 
para y? se plantean las condiciones habituales 
y =p para £¿=0, N (19) 
Agregando aquí la cundición inicial 
y? = Un (2) para j¿=0, (15) 


se obtiene el problema de diferencias (11) —(15), qne corresponde 
al problema (4). 

El esquema longitudinaltransversal (11)—(12) es incondi- 
cionalmente estable (para todo t y h) y biene una exactitud de 
O (Y + 2?). 

Snstiluyamos en (11), (12) las expresiones para Ay y Ay: 


1 
Ay =(A Di 1. = E Yi — Y, + Yr, +1), 
1 


Nay = (AD 7 Was — LY E Ya) 


al mad 


(oscribimos sólo el índice (tz; 6 ¿2) que varía). Entonces, para 


yi41:2 ="y e yl = y se oblienen los problemas de contorno 


577 Pao eno yA — PEA, 
y=1,2,.... A, —1 ió 
yaa? = Mx =0, Un E ¿=Ulou=. Y = Po : ? (16) 
FEF Om ld + 0 Y — y) y, +0535p+, | 
441043 
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y 
O 5yayic=a — (1 92) Y 1 +0,5y2 12, =— FIP , | 
¿=1, 2. Ad O <M 
+3 1+1 pit pa (17 
1,0 p Lo, on le, css Y. = t/h , | 
pin a= 0 ¿va Ta ME rr )+ el 1 vd Y ls + 0,5142, 


Aquí u se determina por la fórmula (13). Supongamos que y? y, 
en consecuencia Fj+1/2, son conocidos. Fijemos ¿2 = 1 y resolva- 
mos, en esta fila, el problema de contorno (16), por las fórmulas 
del deslizamiento. Haciendo luego ¿i2=2, ..., Na— 1, so 
halla sucesivamente y3+1/2 en todos los nudos de wn. Dospués 
do esto, se calcula F?*+ y se resuelven los problemas de contor- 
no (17) a lo largo de las columnas tl =4,2,..., N¿—4. 
Como resultado, so obtiene el valor y?*! en la nueva capa. Al pasar 
de la capa ¿+1aslas j+ 2, se repite el proceso del cálculo. 

Do lo expuesto más arriba, queda claro que, al pasar de la 


capa Ja la y +1, se efectúan O | 3) operaciones ariimélicas 
Para hallar y+o, para to = jor, a partir de las condiciones iniciales 
se pecesitan, evidentemente, O (+) la = O (+) operaciones, 


es decir, el número de operaciones es proporcional al número 
de nudos utilizados de la malla de espacio-tiempo Wa: = 
= ((tshy, d2ho, J1)). 

lin ol caso de la ecuación (7) con coeficientes variables, en 
(11) —(12) hay que poner, de acuerdo con (67). $ 2, las O 
Nay = (02 (L, t1+0.5) Y 3. %a y, 2 =1, 2, L¿U— Ag u = O (Ri). 
Los operadores As y Az actúan sólo a lo largo de las filas y de 
las columnas respectivamente. Por esto, se puede utilizar el esque- 
ma (11)—(12) también para una región arbitraria, haciendo, por 
ejemplo, 1 = 0,5 (ué + +1). Si G = G, es una región formada 
por rectángulos, para 


E =0,5 (1? + p2?*) — 0,257.L2 (u4*! — pa?) 
el método longitudinal-transversal tiene una exactitud de 


O (9 + 12 12. 

El esquema (11)—(12) no se puede generalizar formalmente 
al caso de tres variables espaciales x,, 2, 77. Un esquema así 
es inestable. 

Un método universal, aplicable a la resolución de la ecuación 
de la conducción del calor con coeficientes variables, y aun dis- 
continuos, en una región arbitraria G de cualquier dimensión, es 
el método unidimensional local. Este so basa en el concepto de 
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aproximación sumaria de un esquema. Sea dada la ecuación (7). 
Buscaremos su solución aproximada uv/+! para £ = ly, sucesiva 


menle (para a =ú1, 2, ..., p), resolviendo las ecuaciones uni- 
dimensionales de la conducción del calor 


dUVx 
Ót 


P 
= LaVa) + fo, 1<tS b4 2 te=1, a=1, 2, JN 


(18) 
con las condiciones via, = Hi, a =2, ..., p, vt) = v? y las 
condiciones de contorno naturales. La solución de este problema, 
que escribiremos convencionalmente en la forma £;¡ > £2>... 

.—> £L,, es vi+1 = y/h!. Conociendo vw” = uy (z), se halla v3+2, 
Cada ecuación, de número a, la sustituimos por un esquema 


de dos capas y seis puntos. con densidad o, (en este caso, será 


341 Jj 
Óv DViny —Y i 
- y - (2) » La Aa fa > Pa) , del tipo 


+1 
UD a Ula) PE 


- Al [0.01o + (1 — 642) Ulo)] + Pa: 


Teniendo en cuenta que AS = AE sustituyendo v por y 


y omiliendo el subíndice j + 1, se obtiene una sucesión de esque- 
mas para las ecuaciones unidimensionales de la conducción del 
calor (osquemas unidimensionales), que llamaremos esquema uni- 


dimensional local y lo escribiremos convencionalmento en la forma 
[»] ) . e. 
As ADS + ALP. Escribamos el sistema local 


homogéneo para ol caso 0. =1 (APA o... > A): 


a => as AU ta) + Qa» (z, 1) € Was» (19) 


dl == 1, di .<..,) P, Yo) = y, Un =y*. 

Aquí es Ay = (a (211*) yz a.) Pa = Pa (2, 1”), dondo ¿* es 
un valor cualquiera de t cn el segmento lt, Xt < t;,1, por ejem- 
plo, £* = tj,1. Los segundos miembros q.,, se escogen de forma que 
sea Mtqt... += (7, *)4+ 0 (12 144) por 
ejemplo, q = 2 =-.. == Qui =0, Qp = Í. 

Formulemos las condiciones de contorno para ya). Seca G una 
región p-dimensional en el espacio == (21, ..., %,) y T, su 
frontera. Construyamos, en forma análoga al $ 3, p. 2, la malla 


449 
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wa en G - T. Tomemos un punto arbitrario x € Or y tracemos por 
éste la recta C,, paralela al eje Or. Considorermmos el caso más 
simple. cuando C,, corta a Y en dos puntos, Pi y Pz. El conjunto 
de todos los puntos 1 y P2 so denotará por ya, a =1,2, ..., p. 
SiG=Gp=(0<*: < de a = 1, 2) es un rectángulo, entonces 
y está formado por los nudos (i,hu4; ¿2h4o), que se hallan en los 
lados xa =06 (ia =0) y Za = l, (t, = Na) a = 1, 2. Las con- 


diciones de contorno para yz, se dan, evidentementa, sólo en y)”: 
Yw=y(x, Y) para Ey, a=1, 2,..., p. (20) 

En el momento inicial £ - 0, se da la condición 
y Gr. 0) = 11 (2). (21) 
Las condiciones (19) —(21) determinan univocamenle y! para 
todo ¡ =4,2....y2€0,. Para hallac y, a,, se obtietio la ecua- 


ción Ya — LAY a. = Paz Hrit Wa con las condiciones 
de contoeno (20). Jiste problema de diferencias se resuelve por 
el método del deslizamiento, a lo laryo de las filas o de Jas 
columnas. 

151 esquema (19) aproxima la ecuación (7) on sentido sumario: 
el error de aproximación y para cl esquema unidimensional Jocal 
es la suma de los errores de aproximación y, en la solución u = 
— tt (y, l) para los esquemas nidimensionales ($9) de número a: 


p 
p= Y aa. =0((4 47), aunque todos los y, = 0 (1). (22) 


a=it 
El esquema (19) es incondicionalmente estable y converge unifor- 
momento: 
máx] y —u|=0( A 4-0. (23) 
o 
En el caso de dos dimensiones (p = 2), cl esquema (19) tiene 
la forma 


4 1 - 
P (yo — y) = Aya) + Miss y a —y=AJy "+0. 


puesto que ya = DD. yea =y* 
En el esquoma (19), no lada las dirccciones son iguales. El sis- 


tema simetrizado unidimensional local 
0.5AP =>0,5AP =>... — 0,547) 0,547! > 
¿> 03AP 0,540, 
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como demuestran los experimentos numéricos, tiene mayor exacti- 
tud. en comparación con el esquema (19) con paso 0,57. 

So pueden escribir varios esquemas simétricos con segundo 
orden de exactitud en T. Resulta ser que el esquema (11)—(12) 
también es un esquema simétrico unidimensional local del tLipo 


0,542 0,547" 0,540 0,54, 
para 


9, =0, 7,=0,5, pa =0,5, q,=0. 


Esto puedo comprobarse si se eliminan Ya, € Ya, (sumando las 
ecuaciones de iS y segunda y Ja tercera y cuarta) y se denota 
Yao —= ytY 

Escribamos uno de los esquemas simétricos unidimensionales 
locules con y = O ([h |]? - 72) para tres dimensiones (p = 3, 
x= (51, 53, £9)): 


OSA OSA AD 05 AMD 0548. (24) 


Este esquema, estudiado por N. Y. Friázinov, es una generaliza- 
ción del esquema (11)—(12) al caso tridimensional. 

No es difícil escribir un sistema unidimensional local para la 
ecuación cuasilineal 


e eto) 41, (25) 


Ol ami UL a 


ls suficiente sustituir cada sistema unidimensional (19) por cual- 
quicra de los esquemas estudiados en el $ 2, p. 12, para Jas ocua- 
ciones unidimensionales: 


du _ 0 de S _ 
UN ER (. (u) de 2) + fi (9, 2n la (1) =f (4). (26) 


Así, por ejemplo, para el caso bidimensional p = 2, es suficiente 
en (10), sustituir Ajyy, y A2y?*? por las expresiones (y** = ya, 
para p = 2) 

MAY = (8, (Yin) Ba da, Agr" = (4 O E 21 (27) 


a (y) =X, (Enntz 2) , ay) = po (Yu Y E 2) 


y hacer qu =03 qua =/ Ya). 
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En una malla vniforme, A¿,y tiene, evidentemente, la forma 
(a = 1, 2) 


1 
May = rs Witt QYi,+r —Y) — 2, (Y) (y — Yia-0). (28) 
Para la determinación de y, e y?**, se obtienen problemas 
no lineales de tres puntos, los cuales se resuelven, cn forma aná- 
loga al p. 12, $ 2, por el método iterativo, con utilización de las 
fórmulas de deslizamiento para cada ileración. Si se hace en (27) 
ay = ay (y?) y da = a2 (Ya), se obticnen problemas lineales de 
contorno para la determinación de y,,, e y?**, los cuales se resuelven 
directamente mediante el deslizamiento por las filas y por las 
columnas respectivamente. 
Expondremos dos ejemplos. 
Ejemplo 1. Cálculo de una onda térmica bidimensional. Consi- 
deremos la ecuación bidimensional do la conducción del calor 


du %) ( du ) a) ( 0u ) 
LA 9], 
di dx, (a) 0%, ta 2 (4) Ó%y 

Ko (u) => AU a, a = 1, 2, (29) 


con parámetros 0, = 4, Xy = 4, 07 = 2, 47 = 0,25 y utilicemos, 
para el cálculo, la solución exacta 


05 —1 4 V1 + 16(£—2, — 223) 
U (2, Za 1) = para t>x,+2zr, (30) 
0 para ¿< 2, + 21. 


La malla cs grosera: kh; = ha —= 1; el número de nudos es N, - Na, = 
= 30-20 = 600. De la solución se tomaron los valores iniciales, 
es decir, u (%,, 2, 0) == 0 y las condiciones de contorno en las 
rectas 211 =0, 2, =30, z2 =0 y z2=20 

Los cálculos se efectuaron por el esquema tmidimeusional 
local (19) con los operadores A, y Az, determinados por las fór- 
mulas (27): a) con paso T = 0,2; b) con paso t = 1,0; c) con paso 
TF 2.0. Ciertos resultados, para t = 30, se dibujaron en la 
fig. 92, donde las cruces indican Jos resultados de la variante c); 
los puntos, los de la variante a); las líneas continuas representan 
la solución analítica!). 

Ejemplo 2. Cálculo del problema sobre el cambio de fase (pro- 
blema de Stephan). Supongamos que se ticnen dos fases 1,2, con 
coeficientes de la capacidad calorífica c, (u), cz (u) y de conducti- 


1) Véase la referencia de la nota al pic de la pág. 670. 
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Fig. 92 


vidad térmica k, (u), ke (u). En cada fase, la temperatura u (z, t) 
satisface a la ecuación de la conducción del calor 


A _ 
c, (u) y = 2 Za Ke, (u) da + f(x, 1), s=1, 2, (31) 


x= (1, -.., Tp) p=1, 2, 3, 


donde f (x, 1) es la densidad de las fuentes térmicas. En la fron- 
tera de separación de las fases, la temperatura u (x, 2) = u* es 
constante e igual n la temperatura u* de su cambio de fase; los 
flujos térmicos son discontinuos y su diferencia es ígual a Av, 
siendo A el calor del cambio de fase y v, la velocidad del frente 
de fronlera de las fases. En el caso unidimonsional, las condiciones 
en la frontera = = E (t) do separación de las fases tienen la forina 


u(E+0, )=u(E—0, )=u*, 


du __¿ Ou 


pd y LE (32) 
x=i+0 dx 


= , 
xt —0 dt 


Ox 


si en la fase l es u <u* y en la 2, u> u?*. 
Introduciendo la función 6 de Dirac, escribamos la ecua- 
ción (31) en la forma 


LAS 2 2) 
(c (u) + 46 (u — u”)) Fa 2 k (u) eS +, (33) 


e=f Cc, UU”, k=| kl, u<u* 
ca. U>u”, — Ll ko, u>u. 


Las condiciones en la frontera de las fases (en particular, las con- 
diciones (32) para p = 1), se deducen de la ecuación (33). 
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. Para resolvor cl problema de Stephan, se aplica el método 
de la “suavización”: la función $ se susliluye, aproximadamente, 
por la función imagen Ó (u — u*, A). diferente de cero sólo en el 
intervalo (u* — A, u* + A) y que sutisface a la condición de 
normalización 

u*+a 

$ Ó (u —u*, A) du = 1. 

u?—A 

Introduciendo la capacidad calorífica efectiva 


c (u) =c(u) + 46 (u — 14*, A) 


y el cocficiente efectivo k (u), que coincide con k, (u) para u< 
<u* — Á y con kz (u) para u> u* + A, se obliene, para la 
determinación de u, la ecuación cuasilineal de la conducción 
del calor 


-,. du e i0 (r dz) 
e (u) — = ke (u) — 
( de, SA +1 (34) 
con las condiciones de contorno correspondientes en la froretora T 
de la región G, en la cual se busca Ja solución. 

Como la “disipación” se efectúa con respecto a la temperatura, 
ésta es aplicable para un uúmero cualquiera de dimensiones 
y de fases. 

Para la solución de la ecuación (34), se aplica el esquema uni- 
dimensional local (19), (27). 

Obsérvese que 3 (u — u*, A) se eligo de modo que c (u) tenga, 
eo las proximidades de u = u*, la forma más sencilla posible: 
“escalones”, purábolas, elc. 

Pueron obtenidas las soluciones numéricas de los siguientes 
problemas, que poseon soluciones analíticas cxactas?): 

1) problema con frente plano ablicuo (fig. 93); 

2) problema con simetría axial, en el cual la frontera de las 
fases es una circunferencia (fig. 94). 

La resolución de estos problemas se efectuó en el sistema 
de coordenadas rectangularos. Los resultados del cálculo se mues- 
tran en las figs. 93 y 94. Las líneas continuas son Jas fronteras 
de separación de las fases, las cruces, los puntos calculados, en 
los cuales u = uf, 


1) Véase A. A. Samarsky, B. D. Moiscienko, Esquema cconómico de 
cúlculo «de parte a parteo para el problema multidimensional de Stephan, 
Rev. de cálculo numérico y Física matem., t. 5, NM 3 (1965); vúuse tambión 
B. M. Budak, E. N. Soloviova, A. B. Uspenski, Método de diferencias con 
suavización de los coeficientes pura la resoluctón del problema de Stephar, 
fbid. 


$ 4, RESOLUCION DF. PROBLEMAS MUIJ/TIDIMENSIONALES 697 


3. Métodos iterativos de direcciones variables para la resolu- 
ción del prublema cn diferencias de Dirichlet. La solución de la 
ecuación de la conducción del calor du/dt = Au, con condiciones 
de contorno homogéneas, tiende a cero cuando ¿—> oo (véase el 
cap. 111 y el VI) y, por consiguiente, la solución del problema 

—= bu + F(a), TEG, t>0, ulp=H (0), u(z, 0) = uy (x) 


con segnndo miembro y valores de contorno que no dependon de ¿ 
(con inhomogencidades estacionarias) tiendo, cuanto => 00, 
a la solución del problema de Dirichlet 


Au =—f(x), EG, u lr=pu(). (35) 


Esta misma propiodad la poseen también las solicionos de los 
problemas en diferencias (33), que corresponden a la ecuación 
de la conducción del calor. Por esto, los esquemas de diferencias 
para la ecuación de la conducción del calor se utilizan como méto- 
dos ilerativos para la resolución aproximada del problema en 
diferencias de Dirichlet. 

Av= — NU (2), Y€ Uh, Dl, =Hp (2), (36) 


estudiado en el $ 3. 

J2l método de iteración simple del $ 3, p. 5, es el esquema 
explícito (6) para Ja ecuación de la conducción del calor (1) (para 
f =f (x)), con paso fijo Tr = (),25h?* (en el caso en que G = Ga 
es un rectángulo y hi = hz = h). Aquí y? es la iteración del núme- 
ro j, e y (e, 0) = uy (2), ln aproximación inicial. En cl $ 3 fue 
demostrado, que el número de iteraciones es s, = sy (e) = 
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=0 (m2). El esquema longitudinal-transversal (11)—(12) 
(esquema de direccionos variables), exige un número mucho menor 
de iteraciones. Sustituyendo en (11)—(12) 0,57 por T, j por s 
(cfr. $ 3, p. 5), se obtiene el esquema iterativo para el proble- 
ma (36): 


pate _ TA y PR En P”, ya+1/2 a =p (0, 
yi+ == == para yaa le E m (0), (37) 


F=y + toy? +7, port y ARA a?o, y” = Yo (2). 

(38) 
Aquí s es ol número de la iteración (s=0,1,2, ..., 8p) e y*+1?2 
es el valor intermedio (subiteración). Como Aly = Yz , , Para 


hallar y*+1/2 se aplica el doslizamiento por las filas y para y**, 
por las columnas. Y1 parámetro rt, en general, depende del número 
de la iteración (1 = Ta, 1) y Se escoge (le modo que el número de 
iteraciones Sy = Sy (€) sea mínimo. Si G=G, (0 < Za < la) 
es un rectángulo, para acelerar la convergencia por el esquema (37), 
con Aly = Uzx > Se utiliza un conjunto cíclico de parámetros 


Tis Ta, ---., Tong por ejemplo, Ts = Ts, Torino = Ts $= 
=1,2,..,.Mmk=41,2,..., fo U<q< t. Por el esquema 
(37) so repite ky veces ol ciclo de no iteraciones, con parámetros 
Ta, Ta, - - -» Tomo €ligiéndose loy parámetros 7T;, q, Ro, ko de la 
condición de que So = nokyg Sea mínimo. Aquí resulta ser que 
1 

so = noko = O (ln7 In ). 

Para el esquema de exactitud O (| k 1%) para p = 2, 3, también 
se puede indicar un conjunto de parámetros T;, Q, Mo, Ro, para 


el cual se tiene que sp = 0(1n In) . La elección de los pará- 


metros óptimos Ti, ..., Tras» Para los cuales s,¿ tiene un valor 
mínimo, es un problema difícil. Este está resuelto sólo para p = 
= 2, G = Gp. Para regionos de forma más compleja, se utiliza 
el esquema (37), con parámetro t constante. Si, por ejemplo, 
G = G;, es una región formada por rectángulos de lados paralelos 


2) Vénso D. W. Peacoman H. H. Rachford, Un the numerical Solution 
ol parabolic and elliptie differential equation, J. Soc. Industr. and Appl 
ath., t.3, WM 4, págs. 28—41 (1955); E. G. Diákonov, Sobre ciertos méio 
tterativos de resolución de sistemas de ecuaciones en diferencias, que surgen al 
resolver, por el método de las mallas, las ecuaciones en derivadas parciales de. 
pa elíptico. En la colección ¿Métodos de cálculo y Programación», HIT, 
ed. do la MGU (Universidad Estatal de Moscú), 1965. 
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a los ejes coordenados, tT sc escoge de la condición del mínimo de 
la función!) 


_ úl — xy) (1 — Xz) 39 
A PRTRENA 55 
2767 8 4 


A ——_——á , =>» ==>, 
A mE 

donde D, es el diámetro de la región G, con respecto al eje Ozx.. 

Se puede indicar un valor más grosero 


T= ¿8 donde h= mín (A,, hs), D= máx (D,, Da). (40) 
4y2 
, | 1 1 1—E 
Aquí is que so» 0 li In y) , puesto que p = TFE? 
t= ap . Si la malla 6, es irregular, en (90) hay que hacer 
h= mán l RaRa. [ner 
xk, WR 


El método (37), con parámetro constante tr, es aplicable tam- 
bién al caso de regiones de forma más compleja, asi cono también 
a las ecuaciones elípticas con coeficientes variables. 

Cl esquema fongitudinal-transversal (37)—(38) es aplicable 
sólo a dos dimensiones. Us equivalente a ésle, en cuanto al 
número de iteraciones, el sistema de cálculo corrionte, aplicablo 
a cualquier número de «dimensiones y a regiones de forma arbitra- 
ria. Tíste se puede escribir en la forma (37)—(38), si se hace, 
formalmente: 


| E | 4 
Ay = — 2, Ba Y? Ayy = 2, Ea Yxa: (41) 
donde 
_Y— Yi Yi + Y 
A Bo 


El parámetro T, para p = 2, se expresa mediante la fórmula (40). 
Para determinar y**+1/2 y y*+*, en el caso de dos dimensiones, 
tenemos las fórmulas 
an 
Y AA € a FS, y, =p 0), =>37 > 
A 
E (42) 


2) Vénse A. A. Samarsky, Ciertos problemas de la teoría de los esquemas 
de diferencias, Rev. de cálculo numérico y Física matem., t. 8, N 4 (1966). 
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z T 
YU = A (rut + vi TO, Y Ly HE, a > 
2 


(43) 
donde F* y F**'” so dan por las fórmulas (38), (41), A = 
= 141 + y, + ya). 

Sea G=G),-(0<1 Sl, 0< 17 *7 dad. El cúlculo de y?+1/2 co- 
micnza a partir del ángulo inferioce izquierdo (0, 0) y so ofectón o bien por 
las (ilus, o bien por las colmmnas. El cálculo de y++* comienza a partir del 
ángulo superior derecho (2,, 12) y se efectúa por las filas o por las columnas, 
En cfecto, el valor en el nudo (A,, 42) se halla directamente por la fórmula 
($2), puesto que y!+!* (1, 0) = y (hy, Do y +12 (0, ko)=u (0, ha) son 
conocidos. Conociondo y*+42 (A, ho), se puede hallar ya, 2h), 0 bien 
yt (2h, had, ete. Do este modo, y?+1'2 e ysel an hallan en todos dos nudos 
z€ on, a partir de las fórmulas de recurrencia (425, (43) efectuando un nú- 
mero de operaciones proporcional a la cantidad de nudos. El número de 


q , 1 l e da 
iteraciones os nua magnitud de orilen (O (+ In 7) . Esta apreciación se 


mantiene vidida también para p >- 2 dimensiones, si Tr= Zo 12 . 
pl 
Consideremos el problema do Dirichlor para la ccuación elíptica con 
cocliciontas constantes 


P 
ú Que 


na=1 


) —— 1 r€C, ulp=1 (2) 


donde 
0< c<. ka lxd<.c. 

Le pondreutos en correspondencia el problorma cn diferencias 

» : o 

Av -- a AgO== —f12), E Wh. A, —H (2). Aa” = (2 (2) A 

Para Ja rosolución de este probloma, se puede utilizar el esquema do dos 
parámetros 

y 9112 Ay 112 $3, y + —1A2y il iz ya, 


ara 


donde A, y Az se determinan según las [órmulas (41). Si G=G,m, es uniforme 
con respecto a zg, entonces +=2//94. 0 2011 (1 + vn] (14 = V) ; 
3 


F3= yI—1AyS4 AJAgp + 0 Ayo Hof, Ay= Y Y 
Oluo 1 


v » 
n =>. ó=8 > xn" A=4 ys AE Esto esyuema os aplicable también 
0O6==1 a=1 
a una región G más compleja, si la malla no es muy pequeña en las pro: 
ximidados de la frontora (%2 > qlo. q97>0 no Jeponde de ho, 6 :24p:D1, ' 
As 4p;h3, para + y «0 véaso más arriba). En esto caso, será Ago =(80.0- le» 
O 


y en (41) hay que cambiar hy por iy =0,5 (ka + Ry; +1) 
"a 


COMPLEMENTO II 


FUNCIONES ESPECIALES 


1. Introducción. El método de separación de las variables 
para Ins ecuaciones en derivadas parciales, conduce al problema 
de Sturin-Lionvjlle. Para las ecunciones con coeficientes constun- 
les y condiciones de frontera de primera especio, que fueron estu- 
diadns en los capítulos JI, IT, Y, se obtiene el problema de 
valores propios, o problema de Sturm-Liouoville: 

hallar los valores de 4, para las cuales Ja ecuación homogénea 
46-24: = 0 tenga soluciones no triviales o(7)=*0 (funciones 
propias) cn la región 7. con la condición homogénea v]x=-0 
en la frontera 2. 

Si T es el segiiento VU << l, el rectángulo (0 < x < l,. 
y <lz) o el paralolepipedo U<z2<!,0<y<la US 
< 1,), las funciones propias +, (2) se expresan mediante 
las funciones trigonométricas. 

Si T es un círculo. un cilindro o una esfera, para la delermi- 
nación de las funciones propias se introdvwcen nuevas funciones 
ospecialos: las funciones cilíndricas y esféricas. 

Consideremos cusos aislados. 

1. Círculo 0 <r <rp. En las coordenadas polares (r, 4), será 


U< 
< 2 


10 Ov Pe 
A A =22( =) A A = 0, Y) << ds 
¿DA eN e ie dad <Fr< FT 
Oly.,, =0, vs 0. (1) 


Buscaremos la función yv en la forma v(r, p) = £l (r) Dd («p). 
Susliluyamos v — RO en la cennción y separamos las variables: 


LS ph Ww” 
r(rA) a. AN donde p=consl. 


R YD 
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De aquí se deduce que 
DP” + up = 0, 


Lory + ( +) r=0, R (1) =0. 
> e 


En virtud de la uniformidad de la solución, O (q) debe ser una 
función periódica, es decir, D (p + 211) = OD (4). Esta condición 
nos da p = n?, donde n os un entero. llaciendo x= | Ar, se 
obtione la ecuación de las funciones cilíndricas, o ecuación de 
Bessel de n-ésimo ordcn: 


1 e ( dy) ( -) 
——|I— 1l—— = 0, 
x dx dz Ha q 


n 
A 


2 
o bien r+ty+(s— Ju=0, (2) 
z x 


siendo R (1) = y (VW Ar). Para n =0, se obtiene la ecuación 
de Bessel de orden nulo 


dy a : e az 
22 (2%) 4y=0, o bien y Y +y=0, 


que corresponde al caso de las soluciones del problema (1) que 
poseen simetría axial. 

Las soluciones de la ecuación (2) sun llamadas funciones cilín- 
dricas. A la ecuación (2) conducen también los problemas para 
la ecuación de Laplace y Ja ecuación ondulatoria, en el caso en que 
la región T sea un cilindro circular. 

2. Esfera 0 <r < Yo. Consideremos el problema de Sturm- 
Liouville 

Av+divo=0, 0O<r<"fa Ulr=r, =0. (3) 
En coordenadas esféricas, será 


1090 0v 1 
a r* dr ór ye 0,9% 


1.4 dv 1 
| 02) e, 4 
rd A: to dp? de 


Hagamos v = A (rw (0, q) y efectuemos la separación de las 
variables: 


(Ry + AN As, 2 
R w 
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de donde se deduce que 
Ag, Y + uw=0, (5) 


A ay _Bd na É 
Ry + E) a=0, R (ro) =0. (6) 


La sustitución - = Y Ar, y = RIV z reduce (6) a la ecuación 
de Bessel 


a A 


Para la función w (0, q), definida en la esfera, hemos obte- 
nido la ecuación (5), la cual, para y = nr (n + 1), tiene solución 
acolada (funciones esfóricas). De esta manera, al separar las varia- 
bles para el operador de Laplace cn el sistema do coordenadas 
esféricas, se obtienen funciones esféricas. En el caso particular, 
en el que w =w (8) no depende de ep, la ecuación (5) toma la forma 


la — $) eo) + pio= 0, donde s=c0s0, —1<s<1. (7) 


Esta cs la ecuación do Legendre, que tiene, para y = n (n + 1), 
solución acotada (polinomios de Legendre). Las funciones esféricas 
se expresan mediante los polinomios de Legendre y las funciones 


trigonométricas. 
Jun la mecánica cuánlica se encuentran con frecuencia los 
polinomios de Chobishov—Hermite y Chebishov—Laguerro. 


2. Ecuación general de la teoría de las funcionca especiales. 
Las ecuaciones para las funciones especiales más sencillas se pue- 
den escríbir cn la formu 


Lly+d(dy=0 a<x<b, p(r)>0, (8) 
Ly=¿ (10%) —atoy, 4(9>0, 0ím> 


El problema de contorno más simple y” +- Ay = 0, y (0) = 
= y (1) = 0, que corresponde a a =0, b=l, q =0, k=p= 
= const, determina las funciones trigonométricas. Consideremos 


las ecuaciones para otras funciones especiales. 
3 
1) La ecuación de Bessel (2), o bien (xy”) + (22 — 2) y =0, 


p 
corresponde a k (1) = zx, p (1) = 1, q (2) = — E 
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2) Para k(7) =1—, p=:4,q=0 a =-—t, b =1, se 
obtiene la ccuación de Legendre 
(1 — 1%) y dy = 0, (9) 
3) la ccuación de las funciones adjuntas de Legendre 
2 
[dy T — y + y =0 (10) 


correspondo a k (1) = 1 — 2%, q (1) = Ln ,p=14ua=-—I, 


b == 1, 
4) La ecuación de Cbebishov—1lermite 


(ey y + de "y =0, o bien y” — 2xy +4y =U6 (11) 


corresponde a k (3) =e7*?, q(2) 0, p (7) =e-%, a =. —oo, 
b= 00. 

5») La ecuación de Chebisthov— Laguerre 

(rey Y q dec*y =0, o bien y + 1U—uoy + 4y -=0(12) 
corresponde a k(r) =xe* q=0 p=e* a=0U, b=00. 

La partieulacidnd característica de las ecuaciones indicadas, 
cs Ja anulación del cooficiente l (1) por lo menos en uno de los 
extremos del intervalo (a, b). Esta propiedad de k (2), como se 
demostrará más abajo, juega un papel importante para ol plan- 
teamiento de los problemas de contorno para la ecuación (8). 

Estudiemos el comportamiento de las soluciones de esta ecua- 
ción en las proximidades del punto singular, en cl cual d (x) 
so anula, 


3. Cumportamiento de las soluciones en un entorno de x =«, 
si le (44) = 0. Supondremos que: 1) k (2) > 0 para a << b; 
2) k(x) = (xr — a)4 (:), donde q (e) cs una función continua 
y y (a) 40, es decir, k (<) liene en el punto z = a un cero de 
primer orden. 

Si en la ecuación (8) se sustituye q (2) — %M> (2) por la función. 
q (1). todos los resultados obtenidos más abajo para la ocuación 


ly = k(o)y Y —q(0)y=0.a<x<b, k(x) = 
=(r—40qío, ($) 


mantendrán su validez lambién para la (8). 

Lema 1d. Sean y (2%) e yo (2) dos soluciones lincalmente 
independientes de la ecuación (8), donde k (x) = (x— a) 4 (2), 
p (a) $2 0. Si y, (1) tiene límite finito para z —> a (y, (4) =£ 00), 
entonces Ya (2) se vuclve infinito para x= = a. 

Obsérvese que yz (x) se puede representar, modiante la solu: 
ción linealmente independiente y, (%), en forma de cuadratura. 
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En efecto, tenemos que yaL ys — YaLy2 = Ík (yoy, — Yy JW = 0. 
De aquí se ubtiene que cl wronskiano de las funciones yy e yz es 
igual a yy, — Yay, == CYk (x), donde C 320, puesto que, por 
hipótesis, Yi O Y2 Son linealmente independientes. Después de 
dividir entre yi, se obtieno (ya/y1)” = C/ky?. La integración de 
esta ecuación desde xr, hasta x= nos da 


+ Cda 

2) = Y, (2 ———— 
Ya (2) =yn ( E 
donde (, es la constarmie de integración, que dependo do la elec- 
ción de zp. 

Lu (unción y, (1) es finita Para T = Aa y 88 _Ppuede répreseutar 
en Ja forma y, (x) = (z — a)” 2, (x), donde n > 0, 2, (1) es una 
función continua y z; (a) + 0. Escojamos z¿ de forma que sea 
2, (1) 0 para a <<< ta; entonces Será 


C da 
ya (2) = (1 — a)” 2, (2) (e, > a) 
ya q (a) 2, (a) 
aZrEZz. 
Apliquemos el teorema del valor medio para la integral 


n P do 
Ya (2) = (2 — a) 31 (1) (e, — Á Em) A 


+0). .<oeo, 


A: 
q (2) 33 (2) 
Después de calcular la integral, se obticne: 


(aya). pal 


2n 
A pata n >0, (13) 
| Y (2) [e — Ain 222 3 para n=—0, 
r—a 


De eslu forma, en ambos casos será lira Yala) =+00, lo 
cual demuestra el lema 1. En particular, de (13) se sigue que 


lím (7 — a)” ya (2) =const para n»>>-0, 
xa 


Ve Ya (1) 
x>a 1 (xr —a 


Queda así demostrado el 
45—1043 


=Const para n=0. 
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Jema 2. Supongamos que se cimplen las condiciones dol 
lema 1. Si y, (a) 4 0, entonces y (2) tiene una singularidad loga- 
rítmica on T=a, es decir, 


ya (£) — ln [e — a) pura y, (a) e 0. 


Si y, (z) biene un cero de r-ésimo orden para z = a, y (1) = 
—= lx — a)” 2, (1), z, (a) 0, n>(, entonces Ya (1) tiene en 
r=qa un polo de orden n: 


Ya (x) = (103%, si Y (2) — (2— a)”. 


Tema 3. Supongamos que k (1) = (z — a) y (2), y (la) 0 
y que el cocficiente y (1) está acotado o tiende a oo cuando z — a, 
Entonces, para la solución y; (2) utotada en el punto xr =a 
(Lim ya (2) = y, (a), | ys (a) | < 00) de ta ecuación (8), se cumple 
N 041 
la condición 
Lim k (2) ys (2) := 0. (14) 


xn 


1. Supongamos que q (x) está acolada cuando z => a. Fijemos 
cierto valor x,, a < xi < b e integremos (3) desde x hasta zx, 
a ZII < A 


ka) yí (2) = k (23) yi (a) — y aya) d=0(). (15) 


Do aquí se deduce gue Q (zx) es una función continua en ol segmento 

a < x < 12,. Pasando al límite cuando x —> a, se aprecia que existe 

el límite € = lím k (2) y¡(2), € = Q (a). MosLremos que C == 0, 
xa 


Para esto, expresemos y, (2) mediante Q (xr): 
y (2) = y (22) — $ [0 (00/K (0)] da y (2) — 


qe j [O(o)/(a —a) p (a) de, a<z<zz (16) 


donde a <x<zx.<x,. De aquí se ohserva que y, (z) puede 
estar acotada en el punto x = a sólo con la condición Q (a) = 


2. Supongamos que q (x) no está acotada para z —> a! 


q(x) > 00 para z— a. 
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Entonces, será q (2) > O en cierto intervalo a < x < x,. En este 
intervalo, la función y, (x) es monótona!) y, por esto, conserva 
su signo en cierto intervalo a < 17 <X Ey, Za 24 Y tiene límite 
y, (a) cuando z > e. Por esto, Q (1) os una función monótona en 
el intervalo a < - < x2, que tiene limite finito o infinito cuando 
z => 4. 

De la fórmula (15) se deduce, como antes, que y, (7) — oo, 
si Q(a) +0. El lema 3 queda demostrado. 


4. Planteamiento de los problemas de contorno. Los lemas do- 
mostrados conducen a la siguiente conclusión con respecto al 
planteamiento de los problemas de contorno para las ecuaciones 


Lly+dy =0 y Ly =0 (17) 


en el intervalo (a, 1d), si k (2) se anula en uno o en ambos extremns 
de éste. Si k (a) — O, para z =— a impondremos la acotación de 
Ja función propia (| y (e) | < 200). Aquí no se pide que ésta tome 
un valor dado. 

J.n solución gencral de las ecuaciones (17) es y = Ayr (2) + 
+ By2z (2), dondo y, e ya son funciones arbitrarias linealmente 
independientes de la ecuación (17), A y B, constantes arbilrarias. 
Si yy (1) está acotada para « == a, entonces y2 (1) se hace infinita 
cuando z-—» a (lema 1). Por esto, de la condición 


|y (la) | < oo (18) 


se deduce de inmediato que B = (). Llamaremos a (18) condición 
natural de acotación, por cuanto ésta es consecuencia de la estrne- 
tura del operador £. 

Se llega así al siguiente problema de contorno: 

hallar los valores propios y las funciones propias y (+) 0 
de la ecuación 


YY —qy A My 0,  a<z<b, (19) 
donde k(x)>0 para z>a y k(a)=0, con la condición natural 
de acotación en el punto z = a 

ly (b) | < oo (18) 
x34 


1) En ofecto, haciendo E =- j da/k (a), se puede vscribir la ecuación 
x= 


Ly = 0 en la forma Ves — kgy =0,k >0, q >0. Do aquí se deduce que 


y no pucde tener valores máximos positivos (mínimos negativos) dentro 
ol intervalo a <z < 2Z,, puesto quo en el punto correspondiente sería 
y” <0 (y" =>0) o y >0 (y < 0), lo cual es imposibla, 


458 
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y la condición habitual, por ejemplo, de primora especie 
y(01y =0 en el extremo x= bh, (20) 


Si k(a) =0 y k(6) = 0 (por ejemplo, para la ecuación de 
Legondre), se plantea en ambos extremos del intervalo (a, b) 
la condición do acotación (|y(a) | < oo. | y (5) | < 09). 

Si el intervalo (a, b) cs infinito, como, por ejemplo, a » 
= —00,b = oo para la ccuación de Chebishov—Hermite o a = 0, 
bh =>w%0 para la ecuación de Chebishov—Laguerre, en este caso 
para 4 = —00 y para b = oo la condición de acotación (18) sa 
sustituya por la imposición más dóbil. la solución no debe crecer 
en 6l infinito más rápidamente que una potencia finita de zx, 

Formulemos las pro piodades generales de las funciones propias 
y de los valores propios del problema de contorno (18)—(20) 
planteado. 

1. Existe un conjunto infinito de valores propios 1, < Az < 
<A <... <<.» +., a los cuales les corresponden las fun- 


ciones propias Yi (2), Y2 (2%), - . .. Yan (4), ... 
2. Para q >-U, todos los valores propios no son negativos: 
An > 0. 


3. Las funciones propias y, (1) € Ym (1), que corresponden 
a distintos valores propios An y Am, son ortogonales entre sí, 
con densidad p (x): 


b 
(Un Um) => Sy (x) Ym (7) p (z) dx =0, 


4. Tieno lugar el teorema del desarrollo: la función f(x) 
so desarrolla en una serie que converge absoluta y uniformemente 
en las funciones propias y, (r) del problema dado: 


IN 
Yns (Uns Un) 

: 1) / (2) tione derivada primera continua y derivada segundy 
id a trozos pata a < x< b; 
2) f(x) satisface a las condiciones de frontera del problema; 
además, si k(a) = 0, entonces 


[fla |<o para 0<q (a <oo, 
f(a) =0 para a (2) 00: 
Las propiedades 2 y 3 se demuestran igual que en el cap. IT, 
$ 3, mediante las fórmulas de (ireeo. Aquí se aplica la acotá- 


ción de la función ya Xz) en el punto x = a, así como también 
la igualdad lm ke (2) yn (x) = 0, que so sigue dol loma 3, en virtud 
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de lo cual los términos de la fórmula de Green que corresponden 
a z = ase anulan. La demostración de las propiedades 1 y 4 se 
efectúa habitualmente mediante la teoría de las ecuaciones 
integrales. Para que 1 y 4 teugan lugar, es suficiente que k (x) 
sea continua y q (+), o bien continua, o bien tenga la forma 
q (2)/(x — a), siendo q, (x) una función continua. Para las clases 
de funciones especiales que se estudian más abajo, estas condicio- 
Des se cumplen. 


El problema de contorno (19) —(20) 6s equivalente a la ecuación integral 
5 
P(2)-=A ! K (2, E) 9 (6) de, 


donde K (z, o E) MASTIE) a Vrlay(=). y Gí(z, E) es la 
función do Green para ol operador £. En el caso on que kia3=0, k (b) <= 0, 
dira la función de Green sc dofino como sigue: 

1. G(% E) es una función continua en z para E fijo, a <. E<b. 


2. La dorivada primera EC sufre un salto para z—E: 


dx 
o La DL, DIE +0, 6-0, $l=-A. 


LG (zx, E)=0 en todos los puntos a< z<b, a excepción del x=E. 
z: G (z, E) satisíaco a las condiciones de frontera 
¡Gla, E)| < oo, G(b, E)=0. 
Do la dofinición de G(x, E) so dednce quo G (=, E) >0 para z, $ €(a, D), 
ca E)=G (E, x) (simotria). ' E a 
Pasemos al estudio de funciones ospeciales concretas: las fun- 
ciones cilíndricas y las esféricas, así como también los polino- 
mios de Chebishov—Hermite y Chebishov—Laguerre. 


[PARTE 
FUNCIONES CILINDRICAS 


$ ld. FUNCIONES CILINDRICAS 


En la resolución do muchos problemas de la física matemática, 
se obtiene la ecuación diferencial ordinaria 


o bien (1) 
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llamada ecuación de las funciones cilíndricas de n-ésimo orden. 
Esta ecunción se lama con frecuencia también ecuación de Bessel 
de n-ésimo urden. 

Los problemas característicos (vénmse Jos capítulos V, VI: 
y VIL) que conducon a las funciones cilíndricas, son los problemas 
de contorno para la ecuación 


Au 4 Ku - 0 (2) 
fuera o dentro de un círculo (fuera o dentro de un cilindro, en 


el caso de tres variables independientes). Introduciendo las coor- 
denadas polares. se transforma la ecuación (2) a la siguiente: 


9 (ro) EL 


Pa e Ku 0. (9) 


Haciendo u = RV y separando las variables en (3), so obLiene: 
Le, (*-2) R=0 
r dr dr 


0” +10 = 0. 


La condición de periodicidad para Y (4) nos da 4 = n*, donde 
rn es un entero. Haciendo luego « = kr, se obtiene la ecuación 
de las funciones cilíndricas 


1 =( 1) (: 2) 0 
fai E td ——)]y=0, Rin =y(kn, 
de 0 e =z JY (r) = y (kr) 


y 


o bien 
e: AE a 


En el caso de las soluciones de la ecuación ondulatoria (2) que: 
Sed simetría radial (cilíndrica), se obtiene la ecuación de 
essel de orden nulo 


— 2 (2%) +y=0 o bien + y + y =0. 
1. Series de potencias. La ecuación de Bossel de vésimo orden 


2 
v+ty+(1-%)u=0, (1) 
tí a 
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o bien 
ay + ay + (4 — vw) y :=0 (1) 


(v es un múmero real o complejo arbitrario, cuya parte real se 
puede considerar no negativa), ticne el punto singular x = 0. 
Por usto, la solución y (x) debo buscarse en forma de la serie de 
potencias?) 


y(2)=2 (a, +aqr+ad+... aj +...), (4) 


que comienza a partit de x%, donde o es el exponente caracte- 
rístico. que hay que delerminar. Sustituyendo la serie (4) en Ja 
ecuación (1') o igunlando a cero los coeficiontes de z%, z9+1, ... 
co. 29%, se obtiene la ecuación para la determinación de ou 
y el sistema de ecuaciunes para hallar los coeficientes «,: 


ay (0% — v =0, | 
a (o + 1y — w”] =0, 
tallo 42) WI + 200, (5) 


.. .. ..o....a.20.Á._—_.. e. 0. 2. .0.2020.oon.o.o.oÁxÁ.rnon£2.o2.2. 


ay [o + xv] + a7-2=0 
(k=2, 3, ...). 
Como se puede suponer que ay 73€ O, de la primera ccuación (0) 
se deduco que 
o0ó—w 0 o0lbien 0= +v. (6) 


NFscribaraos la ecuación l-éxima de (5), para £k > 4, cn la forma 
(0 -l- k Ev) (o > de -- v) 44 + 4-2 == 0. (7) 


Doje¡mos, por «bora, de lado el caso en que 0. vóo— y 
(y — 2v ú 2v respectivamente) son iguales u un entero nogalivo. 
Entonces, de la segunda ecuación de (5) lendremos, en virtud 

do (1): 
es -- 0. (8) 


Bb. ccuación (7) nos da la fórmula de recurrencia pura Ja 
determinación de a, medianto dj->: 


Eh -2 


(o +k+v) (a+ k—w) 


Uan == 


(») 


l) Véase V. V. Stopanov, Curso de Ecuaciones Diterenciales, 1959; 
L. 3. Elsgoltz, Ecuactones Diferenciales y Cálculo Varcaciónal, ed. «Mire, 
Moscú, 1969. 
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De aquí y de (8). se concluye que lodos los cocficientes impares 
son iguales a cero. Si y es real, entonces para y = —v la solución 
se haco infinita en el punto z =U, 

Delengámonos en el caso Y = v. Á partir de (9) se deduce que 
cada coeficiente par so puede expresar medianto el precedente: 

dam — — lam-— A: (10) 


m (m + v) 


La aplicación sucesiva de esla fórmula permite hallar la expre- 
sión de 72m partiendo de ap: 


= (| — A. . 
A 2mMb+DO+2...(v+m) sd 


Apliquemos la propiedad de la función gamina 1 (s)!) 

P(s+1)-¿d(s$=...= =3(8—1)...(s8—na) UL (s— 2). 
Si s 0s nn entero, entoces 

T (s 4 1) = sl 

El cocficiente ay era, hasta ahora, arbitrario. Si v y —n, siendo 
n_> 0 un entero, haciendo 
E AA 
2 iw+1) 
y utilizando la propiedad indicada más arriba de la función 
gamma, se obliene: 


Ao (12) 


1 
E A Ii eme 13 
2 2RFPYT (1) (kv +1) se 
Si, en cambio, es o = —v, v>*n, donde n> 0 es un entero, 
haciendo 
1 
— 12 
“2 (—v+1) 42) 
se obtiene: 
= (1) E (14) 


228%: YT (ke + 19 T (e —v +14) 


1) Véase B. M. Budnk, $. Fomín, Integrales Multiples y Serles, 
cd. «Naúka», 1865 (Ó P. Puig anta Cálculo Integral, Madrid, 1981, pág. 
121 — (N. de la Hed. ). 
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La serie (3), que corresponde a o = v > 0, con los coeficientes. 


(12 y (13), 
F, (1) = 5 (— e 4) (15) 
úl Al +0 trv+1012 | 


so llama función de Bessel de primera especie de v-ésimo orden. 
La serie 


co f= 1)* z 2h —v 
Ia Y —— (2), 48) 
=D (k + 1) T (k —=v+ 1912 
que corresponde a Y = —v, representa la segunda solución de 


la ecuación (1), linealmente independiente de la J, (x). Las series. 
(15) y (16), evidentemente, convergen en todo el plano zx. 


Consideremos ahora ul caso en que v es igual a la mitad de un número 
entero. 
Sia. y2= (» +3) _ dondo rn >> () es un entero. Haciendo 0:=n LS 
en la« fórmulas 15), +v obtiene: 
2 (1+412/=0, 
kik 2n-1)ag4+ax.¿=0 — (K>1) 


do manera que 
dy = 0, 


a 
K(k |-2n +4)" 


Aplicando sucesivamente esta fórmula, se halla: 
a (— 1*ao 
2 ZA. (2% 1en -1-3)(2n +5). ..(2--2k+4-4)" 
Haciondo aquí v=n-|+ > , se oblieno la fórmula (11). 
aciendo después 


1 
ar + , 
2 5 ” 
op (a +3) 
se Obtiano la fórmula (13). 
Sea 
q — n—3 ; 


entonces, las ocueciones (5) parn ez toman la forma 


kk —1—2n) a, +63 =0 
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Igual quo antes, lodos los cocficientes a. 43, ..., Gan 4 SON iguajos 
A COTO, Poró para az, .,( se Obtiene la ecuación 0-asnay — Gn =0, la cuel 
sr «.wbisíroo para todo valor de 23,4. Paru /o>n, el coeficiente ayp49 se 
delermina modiauto la igualdad 
a (— 1) 
2641 (Za 3) (2n 1-5). 2-4...(2k—2n) " 


Hacrondo Gn +1 —U, 4p= , se obtiene la fórmula (14: 


E y 
> (5 n) 
1 A A , 
Ve este modo, para v=>3h (44 -7) no os necosaciu ningún cambio en 


o do la función Y, (ix), Los formulas (15) y (16) conservan su 
Vuilidez. 


Obsérvese que la fórmula (10) determina a J., (1) sólo para 
valores fraccionarios de v, puesto que la determinación de ay 
mediante las fórmulas (12), para v -- —n enteros negativos, no 
tiene sentido. Definamos (16), por continuidad, para los valoros 
enteros v = rn. Por cuanto T (k — n 4- 1) = +09 para k < ky = 
=mnm>— i, la sima (16) comienza, de hecho, a partir del valor 
k = ko 1 --=n. Cambiando en (16) el subíndice de la suma 
k=n--k, se obtiene: 


SF ()=(=17 A DI 
Si “ns T (E +an+0TG+v912 


== (— 1)” Sn (2), 


puesto que la suma comienza a partir de k =0, 

Tiscribamos, como ojemplo, las serics para las funciones de 
Bessel de primera especie de órdenes nulo (nm = 0) y primero 
(ne == 1): 


a (2 (E) - (2) 
dosis (3) + ey 2 aya qeR 


x 1 (Y 1 ay 
n=3-H(2) +25 (E) di 


Las funciones Jo (2) y Y, (2) se encuentran con mayor frecuencia 
en las aplicaciones y existen tablas ¡lotalladas de éstas*). En la 
pág. 816 se exponen las gráficas de Jo (x) y 4, (x). 


Y En todas las tablas de las funciones especiales siempre hay tablas 
de las * :icionos do Bessel de primera espucie (véase, por ejemplo, Janke—. 
Emude—Lósch, Tufeln Hóherer Funkttonen, Slultgarl, 1960, dondo Jo (x) 
y Y, íxi se dan con cinco cifras para vulores de z en el intervalo de 0 a 14, 9). 
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Las funciones YJ,, (1) y F_, (2) (n es un entero) son, como hemos 
visto. linealmente dependiontes: 

FJ. (xa) =(— 1)” Jn (2). 

Para valores no enteros de v. las funciones J, (x) y J., (2) 
son linealmente independientes. En efecto, Y, (:x) tiene un cero, 
y Z., (2). un polo de orden v-ésimo, en el punto x = O, Do este 
modo, si v no es un ontero, toda solución y, (x) de la ecuación 
de Tessel (1) se puede representar en forma de combinación lincal 
de las funciones J, (2) y J_, (x): 


Yw (2) == Cid, (2) + CoJ., (2). 
Si se busca la solución acotada de la ecuación (1), entonces será 


C¿ =-0e 
Yu (2) = CJ, (x). 


2. Fórmulas de recurrencia. Establezcamos las siguientes rela- 
ciones que existen entre las funciones de Bessel de primera espe- 
cie de distintos órdenes: 


d 12) — As (x) | 
| E a” 0 
LL) =P a. (18) 


Estas fórmulas se verifican por derivación «dirocta do las serios 
de las Íunciones de l3essel. Mostremos, por ejemplo, la justeza 
de Ja relación (17): 


4 (3) ze 
cr Say 212 _ 


e” 2 E Id + v+4) > 
ou 2h +iv—1) 
K=1 T(0l(k4v+t0N2 


En la última suma, k varía dosde 1 hasta oo. Tomemos el nuevo 
índice de la suma l = k— 1, el cual variará desde O hasta 0. 
Entonces, tendromos: 


a E (Pe ca) == 
dz 
cu t 1214 (v +11 
PP 
=0 PUENTE 4HY (An 1]J12 


= —Jv py (3), 
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lo cuol demuestra la fórmula (47). La justeza de la (18) se lomues- 
tra análogamente. 
Obsérvense dos casos particularcs imporlantes de las fórmulas 
de recurrencia. Para v = 0, de (17) se deduce: 
Jo (1) = — 4H, (1). (19) 


Para el caso v = 1, la fórmula (18) nos da: 
[EJ (0] =x4.(2), o bien 24,()=VEJo(E)dE. (20) 

y) 
Lstablezcamos las fórmulas de recurrencia que relacionan .,, (2), 


Fo (2) y Jus (1). Efectuando ta derivación en (17) y (18), 
se ubticne: 


A A ON (17) 
T 
a +3 0=, (0. (18) 


Sumando y restando (17') y (18”), se hallan las fórmulas de 
recurrencia 


z 
Fy+1 (2) — Jy-1 (2) = — 24, (2). 


Mediante las fórmulas (21) se puede calcular J.,, (2), si se conocen 
Sy (1) y Fus (x): 


O (24) 


Fru+1 (2) + J y, (2) = Es Jy (x) | (21) 


3. Funciones de orden semientero. Hallemos las expresiones 
para las funciones Jy (1) y J 4 (x): 
2 2 
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Aplicando la propiedad de la función gamma, se halla: 


em) RA a), | 


(24) 
4 _4-3...(Qm—1) (+) 
r(7+m)> an A) | 


donde 


Sustituyendo (24) en las fórmulas (22) y (23), se obtiene: 
(= Er gm s 
ZV23 on 
yy no Ls (2m)l de 2 


No es difícil observar que la suma en (25) representa el dosarrollo 

de sen zx, y en (26), cl de cos x, en potencias de z. Je este modo, 

Ji (12) y Y , (x) se expresan mediante funciones clementales: 
2 9 


J ! (1) = ya sen zx, (27) 
y (1) = y2 EA (26) 


Consideremos las mierda JE (4), donde r es un entero. 
A 


De (21) se deduce que 


10d 1 (0= Y 2(—eosr 4222) 
2 T Tr 

= Y 2 [sen (=-=)+ Lcos(2 -2)|. 
da (1) = y2 (- sen qe E (+-5)+2 + — cos (2) |) = 


= adi 3, 


Ss 
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Aplicando sucesivamente la fórmula (21%), se halla: 


1 yo VE (mo) o. (2) 


n+> 
+ 008 (. 5 2) O. (4) , (29) 


|| ! . . y . 2 
donde P, (+) es un polinomio de n-ésima potencia con respecto 


a > y OQ, (2) , uno de potencia nr — 1. Obsérvese que P,, (0) = 
=1, Q, (0) =0. 


4. Orden asintótico de las funciones cilíndricas. Las solu- 
ciones de Ja ecuación de Bessol se llaman frecuentemente funció- 
nes cilíndricas. Jín el p. 4 fue definida una de las funciones cilín-. 
dricas: la función de Bessel. 

La propiodad fundamental de Jas funciones cilíndricas es su 
comportamiento cuando x > Ú y x > oo (comportamiento asintó- 
tico). Más abajo se demostrará que cualquier función cilíndrica 
se determina unfrocamente por su asintótica cuando x —> 00, más 
precisamente, por el término principal del desarrollo asintótico. 

Demostremos que cualquier función cilíndrica real se puede 
representar, para z grandes, en Ja forma 


pla) =yo 2 0 (+) (30) 
Y Ea 
donde Y» 32 0, 6.0 son ciertas constantes, y o (2) indica 


dueña 0 
términos de orden no menor que (=z ; 
E 


Haciendo 
Vx 0 
ya, (31) 
VI 
calculando las derivadas y' = —0,5273/2y + x2-1/Y, y” = 


= g112p” — qy-3/y 4 0,7577—5/24 y sustituyéndolas en la ecua- 
ción de Bessel, se obtiene Ja ecunción 


» p” 1 == 2 y = O, (32) 
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que es un coso parlicular de la ecuación 


vo" + (1 p(5))10=0, (33). 
donde 
LT 
Hagamos 
v= y sen (xr -1- 6), v = y cos (2 -1- 6), (35) 


donde y (2) y Ó (x) son ciertas funciones de zx, siendo y (2) £ 0 
en ningún punto, pues en caso contrario y y v” se anularían simultá- 
neomente y v (2) sería idénticamente nula. Aplicando (35) y (33), 
tendremos: 

vo- yeos(z + 5) — y" sen (x | 6) + y (Ó” +- 4) cos (x + 0), 

1” = y! cos (a + 6) — y (6" — 1) sen (zx + 6) == 

: = —(1 + p) y sen (1 + Ó). 
J)e aquí se halla que 


$ =psenf (1 + 6) = o() ; (36) 

e 
o E () | 
E” p sen (7 + 0) cos (2 + 6) = O 3): (37) 


Mostremos que existen los valores límite de y y Ó cuando x —> 00. 
Efectivamente. 


5 (2) = 6 (a) — | 6" (s) ds, 
de donde, en virtud do (36), se deduce que oxiste el límite 


lím Ó (a) = % y quo 


$()=8.+ 0 (1) (38) 
Análogamente, de (37) se halla que 


rr (1+0(2)). (39) 


siendo Yo 3 0. 
De este modo, toda solución de la ecuación (33) y, por con- 
siguiente, de la (32), tiene, cuando z-—>» 00, la forma 


vta) =yasente +02) + 0(2). (40) 


Z 
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Con esto queda establecida la jusloza de la fórmula asintótica 
(30) pura cualquier función cilíndrica y. (2). 
Demostremos que no pueden existir dos funciones cilíndricas 


diferentes con igual asintótica. En efecto, sean y, (2) 0 Y (z) 
dos funciones cilíndricas diferentes, para Jas cuales 
Poo — Feos 5. = Bee. (41) 


La diferencia de ostas funciones 


Yu (2) = Yv (2) — Yo (2) 720 


es lambién una función cilíndrica, quo tiene, en virtud de (41), 
la axintólica siguienLe: 


vw =0(). 


Sin embargo, esto contradice a la fórmula (30) parn cualquier fun- 
ción cilíndrica y. (2). 

Por lo tanto, debe ser y, (1) =0 e yy (2) ==. yy (2). 

La solución de la ecuación de Bessel puede ser también la fun- 
ción compleja Z,, (2) = Z, (2) + ¿Z, (2), donde Z, (2) y Z,(z) 
son funciones cilíndricas reales. De lo expuesto más arriba se dedu- 
ce que una [unción cilíndrica compleja también se determina 
uwnivocamenle por 3u asintótica cuando zx —> 00, 

Los valores de las constantes yo y 0% se determinan mediante 
invesligaciones complomentarias, las cuales dan 


2 
Poo == Vv 7 Para todo v. 


En el 31, p. 3, para v=n 3 lue obtenida ta fórmu- 


la (29), de la cual se deduce que 


2 ..) ( 1 ) 
y —— E o ETS O e 42 
1,0 Y qn) ol E 


En els 4 se dará una deducción de la fórmula asintótica para 
la función J, (x): 


2 1 
J, (2) = V2cos(2-2+-2)+0(4,), (43) 
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donde v es un número cualquiera no negativo (v > 0). La fórmu- 
la (43) tiene lugar también para v arbitrario, de 1 forma que 


Ty (1) = Vicor(2+Zo-2)+0( ==). (44) 
IT PE 


$ 2. PROBLEMAS DE CONTORNO PARA 
LA ECUACION DE BESSEL 


El problema de contorno más sencillo para la ecuación dle 
Bessel en ol segmento [0, ry! está relacionado con el problema de 
las oscilaciones propias de la membrana circular: 


19 Ov al e 

Asc de=0, Ap = 22 2) A 1 
is dl ór á dr + ye un sd 
V(T, P lr=r, =0, |v(r, q)]< 00, u(r, q)ez0. (2) 


Haciendo v (r, q) = R (r) P (q) y separando las variables (véase 
Ja Introducción). se obtiene: 


DP” 4 0D =< 0, (3) 
1 e ( a) ( 
o «o r — 
rdrX dr ES 
La condición de periodicidad para YD (q) nos da v = n?, siendo 


r un número entero. De esta manera, la función /l (r) se debe 
determinar de la ecuación de Bessel 


2 
L[R]+4IArR=0 (<1m=2(» a) Ea) (5) 


”)r=0, R (ry) = 0. (4) 
so 


con la condición de fronleca 


H (rg) =0 (6) 
y la condición de frontera natural de acotación en el punto r =0 
|R(O |< oo. (+) 
Haciendo 
I= Vir, y 
p=tm=r(3),| 8 
y (x) (r) Y (8) 


£6—104:3 
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se obtiene la ecuación 


3 

12(.%),( -5)u=0, y (2) re 0 (0) 

con las condiciones complementarias 
y (Yro)=0, (10) 
y (0) |< oo. (14) 

De aquí se halla que 

y (x) = Ad, (2). (12) 
En virtud de la condición de frontera y (re PA) = 0, se tiene: 
J(H)=0 (u=rVyi). (13) 


Estn ecuación trascendente tiene uu conjunto infinito de raíces 
reales ui”, pP., .... pm, -..), 08 decir, la ecuación (1) 
ticne un conjunto infinito de valores propios: 


A = (2) (m=1,2....), (14) 


Fo 


a los cuales les corresponden Jas funciones propias 
pin? 
R(r) = AJn ES ,) (15) 
Fa 


del prubloma de contorno (3)—(7). 

Dal modo de determinación de Jas funciones propias se observa 
que cualquier solución no trivial del problema de contorno con- 
siderado se da por la fórmula (15). 

De la teoría general de las ecuaciones del tipo £ [y] 4- Apy = 
= 0, consideradas más arriba (véaso la Introducción), se deduce 
la ortogonalidad del sistema de funciones propias 


(n) 
(5) 
Fo 
con densidad r: 


r pi pon 
EA (E3,), (E) rar=o para Mm, 4 m,. (16) 


Po Fo 


2y Tn la pá8. 814 se da la tabla de las raíites do la ecuación Jo (1) = O, 
cn particular, la primer raíz es 1% = 2,4048. 
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Caleulemos la norma de las funciones propias 1, (r) = J, (a:1r), 


(nn) 
donde au, = E. De paso, se obtendrá la condición de ortogona- 


lidnd (16). Para esto, tomemos la función Ha (r) = J, (ar), 
siendo ez un parámetro arbitrario, 
Las funciones R, (r) y R, (r) satisfacen a las ecuaciones 


1f dR A 
¿(22)(4-2)m=o 


aR, 2 z) a 
2 lr A di 


siendo R; (ro) = 0; Ra (7) ya no satisfaco a esta condición de fron- 
tera. Restando do la primera ecuación la segunda, multiplicándo- 
las previamente por Ro, (r) y Ri (r) respectivamente, e integrando 
luego con respecto a r desde O hasta ro, tendremos: 


(a —al) PrR, (5) Role) dr + [r (Ralt; — RRA =0, 


de donde se hulla: 


[ RiRerdr=— Jul n (Qro) 24m (ero) — 104 m (09ro) 04m (0%aro) 
A — a 
Pad a (240) 254 7, (0247 E 
E An 9 (eto (17) 
Uy — Az 


Pasando al límite cuando a: -—> 1 y resolviendo la indeter- 
minación en el segundo miembro, se obtiene la expresión para el 
cuadrado de la norma: 

4 » ds r 2. 
UR E = 11 (o J= Ye (0) dr [Y (aro, 
0 


o bien 


Ñ pr, (rn) 
pa (Ue rdár=-— 21, (um JF. (18) 


L Fo 


: só (ed 
En particular, el cuadrado de la norma de la función Jo (LE) 
FP 


es igual a j 
(m 
ua Mr -) rdr= Lo y . 
72 
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entonces de Ja *fór- 


cn 

Si se lace Us = Hrs += = ] 
0 
mula (17) se obtiene callen la condición (16) de la 

ortogunalidad de las funciones de Bessal. 

Existen tablas de los ceros ur de la función Jo (u) y de Jos 
valores correspondientes J, (4H) (véase la pág. 814). Escribamos 
algunos primeros valores de pin: pi = 2,4048, ul” = 5,5201, 
pj? = 8,6531, p,” = 11,7915. 


De la [fórmula asintótica (42) del $ 1 se deduce ¡que al aumen- 
tar el número m del cero pi, la diferencia pz — pin. debe 
tender a 1. o se puede notar incluso para los valores expuestos 
más arriba de ur (por ejemplo, uy” — pi” = 3,1330, 4 — pj” 
= 3,1384, pu pu.” = 3,1405, etc.). 

En virtud de las propiedades genorales «dle las funciones pro- 
pias de los problemas de contorno (pág. 709), tiene lugar el teo- 
rema del desarrollo : 

toda función /(r). derivahle dos veces, acotada en r = U y que 
se anule para r—=ry. se puede desarrollar en la serie que converge 
absoluta y uniformemente 


(9 = » Ad (EE -). 


ro 


donde 

r (n) 
Sa ES r) r dr 
ó Ph 


Ám== 
úá TA 


la IP = ñ a (ur. 


El segundo problema de contorno para la ecuación de Bessel : 
LZ(R) AR =0, R(r) 0, 
R'" (ro) = 0, 
]R (0) [|< oo 
se resuelve análogamente. Las funciones propias y los valores pro- 


pios se expresarán también por las fórmulas (15) y (14), donde 
po” indicará la raíz m-ésima de la ecuación 


F, (1) =0. 
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Las funciones propias del problema son ortogonales entre sí, 
con densidad r (véase (16)) y el cuadrado de su norma es igual a 


r (n) 2 2 
y? (ue rar | A la (m», 
“Aro 2 (e da 


Análogamente se resuelve también el tercer problema de contorno. 
En este caso, para la determinación de u5x? se obtiene una ecua- 
ción de la forma 


+ (1e) == (1). 


$ 3. DIFERENTES TIPOS DE FUNCIONES 
CILINDRICAS 


1. Funciones de Hankcl. Conjuntamente con las funciones de 
Bessel de primera especie Y, (+), tienen gran importancia práctica 
obras formas especiales de las soluciones de la ecuación de Bessel. 
Ante todo, deben citarse aquí las funciones de Hankel de primera 
y segunda especie HP? (2) y HS” (x), que son soluciones com- 
plejas conjugadas de la ecuación de Bessel. Desde el punto de 
vista de las aplicaciones físicas. la característica fundamental 
de las funciones de Flankel es el comportamiento asintótico para 
valores grandes del argumento. Por esto, definiremos dichas fun- 
ciones como las funciones cilíndricas que poscen la siguiente asin- 
tólica: 


H% (a) = y2s eE (1) 
HA (2) = y2o cerda BONN (2) 


donde los puntos suspensivos indican los términos de orden mayor 
de infinidad con respecto a E . Las condiciones (1) y (2) determi- 


nan unívocamente a Hi” y H”, en virtud del p. 4 del $ 1. Sepa- 
rando las partes real e imaginaria, representemos la función 
de Hankel en la forma 


VO) =I, (3) +1N,(0), (3) 
Ia = Y, (2) —iN, (o, (4) 
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donde las funciones 
32) =5 180 (2) +12 (o), (3) 
Ny (a) = 189 (2) — 119 (2) (4) 


tienen el carácter asintótico 


J (1) = Y A (5) 
ne 2 4 
2 T T 

WN, (1) = Vs Er (6) 


lo cual se deduce de las fórmulas (1) y (2). 

Como sa domostrará más abajo (véase cl p. 4 del $ 4), la 
función Y, (+), introducida aquí, es la función de Besszol de pri- 
mera especie, estudiada en el $ 1. La parte imaginaria V,(z) 
de la función de Hankel se llama función de Neumann, o junción 
cilindrica de segunda especie de v-ésuemo orden. 

Las fórmulas (3) y (4) establecen la relación entre las funcio- 
nes de Ilankel, Bessel y Neumann, que es análoga a la relación 
entre la función exponencial de argumento imaginario, cl seno 
y el coseno (fórmula de Euler). Las fórmulas asintóticas (1), (2), 
(5) y (6) subrayan esta analogía. 

Al estudiar las soluciones de la ecuación de las oscilaciones 


Uy = 0? (Uxs + yy) 


hemos visto que la amplitud y (zx, y) de las oscilaciones perma- 
nentes 


ulz, y, l)=v(x, y) e” 


satisface a la ecuación ondulatoria 


2 
Dee + Oyy HE v= Av + lr =0 (e-2) 


a 


Si la solución de la ecuación ondulatoria posce simetría radial, 
v (zx, y) = uv (r), entonces, como se indicó en cl $ 1, la función 
v (kr) satisface a la ecuación de Bessel de orden nulo. 
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De esta manera, las funciones 


CIA! ¡L 
HUY (ler ett — vo Matt) 22 a ¡=e $), 7 
o (kr) e A (7) 
He (der) As Aca vo pg ol=hr) vi is (8) 
nkr 


son soluciones de la ecuación de las oscilaciones, que tienen el 
carácter de ondas cilíndricas. Ja función HP (kr) cio? corresponde 
a las ondas cilíndricas divergentes, y la HP" (kr) evt, a las ondas 
convergentes)). 

La segunda propiedad importante de las funciones cilíndricas 
es yu comportamiento cuando - —> 0. En virtud del lema 1 de la 
Introducción, Jas funciones Hi? y N, se hacen infinilas cuando 
z—> 0 (puesto que J.. (0) es finita), más cxactamente, 1” (7), 


BY (2D. No(r) — In - y ya que J0(0)=1>30, HH (2), 


: A 1 
He (oO. YN, (a) y Para y > 0, puesto que Y, (2) — aY cuando 
a — 0. 

Las funciones de Hankel y Neumann de orden nulo son solu- 
ciones iundamentales de Ja ccuación Azur + k?r = 0, puesto que 
ástas tienen la singularidad logarítmica necesaria cnando r = 
= Y rr 4 y>0 (véase el cap. VII). Daremos (sin demosira- 
ción) las expresiones exactas de los términos principales del deosa- 
rrollo de estas fuuciones on un ontorno del punto .- = 0: 

: 2 1 2i 1 
Mti9=-—“Iln=+ .., Hita =— In—=+.... 
z n Xx 


v 


Vi En PELS REN 
pj XT 


2. Funciones de llankel y de Ncumann. Como fue indicado en 
el p. 1, loda solnción de la ecuación de Bessel de orden no onte- 
ro v se expresa mediante las funciones J, y J_,. Establezcamos 
la relación entre las funciones HQ, HP, Ny y Ju, Jos. 

Como toda solución de la ecuación de Bessel, para v no enlero, 
so puede representar en forma de combinación lineal de las fun- 


1) Si se toma cl factor de tiempo e7*%, HP (kr) e?" corresponderá 


a las ondas divergentes, y ME rre **% a las convergentes. 
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ciones Y, (zx) y J_, (z), entonces debo ser 
BA) =CJ, (0) +C4 y (0), (9) 


donde C, y C2 son constantes que debemos determinar. Para los 
tórminos principales de los desarrollos asintóticos, evidentemen- 
le, tiene lugar una igualdad análoga : 


YTransformenos el arzumento del segundo sumando a la forma 
g£ 


T my. 
(3 =G): 
nt T n Tt 
cose Ly 2) coo |(2— Pr) 4.0] = 
—C08] x y 7 )eos» sen | z E» 7) sona 
ES 4 | 2 4 


Simplificando ambos miembros de la igualdad (10) entre a 
y aplicando la fórmula de Vnulor al primer miembro, se obtiene: 


cos (2 — Fv 5) ¿son (+ m2) 
a 2 aj 


= (C, + Cacosw)cos == =) ES 


2 4 
TT T 
—Cosonmvson (+ Fv—2), 
de donde 
C, + Cacos nv =1, 
— C25s0n Tv = ¿, 
o bicn 
== 
iscn mv 
(14) 


C03s 1v — ¿sen Juv e 
(, = -=- —_—_—_—_—_——— = —(oe lav 
7 sen Tv 
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Sustituyendo (11) en (9), se halla: 
1 


HOW (2) = —- ———[Jy (3) e" — J-, (£)]. (12) 
1sen TY 
Análogamente, 
HW (2) = eS TN [Sy (2) e" —J_,(0)) (13) 
¿sen sv 


Aplicando la fórmula (4'), quo determina NV, (1), se obtiene,' de 

(12) y (13): 

Jy(2)cosiy — J-, (2) (14) 
sen nv 


NW, (2) = 


Las fórmulas (12), (13) y (14) fueron obtenidas para valores no 
enteros de v. Para un valor entero v = rn, las funciones de Hankel 
y do Neumann se pueden determinar de (12), (13) y (14) mediante 
el paso al límite cuando v—> n, Efectuando dicho paso al límite 
en estas fórmulas y resolviondo la indeterminación por la regla 
conocida, tendremos: 


O O ES 


Ov 
12) _ 1 1 oJ, EN E DY (2) | e .y* 
A, (2) Sl Ln (+) E T ( dv Y. ( :) Óv v=2 3 3 ) 
1 [(aJ, ram [ls . 
En 02) 0 m [53M e ( Óv ). : cla ) 


Utilizando la representación de las lunciones Y, y 7_, en 
forma de series de potencias, se pueden obtener representaciones 
análogas para N, (x), así como también para HyY” (2) y HP (2). 

Las fórmulas (12) y (13) se consideran comúnmente la defini- 
ción analítica de las funciones de Hankel. Existen también, sin 
embargo, otras formas de introducir estas funciones. En el $ 6 
se dará la representación de las funciones de Hankel en forma de 
integrales do contorno. 


Si v=n + e , las funciones de Hankel y de Neumann se 


expresen en forma finita mediante funciones elementales. ln par- 
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ticular, para v = > , So ticne: 


Ni(d=-J ¿(9=- Va V2s0(:-2), 
2 73 SUL nr 2 


AP) =41(0 + iN, (9) = 
2 2 2 


a ic io 


HP (2) =1, (2) — iN, (1) = 
2 2 2 


= V2lcoo(2-2)—ison(2-2)]- 20 6) 


TY 


3. Funciones de argumento imaginario. Las funciones cilín- 
dricas se pueden considerar no solamente para valores reales, 
sino también para valores complejos del argumento. En el pre- 
sente punto estudiaremos las funciones cilindricas de primera 
especie de argumento imaginario puro. 

Sustituyendo en la serie que determina J, (xr) el valor iz en 
lugar de z, se obtiene: 


: y Do (— 1) A T 2k+v qn 
IN e E 
donde 
pa 1 % 2+v 0% 
As fa 6 
Lutz) Dr mli) 0 


es una función real, ligada a J, (ix) por la relación 


an 
L,(1)=¿"J,(i2), o bien I,(1)=e ? Y, (iz). 
En particular, para v= 0, se tiene: 
2. 1( Y, td [27 Y 
No) =J, (iz) =1 (2) (2) (2) eo. (17 
rr 
De la serie (16) se ve que £, (z) son funciones monótonamente 


crecientes, que tienen un cero de v-ósimo orden cuando z = 0, 
Utilizando la fórmula (5), se obtiene que, para £, (7), debe tener 
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lugar la fórmula asintótica 


FT. (a) = V Te (18) 


para valores grandes del argumento zx. 

Análogamonte se introduce J_, (x). Las funciones f, o Í_y, 
para v no entero, son lumealmente independientes, puesto que 
en el puntox==0, f, (x) (v > 0) tiene un cero de v-ósimo orden, 
e T_, (x), el polo 27Y. Si v = n es un entero, entonces /_, (7) = 
= F, (1). 

1 ind cilíndricas de argumento imaginario son solu- 
cioncs de la ecuación 


O y* 
y +—y —= 14] jy=0 (19) 
z z 
y, en particular, Zo (7) salisface a la ecuación 


o 
Y +hy —y=0. (20) 
Conjuntamente con la función /, (2), se estudia la K, (2), que 
se determina mediante la función de Hankel de argumento imagí- 
nario puro: 


1 
K., (xr) = > ie (17), (21) 


Ky, (x) es una función real de z. En efecto, las fórmulas (12) 
y (13) nos dan: 


K, 1== (Es (2) —1I,(2)] para vaen, 
2 sen nv 


Aplicando Ja expresión asintótica de Hy”, se halla: 


K, (2) = yo o (23) 


Las fórmulas (23) y (18) muestran que K, (1) disminuyen exponen- 
cialmente, e f, (r) crecen expononcialmente cuando z-—> 00. 
De aquí se doduce la independencia lineal de estas funciones, «si 
como lambién la posibilidad «do representar cualquier solución 
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de la ecuación (19) en formu de la combinación lineal 
y = AI, (2) + BA, (2). 


En particular, si y está acotada en el infinito, será A =0 
ey = BK, (2); si, en cambio, y está acotada para x = 0, entonces 
B=0€e y =AL, (x). 

De la indopendencia lineal de 7, y K, se deduce que K, (1) 
tierno cn z = O un polo de v-ésimo orden (X, — x27Y) para v 30, 
y una singularidad logarítmica para v = 0. Tn el p. 4 se demues- 
tra que 


Ko (2) = ln — +... cuando z—0. 


En la fig. 107 se exponen las gráficas de fo (2) y Ko (z). 
A diferencia de YJ, (x) y N, (2), las funciones /, (x) y K., (x) son 
monótonas (£, (2) crece y K, (7) decrece al aumentar 2). 
La mayor importancia la tiene la función 
30d 
Ko (a) = oa HS (is). 


4. Función Ko(m). Demostremos que para la función Kg (7) os válida 
la sigulento representación integral: 


oo 
Ko(=)= j e*cbE dE > 0). (24) 
0 
No es difícil comprobar que la integral 


Fí)= ' e ohE qe (24) 
satisface a la ecuación : 
ZzwM=r+hy—y=0. (25) 
En efecto, 
Lo] 
L(F)= | orcos (ona El ob 5-1) di= 
0 
00 as 
= ! e*Ch3 gps ¿—- | ermicahrtda=35—$. 
0 0 
Integrando por partes el segundo sunindo, se obtiene: 
L- 


E 
0 0 
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de donde se deduce, precismnente, que 
L (F) =0, 
Haciendo ch¿=n, so transforma la integral (24”) para F (x) como sígue: 


on 
en 
Pin= | ——= du, 
Jj Y —1 
Aplicando esta fórmula, se puede estudiar el comportamiento de la fun- 


ción /(x) cuandn r—oo. Efectuando una vez más cl cambio de variablo 
z (n—1)=E. 


«e oblicno: 


E= í E A dE a q Fi (um. 
AAA 


Cuundo £->o00, tendremos: 


or —b 9 c0 va Ñ 
lim Fi (2)= (Bam | ct aX Y. 
¡VES VE] DC 
En cowscenencia, para valores grandes de z será 
: VI 
Fin —=—— (1 4 8), 
vi 


donde r—>0 cuando r-—>00. Do oquí se obtione la fórmula osintólica 
/ nm : 
E (===), ED, (2 


donde fos puntos suspensivos indican los términos de orden mayor do ¡ufi- 
nidad La función F (2), introducida mediante la integral (24'), es solución 
de la ecuación (25), acotada cn el infinito; por esto, deln: ser 


F (2) == BRo (2). 
La comparación de las fórmulas asintólicas para Ko (<) y Fo (7) demuestra 


que A = 1 y, por lo tanto, 
a .] 


Kata j eAchE dE (>0). (24) 
0 


Estudiemos ol comportamiento de Ja función Xy (7) cuando y — 0. 
Reprosentemos la integral 


00 
Ko (7) = En) El er 
o (1) — die Ve=l 
on la forma 


oa» 


—» 
K,y (tx) — | a dk  (29=4). 


y) VEA 
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Descomponiendo esta integral en tres partes: 


A A pod 
| de (eh tar, echa 
Ko (2) > ! yaa? ! Vi=ma +1 Via" 


donde A es cierta constante auxiliar, se observa que cl primer sumando 


es igual a 
lá A+ Y A3—z7i 
z 


y el segundo y tercer sumandos están acotados para z — Ó. De aquí se sigue 
que 


=-Inr.:..., 


Komae=—=Inz 2... Int+..., (27) 


donde los puntos suspensivos indican sumandos que permanecen finitos para 
zx = (). De esta mancra, la función Ko (2) es solución de la ccuación (259), 
tiene una singularidad logarítmica cn el punto z = 60 y decrece exponen- 
cialmente cuando x — oo. 

El siguiente problema da la interpretación física de la función Ko (z). 
Supongamos que en el origen de coordenadas actúa una fuente estacionaria 
de gus inestable de potencia Qo. El proceso estacionario de la dsfusión va 
acompañado por la desintegración del gos y se describe por la ecuación 


i 0 Ju i 0u 
Au —x*u O (+ 37) rr (28) 
(92). 


donde B es el cooficiente de desintegración y D, ol de difusión. La función 
de Ja fuento de esta ccuación posee simetría circular y, por lo tanto, satisface 
a la ecuación 


1d du 
o 


además, la función de la fuente tiene una singularidad logarítmica en cl 
origen de coordenadas y está acotada cn el infinito. De aquí se deduce que 
la función de la fuente es proporcional u Ao (%r): 

G= A Ko (xr). (29) 


Para determinar ol factor A, apliquemos la condición de la fuente 
lím | (—0 57) 4:=00 (30) 
e>»0 
Ke 


n 

Ur 
donde la integral del primer miembro expresa el flujo de difusión a través 
de la circunferencia Kg, de radio e, con contro en la fuente. Sustituyondo 
en esta condición la [unción € = A Ko (+*r) en lugar de . y tomando en cuenta 
la singuluridad logarítmica de Ky (x) para z = O, se obtiene: 


e>0 e) 


lim [=f DE as) =líim ¿ 02neA +) == 2nAD =0Qo. 
Ke 


$ 3. DIFERENTES TIPOS LE FUNCIONES CILINDRICAS 735 


De aquí quo 


on Ko(xur). (31) 


Ja fórmula integral (24) para Ko (7) se puede obtener partiendo de sencillos 
razonamientos físicos. 

Analicemos el problema no estacionario de la difusión de un gas con 
desintegración. Supongamos que en ol origen de coordenadas se halla una 
fuenta de potencia Qy constante, que actúa a partir del momento t == 0. 
Supondremos que en el momento inicial ¿ = O la concentración del gas es 
igual a cero en todas partes. La concentración u (7, y, t) debe satisfacer a la 
ecuación 

DAu — fu = Uy (32) 
y a las condiciones complementarias correspondientes. La ecuación (32), 
mediunte el cambio 
t 


pd 
u==ue"B , 


se transforma en la ecuación habitual de la difusión 
DA =U+, 


para lu cual la función de influencia de la fuente puntual Lione la forma 
r3 


E 401 (D= a). 


ra 


1 
GC = ——_——, 
(Q Yan u— y)? 


Do estu modo, la función de influcncia de la fuonte puntual instantánca 
para la ccnación (32) os igual a 


ri a 
o PENA, 
2 UVID(I—Y 


La función de influencia de una finto do potencia Qy, que actúa en 
forma coutinua desde £-=0 hasta e] momento t, se expresa por la fórom la 


t r3 : 
E 1 “muuy Po 
60) ny" ds 

á 

Introduciendo la nueva variable 
Uit, 
sa Obtiene: 
a ! ri 
ánb ) q' 
0 


La función de la fuente que corresponde al problema ostacionario, so 
puede hallar pasaudo al límite cuando (—=oo on la fórmula precodente: 
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Transformemos esta integral mediante el cambio 


0 := cet, 
siondo C cierta constante: 
09 rn _ e 
O A 
— AnD es 
00 
Exigilendo que se cumpla la igualdad 
y2 
ato 


se halla: 
A SO , ra — == E $ xr A B 
=p e e VE (1 =-3)- 


Do aquí se deduce que la [unción estacionaria de la fuente tione la forma 


00 00 
n_ Go —ArchtE yr Go xr ch E . Go , 
G = 4D e ==>. py j c dE -— 5D Ko en, 


De esto modo, ol problema estudiado aquí conduce a Ja representación 
integral (24) para la función K/ tz). 


$ 4. REPRESENTACION DE LAS FUNCIONES CILINDRICAS 
EN FORMA DE INTEGRALES DE CONTORNO 


1. Integrales de contorno. Consideremos la ecuación de las 
oscilaciones uy = 0? (Uxg + yy) = a? Azu y busquemos su solu- 
ción en la forma yu (z, y, t) = 0 (r, y) €'2!; para y (7, y) se obtiene 


la ccuación Ayu + 1év =0 G = =) . Sus soluciones partica- 


lares son las funciones v==e+tikx y p==etity: amplitudes de 

las ondas planas u = elletar) y y = ettot*hy, que se propagan 

a lo largo del eje x y del y respectivamente. La onda plana que 

se propaga en la dirección Y tendrá, evidentemente, la forma 
p= e=ittr) = e-thxc0sq+ys:nq) — e ihr cod Ga) 


TT = FrC08A%, y = T Sen a, £ = 1 (cos q, sen q). 


Si a = 5» en el eje y la amplitud de la onda que incide 
con «un ángulo q sobre el eje xr, es igual a 


vL= 7 ¿kr sen 7. (1) 
Buscaremos la solución Z, (x) de la ecuación de Bessel 
Ly) = Y + xy + (4 —v)y=0 (2) 


en forma de superposición de ondas planas del tipo (1), conside- 
rando que q = q + ia es complejo y denotando kr=z 
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Hagamos 
Zo (2) = ) K (x, p) D, (ip) dp = y e ESA (pde, (3) 


dondo € es cierto contorno en el plano p = q, + iqa, K (x, q) = 
== gixseno, (O, (q) es un factor de fases por ahora indetermi- 
nado. liscojamos C de forma que la integral (3) converja, y O, («) 
de modo que esta integral salisfaga a la ecuación de Bessel. Halle- 
mos, primeramente, WD, («(.). suponiendo que la integral (3) con- 
verge y que se la puede derivar bajo el signo integral. Calculemos 
£L(K). Teniendo en cuenta que Ky¿= —ixcos pK, Ko => 
— ix sen qK — xl cos? qK, K, = —1 sen pk, Krs = —sen? A, 
se obticne: Ko: ak Ha K = K (2% cos? p — ix son q) = 
= —Kup. L(K) = —(wWK 51- Korg) y. en consccuoncia, 


L(£,) =— ) (Kyo + YX) O, (q) de. 


Inltegretnos por partes, considerando que los términos sin inte- 
grales so anulan (en el infinito, si el contorno se aleja hacia el 


infinito): 
N > 0 oK 0D 
L(Z)=— Y (O + viD,) K dq — Zo, 2E - £ ha =., 
(Z,) yl e má eos sd 
A ) (0, + v"D,) K do. 
Pura que sea £(Z,) = 0, es suficiente que 
Di 4- vb =0. 


Tomemos D, = eiv?, Entonces, será Z, (7) -= Let son 9 4twS dp. 


Para la convergencia do esla integral, es suficien te que se cumpla 

Re (ix sen q) = Io (¿ix son (y -E ¿qa)) = —x cos 41 sh pa > 0 
(y = q. + ¿qp»). 

Esla condición se cumplirá para x>0, si 


p2 <0, —- 5 + 2n< p< G +2len, 
v bicn 2 7>0, 


n Jn... 

di k==>=1, +2. ... (4) 
in la fig. 95 se han rayado Jas regionos por las que debe pasar el 
contorno. En calidad de (! se puede tomar cualquier contorno 
cuyas ramas asintóticas se hallen en las regiones rayadas. 
11—1053 
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- 71 ¿00 % He, 00 
4 AGE sy 
, PÍO 7% 


Fig. 965 Fig. 96 


2. Funciones de Hankel. Fomemos dos contornos: C,, que es el 
contorno formado por la semirrecla (—ioo, 0), el segrnento 
(0, —x) y la semirrecta (—x1, —x3t + boo) y el contorno Ca = (too + 
+x, 10) + (51, 0) + (0, —too) (fig. 96). Las integrales corrospon- 
dientes (3) determinan las funciones cilíndricas 

—tx sen p+lvo 


BPO=—= e dp, k=1, 2, (5) 
A 


En el p. 6 so domostrará que las funciones HS” (2), definidas 
mediante las integrales de contorno (3), coinciden con las Íuncio- 
nes de Hankel que fueron introducidas en el $ 3. Para esto, será 
suficiente probar que las funciones (5) poseen la asintótica 


mm Y Zea. a Y Le. 


Tr 
Ay = TO > (6) 


Aplicando la definición (5) de las funciones de Hankel 
Hy*? (x), so pueden obtener las fórmulas de recurrencia 


ER HP, HR PR — HP (o, di, 2. 


v—i 


Deduzcamos la primera fórmula. Tomando en cuenta que Dy,y + 
+ D,., =2c0800D,, O, = etve e integrando por partes, sé 
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balla: 
2 —jix iv 
HR q M0 pd 
A 


SO 44 f (7 tx sen o+lvo do=2 HW (2). 
XIITUC Ch Tí 


Do (5) y de la fórmula J, (x) = > (HP + HP) se puede obte 


ner la representación en forma de una integral de contorno para 
la función de Bessel Y, (7), haciendo 


O A A 


donde Co = C1 + Ca es el contorno formado por la semirrecta 
(a + ¿oo, 0), el segmento (1, —1n) y la semirrecta (—x, —su + 
+ ¿oo). El sentido del recorrido se indica en la fig. 96. 

Para demostrar que la integral (7) da efeclivamente una fun- 
ción que coincide con la de Bessel, introducida en el $ 1, hay que 
demostrar que ésta se desarrolla en la serie de potencias (15) del 
$ 1. Para esto, necesitaremos ciertas propicdades do la función 
gamma. 


3. Ciertas propiedades de la función gamma. La función gamma 
T (s), como e€s sabido, es la integral 


T (s) = fosa dx, (8) 


donde s es, en general, un argumento complejo, siendo Re $ > 0, 
Además de las propiedades elementales ?) 


P()=1, r(3)=v5, P(s4+ 1)=:<T (39, ete., 


nos será necesaria la propiedad 
Tu 


T(s) TP (1 —93) = o ; 


(9) 
En efocto, 
T(ST(1=9)=f fe “+47 dz dt, 
00 


1) Véase B. M. Budak, S, V. Fomín, Integrales Múltiples y Series, 
ed. ¿Naúka», 1965 (o también P. Puig Adam, Cálculo Integral, Madrid, 
1981 — N. de la Red.). 
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Consideraremos a esta integral como una integral doble, y efec- 


5 . E 3 y 
tuaremos un cambio de variables, haciendo E =x+t9y=—. 


t 
iba Sn — Ex = —(1 9, se obtiene dx dt -=- 
,dEdn _ ndn 
= E — »—É 9 ) nt Man mes 
== dedy y T(sT (1 —s) ES O: eel pnl 


La sal del segundo miembro se entcula mediante residuos, 
y es igual a ze/sen ns?), 

Para la función gamma tiene Ingar la representación en forma 
de la integral de contorno (integral de Riemann—Hankel) 


Ps) = (2 — 19 eg! de, (10) 
v? 


donde y es cualquicr conturno (en el plano de la variable com- 
pleja q =- qu + 2ep2) de la forma indicada en la fig. 97; este con- 
torno va desde +00, rodea el punto q = 0 y vuelve nueva- 
mente a YJ-00. Yl integrando f(p) = e7op "1 = evela- 1109 
que es función de Ja variable compleja q, tiene el punto de rami- 
ficación (p = 0. Efoectuemos un corte a lo largo de la parte posi- 
tiva dol eje roal, haciendo arg q; = 0 en el borde superior del corte 
y arg q =>: 2xx en ol inferior. En virtud del teorema de Cauchy, 
el contorno y se puede, sin cambiar da magnitud de la integral 


y F(q) dq, deformar arbitrariamente, siempre que se rodee el 


punto p «<= 0 y que los exlremos se mantengan en +00. Tomemos, 
en calidad de y, ol contorno formado por la semirrecta (+00, e) 
en cl borde superior del corte, por la circunferencia C¿ con centro 
en p =0 y radio e y por la semirrecta (e, +00) a lo largo del 
borde inferior. Entonces, será f (q) =e-*+(*- 09% en el borde 
superior y f (q) =el*- 02xi-4a+(2*-1190 en el inferior, dondo ho 
toma valores reales, de forma que 


[ego didas eya dr+e le— a eta] e “Tp td. 
V sE "6 


(11) 


3) Véase M. A. Lavrénbiov, B. V. Shabal, Métodos de la teoria de funciones 
de variable compleja, 1038. 
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Demostremos que la integral tomada sobro C, tiende a cero 
cuando e —>0, si Res>>0, Efectivamente. |e-*| está acotada 
en Co, 


[4 200 nl y le Or y gsi AE $ 5 e Si, 
y 
14 ep dol < Alnee” EP, cuando e +0 (sy > 0). 
e 


Por esto, el paso al límite en (11) nos conduce a (10). 

La fórmula (10) determina la función analítica I' (s) a la dere- 
cha del eje imaginario. En virtud de la continuación analítica, 
esta fórmula es válida para todo el plano y T' (s) se representa en 
forma del cociente de dos funciones enteras. Para s = —n (n >-0), 
T (s) tiene polos. 

Es justa la fórmula 


1 PEN —P 81 
—_—_——— d 1 
T (s + 1) ET ! E id el 


Esta se deduce de (9) y (10). En efecto, 


1 _ sen (s+ 1) A PA. N=g= 
IP (s+ 1) ni 7 
=ixa 118 
e “ 291 G a e —-q == : 
0 a Dye da 2xi je pl y 


4, Representación integral de la función de Bessel. Mostremos 
ahora que la función 


FJ, (2) = — 5 ese erivo q (13) 
0] 


se desarrolla en la serio (15) del $ 1. Para esto, transformemos 
el contarna Cy (véanse la pág. 740). haciendo p= Feo 
(x > 0). De la tabla 


Q io+n ax > 0 —n —n+ io 
ex El 2 Ton 2 alan as 
p Di 2 2 
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Fig. 98 “(AS ——==— = 


E 


se aprecia que Cy so transforma en el contorno y, indicado en la 
fig. 98, el cual está formado por la semirrecta (+00, y) ] 


la circunferencia C* de radio 0,5x y la semirrecta (0,5r, +00). 
Calculando 


— trson p= — o (et? ¿tr = 


O E 
2 N2p z 4p 


trausformemos la integral (13) a la forma 
A NY 
e *6(2) pun YO (29%). (14) 
Zn y 2p p p 


Sd ; 
Desarrollemos exp (35) en serio de potencias y sustiluyamos 


en (14): 


. 00 PA 
J, => (0,52) E RFV+D go, 


=0 P(k + 1) 
Aplicando luego la fórmula (12) para 1/T (k + v + 1), se obtiene: 
Ñ | = h 1 E A+ 
Á, = == 1 ÉK— e =) i 
E) DI ) CF Dl rkptN2 


"De este modo, la función (13) es la función de Bessel Y, (x), intro- 
ducida en el $ 1, p. 1. Transformemos la integral (13), divi- 
diéndola en tres partes: por el oje q, (desde —x hasta 3) y por 
«las ramas infinitas. Para el cálculo de la integral por las ramas 
(Hr + too), introduzcamos una nueva variable, haciendo q = 
—= E + 1 respectivamente. Como resultado, se obtiene, para la 
función de Bessel de v-ésimo orden, la siguiente representación 
integral: E 


n ou 
J, (2) => = 3, ges tivo o =—= ¿Emi e (15) 
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Si vn es un entéro, entonces sen xv = 0 y 
to; 
FA (=> $ € ix sen p+ing de. (16) 
Tx 


De aquí se deduce, en particular, que para la onda plana e-*sen e 
tione lugar el desarrollo en la scrie de Fuorier 


00 
et sen y pon > E (1) A 
n=) 


puesto que (16) es la fórmula para el coeficiente de Fuorier de 
este desarrollo. Haciendo y = y + 5 y teniendo on cuenta que, 


en virtud de la periodicidad del integrando de (16), se puede 
efectuar la integración sobre cualquier intervalo de longitud 2x, 
se obtiene la segunda fórmula integral: 


Jn (2) == — de e” trcos HrHinvd dv, (17) 


que corresponde al siguiente desarrollo de la onda plana: 
¿Ticos y (as DS (e 7*", 
y ==. —00 
En particular, para n = 0 tendremos: 


So (2) = = $ ¿Tt=008 Y (18) 
Tx 


5. Representación integral de IC, (0). Demostremos que para la 
función K, (x) de argumento imaginario, definida por la fórmula 
(véase el $ 3) 


1 
K, (2) = 5 iez "0 (ig), (19) 
tiene lugar la representación integral 


Ky()=>3 | PENE 2>0, (20) 


De aquí se aprecia que K, (x) es una función positiva real, 
monólonamente decreciente. Para v = 0, la fórmula (20) nos da: 


Ko (2) = j esta (21) 
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% € 


SOON 


SS5555555 


NS 


Fig. 99 


y 


SS" 


SS 
SS 
SS 


Para la demostración de (20), utilicemos (19) y la representa- 
ción (5) de la función A". Sea C; y el contorno (fig. 99) cuyas 
purtes verticales del camino de C, tienen las abscisas —n — y 
y y (p < 0) on lugar de —x y 0; en partienlar, será Cr, . = Ci. 
En virtud del teorema de Cauchy, el cambio de C, en (5) por el 
contorno Cy, y no influye en el valor de la integral, si para | q» ] 
grandes se cumple la condición de convergencia de Ja integral 
Re (—iz sen q) <0, donde x= x1 + ia, q = Q + iq. Fn 
virtud de (19), nos interesa la función de Hankel AP (ix) de 
argumento imaginario puro. La condición de convergencia para 
1 =0, 2= ix, q = y tieno la forma xzxesen q, ch pz < 0, 
o bien x2sen p < 0. Tomaremos el contorno C, rx Pata y -- 

(LT 


T a] . . 5 
A Sustituyamos x2 por z 0 introduzcamos la nueva vuria- 


ble de integración E, haciendo p = — + tE; entonces dq = 


= idi, sen y = cos lE =chéE y la integral (5), tomada sobre 
Cs, y, adquiere la forma 


= E nes 
AY (n= — IS $ ¿CEDE ge 
eS T > 30 


De aquí y de (19) se deduce (20). 
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6. Fórmulas asintóticas para las funciones cilíndricas. Demos- 
tremos, utilizando el método del descenso de máxima pendien- 
tel), que para las funciones H'** (x), determinadas mediante las 
integrales de contorno (3), lienen lugar, para valores grandes del 
argumento real > 0, las siguientes fórmulas asintóticas: 


e TE 
NU (== vz (« 2 YA y o (32). z>o0, 


nr 
rr Y Lo). 22) 


De aquí se seguirá, en virtud del p. 4, $ 4, que las funciones (5) 
coinciden idénticamente con las funciones de MHankel introducidas 
en el 5$ 3 mediante las fórmulas (12), (13). 

De Jas tórmulas H" =J,+N,, HP =J,—iNy y de 
(22) se obtienen Jas fórmulas asintóticas para las funciones de 
Bessel J, (7) y los de Necumano /N, (5): 


Y, (1) = YV2cos (> pe z> -2) E o( 3) ; (23) 
N,(z)= Vi sen(s-2>-2)+0(-5). (24) 


Recordemos que en el p. 4 hemos demostrado la identidad de 
las funciones JJ, (2), introducidas mediante las integrales de con- 
torno. con las funciones Y. (7), introducidas en el $ 1 mediante 
series. 

Al deducir las fórmulas asintóticas (22), utilizaremos las inte- 
grales de contorno (5). Es suficiente efectuar los razonamientos 
para ASF” (7). El integrando 


et sen SiS. z > O, 


da la fórmula (5) no tiene singularidades en una parte finita del 
plano de la variable compleja q. 

Por esto, en virtud dcl teorema de Cauchy, el contorno de 
integración se pucde deformar arbitrariamente cn el plano finito, 
con la condición de que las asíntotas de las ramas del contorno 
quo se alejan al infinito se hallen en las mismas bandas rayadas 


del plano q que para ol contorno C;,. Si el contorno escogido C, 
se halla enteramente en la zona rayada (fig. 100), en todos los 


3) Véaso M. A. Lavróntiov, B. M. Shabat, Afetodos de la teoríu de las 
funciones de vartable compleja, cd. Fizmatguiz, 1958. 
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SS 


SS 
SS 


SS 
SS 


% 
AS 
ES PES ' 
Fig. 100 ai 


puntos en que sen y % 0, el integrando tiende exponencialmente 
a cero cuando <> oo, puesto que Im sen p < 0. Si partes aisla- 
das del contorno pasan por la región no rayada, en estas partes 
tienen lugar fenómenos complojos de interferencia en el integrando. 

Para estudiar el comportamiento asintótico de la función 
H?” (zx) para valores grandes del argumento x, es conveniente 
escoger el contorno Cy de forma que se halle enteramente en la 
región rayada. Este contorno pasará, evidentemente, por el punto 


=> en el cual la parto real Re (—¿ sen p) = cos q, sh q» 


se anula. Para x—> oo, el integrando no tiende uniformemente 
a cero en un entorno de este punto; por esto, la parte principal 
en C,, cuando x-—> oo, es la integral por un arco pequeño que 
su 
7 2 
escoger Cy de forma que el factor e-t*sn9 disminuya en ésta 


contenga al punto p = —-> . Desde este punto de vista, hay que 
en la forma más rápida al alejarse del punto p = — 5 . Analice- 
mos la «topografía» do la función e-'**2* en un entorno de y = 
= — 5 . Hagamos q = — 5 + seió, Para valores pequeños 
de s, se halla: 


— 1 sen p= ¿cos (se?) — JE on +.. .)= 
Lan +11 Leona) 
= sono 4 11 y 00320 +... 


Para la parte real Re (—! sen p) = a s* gen 29, el punto 
s=0 es un punto del tipo montura: en las bandas rayadas esta fun- 
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ción es negativa, en las no rayadas, positiva, y para s=0 
(p = —1/2) se anula. La dirección Y = 0, = — Sr será, eviden- 
temente, la dol descenso (decrecimiento) de máxima pendiente 
para la función — sen 20, De aquí se deduce que también para el 
módulo de la función e—ix seno, el punto s = 0 es del tipo montura, 
y 0, = — z corresponde a la dirección del descenso más rápido. 


Tomemos el contorno C, de forma que contenga al segmento 


roctilíneo Cías (—e<s< €), que pasa por el punto 9 =0 
i 14 5 s $ 
(p =— 5) bajo un ángulo de 0, = — “7 Y qUe sus ramas, 


que se alejan hacia el infinito, se hallen enteramente eo Jas regio- 
nes rayadas (fig. 100). 

Il integrando en (5) decrece cn forma exponencial al alejarse 
del punto s = 0. Por esto, se puede escribir, con exactitud de 
un sumando que disminuyo exponencialmente: 


ad sn 
qe (2) = — =s e tx sen 9+ivy dp Y = $ sl q + 1) de A 
C, 6 


puesto que a lo largo de C;¿ se tiene que p = — > + setn0s, 


1% s? EE 
dp = e Las, —t sen p =—>3 + l, ecyPZOOC Bd, y os varía, 


desde e hasta —e. Introduzcamos las notaciones É = Y | 


dE = a ds, a = yz . Entonces, 


4 y20 2-2) % a 
7 AE — 2 E 
IT, (1) == a t Ve dE, 


—2Qa 


ta 
S1 x>o00!1), es decir, a-»oo, entonces | e UB di 
—e% 


> Y edi = Y xa. De aquí se balla cl primer término do la 


3) El orror quo se efectúa al cambiar los límites finitos por los infinitos 
tiene carácter exponencial de decrecimionto, puesto que 


vo 
¡ E ETA 
7 
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fórmula asintótica (22). Los términos siguientes del desarrollo 
se pueden obtener si se toman los términos de orden mayor de 


infinidad con respecto a s. La apreciación O (5) para los 


términos restantes de (22) se sigue del p. 4 del $ 1. 
Obsérvese que el método dol descenso de máxima pendiente, 
expuesto más arriba, o método del punto del tipo montura, ge 
puedo aplicar a la obtención del desarrollo asintótico de muchas 
otras funciones que se representan en farma de integrales de con- 
torno, así como también para Hjy'*(x) cuando v == z-—> 00. 


8 %. INTEGRAL DE FOURKHIER—BESSEL Y CIERTAS 
INTEGRALES QUE CONTIENEN A LAS FUNCIONES DE BESSEL 


1. Integral de Fouricr-Bessel. llallemos el desarrollo de una 
función f (7) dada en jnlegral por las funciones de Bessel, La inte- 
gral de Fourier para la función f (1) y correspondieutemento para 
la función de dos variables f(x, y) tiene, como es sabido, la 
forma 


105 de SETA, 0 
y $ $ duda | [Eee Dt gd, 
(2) tm e 100 o 2) 


Introduciendo las coordenadas polares mediante las relaciones 
x=rcowsqp E=pcosp p.p=d4cosÉ, 
y =rsen q; n=psenwy; y =4Asgsen E, 
se obtiene: 
de dn =p do dy, du dp = A didi, 
pr + py = Ar cos (E — 0), 
BE + pin = Ap cos (y — 8). 
Suponiendo que f(x, y) tiene la forma 
May=1me", (3) 


donde n es un entero y transformando la integral de Fourier (2) 
mediante las relaciones escritas más arriba, se halla: 


00 so x 
Fr) ¿o $ $ (0 p dp E PELA $ gr ens PH ini) dex 
90 21 5 


: dE E 
Xx e ne. > 4 ¿dp cos (Y—¿)+ in(e Yap. (4) 
2 —" 
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Apliquemos las fórmulas (véanse (16), (17) del $ 4, p. 4) 


da (2) = 3 plenos Etinz 7! EN de, E p— ») l (5) 


1 2 id A y A 
I= Y CSC dE E=a+ E) (6) 
Como los integrandos de (5) y (6) son funciones periódicas de ¿ 
y E' y, por esto, se puede integrar sobre cualquier intervalo de 
longitud 2x, se puede escribir: 


it? : ] ) de 
> pl? cos (¡—ENY+int—ts de an e (2) ez, (7) 
—xn 
4 3 Ticos Ha ón 
E eg dE =Y, (z) e e, (8) 
21 n 


donde E, y €, son números arbitrarios, Sustiltuyendo (7) y (8) 
en (4) y simplificando ambos miembros entre et”?, 30 obtiene la 
integral de Fourier— Bessel: 


f (r) = $ $ (0) Tn (Ap) Sn (Ar) A dp de, (9) 
o bien 
1 (r) = $ ()J, (Ada, 
donde 


ho 


p (A) = ! 0) Sn (Ap) p de. 


Para que el desarrollo en la integral de Fourier—Bessel sea 
posible, es suficiente exigir que Ja función f (r), definida en el 
intervalo (0, 00), salisfarn «a las condiciones siguien les: 

1) f(r) es continua en el intervalo (0, 00); 

2) f (r) tiene un número finito de máximos y mínimos on todo 
intervalo finito; 

3) cxiste la integral 


$ 21/16) 1 de. 


No nos detendremos en demostrar esto. 
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2. Ciertas integrales que contienen las funciones de Bessel. 
En distintas aplicaciones se encuentran con frecuencia integrales 
definidas que contienen las funciones de Bessel. 

Una de las integrales más generalizadas de este tipo es la 
siguiento: 


1 
Vp* + 2 
Para demostrar esta fórmula, sustituyamos J¿ por su expresión 
integral ((16), $ 4) y cambiemos después el orden de integración. 


= [es pr) da (>0). 10 


00 al T 
B,= $ e”*"J, (pa) dh = A ¡ Pdf e Prenr go 
2x 5 


od y —(1+14p cen p)A ds do aaa 
22  ú 21 x Z-+ Ip sen q 
a _ zdp A: EE Ls 
27 “22 + psp 2-2 + p sen tp 
17 2 do 
==) 2 2 ni 
02 +p sen q 


puesto que 
¿ sengdp 
a ai 
1 + p*sen y 


en virtud de que el integrando es impar. 


Haciendo pri = después Y/ 2 
primero tg p = É£ y después z3 E =D 


se obtiene: 
4130  _ 2 e 

qe ar ri de q Fipsenp 

a Po O 
RIZADO a Vii Vigo 


con esto, queda demostrada la fórmula (10). Aplicando (10), 
se halla de inmediato: 


fz, (pa) e”* a=2(1 - E). (14) 
p ¿o 
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Haciendo en las fórmulas (10) y (11) z = ia y separando las par- 
tes real e imaginaria, se obtienen varios corolarios: 


1 
Vea?” 


o (pA) sen ad dk =0, 


Jo (pA) cos ad di = 


para p>>a; (12) 


ajo” our 
a 


F, (pA) cos ad di = — 
J, (p%) sen ad di == 
> pVp—a 
Í Jo(pA)cos ad di —=0, ] 
1 y para a>p; (13) 
$ Jo(Om) son ad dr vara 
Va —p! 
(J (pm cosaidr=2 (1 7). 
0 p a Ve 


pe para a>p. (13) 
! Y, (ph) sen 22 di = 0 


Demostremos la segunda fórmula integral 


Ba=AJ, 14% 94H q) — 1 (2 y a 14 
7 $ (Ap) e cra tera Y (14) 


Sustituyamos en esta fórmula, en lugar de J,, la serie de poten- 
cias e integremos término, a término (t >> 0!): 


B,= Y E da. 
=D (+1) (4 +v+1) 0 


Calculando la integral auxiliar 


S 9242041 14? di 1 $ PS di= 


1 
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se obtiene: 


Bso (2) y EA 2) e 
24 N 21 / 150  hl 4! 2t N 21 


que es lo que se quería demostrar 

Obsérvese que el cálculo de B, se puede efectuar análogamente, 
desarrollando Ja función de Bessxel en serie e integrando luego 
término a término. 

Estudiemos la integral 


20 e Yi—=H2]21 
C=VY Jo (Ap) ——— 4 dh. (15 
dl VR pe 
No es difícil comprobar que ésta es la solución de la ecuación 
7H ae 2) 
do+ ku=0 (a ==). 
e de ua e 


La función 
A (r= “pe + 7) 


satisínco también a la ecuación ontdulatoria (7 > 0) 
4 a? pits 
r dr r 
¡Kkp 
Desarrollemos la función vo (p) = <= cn la integral de Fourier— 
Bessel 


li 90 
Ca | FWMIpNAd, (16) 
Pp u 
donde 
P (0) =$ 3, (4) dp. (17) 


Para cl cálculo de la función F (A), apliquemos las fórmulas (12): 
1 
—_—, Si A>% 
F()= | J,(%p) (cos kp + ¿sen kp) dp =| TE | 
0 TIA A 1 
(A VER 


si k>4. 
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De exte modo, 


ene. > Ada 
A , 18 
a ! o (AA) e (18) 


os decir, Ja función 


TE A A 
Ve+2 


coincide con la integral € (p. z), para z = 0. Así, pues, ambas 
fuucionos, 


vo lp. 2) y Cp, 2), 


son soluciones de la ecuación ondulaloria, coinciden para z = () 
y ticnen en cl punto 3 -= 0, p =0 igual singularidad. 

De aquí se deduce que éstas sun idénticamente iguales, es 
decir, que 


+12) 71 gua Upirzz 


$ Lo (dp) = (19) 


A di = ; 
“— kE Vi+ 42 


La fórmula obtenida fue utilizada ampliamente por A. Sommerfeld 
en sus investigaciones físicas y se Mama con frecuencia fórmula 
de Sommerteld. 


D prarkTE 
FUNCIONES ESFERICAS 


Lius funciones esféricas fueron introducidas a raíz del estu- 
dio de tas soluciones de la ecuación de Laplace y. en particular, 
de Ju teoría del potencial. lín el $ 4 se estudian los polinomios 
do Legendre, que se ntilizan después para escribir las funciones 
csferoidales y esféricas ($ 2). Jas funciones osféricas syn un apa- 
rato muy efectivo para la resolución de muchas problemas de Ja 
fisica matemática. 


$ 1. POLINOMIOS DE LEGENDREF 


1. Función genecratriz y polinomios de Legendre. Los polino- 
mios du Leyendro están estrechamente ligados a la solución 


fundamentul de la ecunción de Laplace + , tonde A us la distan- 


cia desde el punto 4 hasta un punto [ijo My. Sean r y r, los radios- 


4R—1043 
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Mo ——_ 3 M 
Fig. 101 a le) pr 


vectores de los puntos M y M,, y 8, el ángulo entre éstos (fig. 101). 
Es evidente que se puede escribir 
4 1 


——===== para r< Fo, 

o V1 —2 
A A (1) 
R VA + wr? — 2rr,c050 EE para r>>FPo, 


r V14p— 2px 


donde z = cos 0 (—1 <:<1)yp==<t obienp=H<f 


(en ambos casos, p es menor que la unidad). 
La función 


Y íp, )= : 


Vi4p—2pr 


se llama función generatriz de los polinomios de Legendre. 
Desarrollemos la función Y (p, z) en serie de potencias de p: 


—=1<1x<1) (2 


ES (p, x) > sd P, (x) p”. (3) 


Los coeficientes P, (z) del desarrollo (3) son polinomios de 
n-ésima potencia y se denominan polinomios de Legendre. 

En virtud del teorema de Cauchy, do la fórmula (3) se dedu- 
ce que 


1orvY 
ni dp” 


=7 1 YE 2 qe, (4) 


p=0 2105 pan 


donde C es un contorno arbitrario cerrado, en el plano de la varin- 
ble compleja £ = € + in, que contiene al punto Z = O, Haciendo 
ViI-2Z+FE=1—€( se halla £=2(2 — 2)/(27 — 1), 
di = 2 (1 — [z) del(e — 1), Y (E, x) de = 2d2/(2* — 1). 
La fórmula (4) se escribe entonces como sigue: 
3 (2 — 1) 
A A (5) 


9T+Haj ¿ (z ae 


doude C, cs un contorno arbitrario que rodea al punto 2Z = 2. 


$ 1. POLINOMIOS DE LEGENDHE 755 
Teniendo en cucnta que 
1 2 — 1)" 
7 EDO da=(2 1) 
2x1 IL 


y aplicando la fórmula para la derivada 


da op(—1y” (é — 1)” 
27d AS aa" 
se obtiene, de (5), la fórmula cad P, (x): 
”n 
Pr (2) = e | 7 lr — —1)"] (6) 


De la fórmula (6), se aprecia directamente que: 1) P, (x) es 
un polinomio de grado n: 2) P,, (z) contiene sólo potencias de x 
de la misma paridad que cl número n, de forma que 


P, (— 1) =(— 1)" P, (2). (7) 


Haciendo zx = 41, hallamos: 
1 a bad , 
Yo, 1) =———=1 Hp HO A = Y PA (o, 
1 — p n=4 


es decir, P, (1) = 1 y, en virtud de (7), 
P, (—1)=(— 1)”. (7) 


La fórmula (6) se llama fórmula diferencinl de los polinomios de 
Legendre, o fórmula de Rodrigo. 
Obsérvese que de (1) y (3) se deduce el desarrollo del potencial 


] ( 1 y (4) P,(c0s0) para r<To, 
a A AS (8) 
R so l 2 
A Y (2) P,(c0s0) para r>rTF. 
Fr nu r 


2. Fórmulas de recurrencia. Derivando Y (p, 1) con respecto 
ap y az se obtienen las dos identidades 


(1 — 2pz + 9) Y, — (1— pp Y =0, (9) 

(1 — Zpz + p Y, —pY =0, (10) 

Fscribamos el primer miembro de la fórmula (9) en forma de 
serie de potencias con respecto a p, sustituyendo la sorie (3) para Y 
48+ 
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a 
e 


yla Y, Y) (n= 1) Pap (0) pp". VL cocficiente de p” de la 
mo. 
serie oblenida es, en virtud de (9), ienal a cero para todo x: 
(ed DP yr (a) — 2(2n 4 14, (2) + Pm 1 (2) — 0 (11) 


Esta identidad es una fórmula de reecnrrencia que relaciona tres 
polinomios sucesivos. Esta permite hallar sucesivamente lodos 
los P, (2) (1 > 1), si se tiene en cuenta que (6) nos da: 


Pyla) - t, Pix) = 
Asi, por ejemplo, baciendo en (11) n = £, se halla / (2) = 
== E > (de — 1). 
cio otras dos formulas de recurrencia: 


RP, (2) — PAD <P 2) 0, 


o bien 
Po (2)=2P, (0 —»P, (2), (12) 
PAL) — AP (5) — 14? 4 (4) = 4. (13) 
Eliminando Y ode (9) y (10), se oblicne la identidad pt, — 
= (x— p) Y M, de la cual se sigue inmediatamente (12), 


si se sustituye la serie (3) eu el primer mierbro de esta identidad 
y se iguala a coro el cocficiente de p”. Derivando después (11) 
con respecto a + y eliminando P,.¡; = 28; — nP,,, se obtiene: 
Puy — 31%, — (rn + 10P, - 0. ó6 (13), después de cambiar 
r | 1 por n. 


3. Ecuación de Legondre. Hallemos la ecuación difarencial, 
cuya solución es 2, (2). Para esto. climinemos Pa. y Pa-1 de 
(12) y (13). Suslituyamos primeramente /,_, de (12) en (13): 

P., — EP ha — RPaa => (1 — )P,+mnxP, — nPn-, = 0, 
después, derivando la identidad oblenida con respecto a x, apli- 
quemos una vez más la fórmula (12) para Ph.4: 


[1 — PJ Y nxPr, +nP, —nP,.. =[(1 — 4%) Pr] 4 nxP, + 
+nP, —(nxP;, —niP,) =0. 
Como resultado, se obtiene la ecuación 
[4d — AP, +n(r+41)2, =0. (14) 
Con esto queda demostrado que los polinomios de Legendre 


P, (2) son funciones propias, que corresponden a los valores 
propios A, =N(n +1), del siguiente problema: 
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hallar los valures de 2, para los cuales existen, en el segmento 
—1<1x<?/. soluciones nu triviales de la ecuación de Legendre 


e [uE + Ay =0, —ic<:x<f, (15) 


acoladas para 1 = +7 y que satisfagan a la condición de normali- 
zación y(7/)= ?. 


4. Ortogonalidad de los polinomios de Legendre. La ecuación 
de Legendre (15) es un caso particular (para q =0, p =Í, 
k (2) =- 1 — 2% de la ecuación estudiada en la Introducción 


(kx (0) y Y — 910) y — Mo (2) y — 0. (16) 


Por esto, se Je puede aplicar la teoría general de la ecnación (46). 
De esta teoría se deduce que: 

1) los polinomios de Legendre de distintos órdenes son or- 
togonales entre sí: 


1 
$ P.LADOP, (21d =0 para maten; 

2) ln segunda solución lincalmente independiente de la ecna- 
ción de Legendre, para A = n (a + 4), se hace infinita en 
r= +18 como ln (1 $ 7). 

ll sistema de polinomios ortogonales, como es sabido. es 
corrado 2). Por esto, la ecuación de Logendre no ticno soluciones 


1) Ua sistema de lunciones ortogonales (gy, ) se Mama cerrado, si no existe 
ninguna función continua, que Ne sos idénticamente nula, y que sea ortagenal 
au todas las funciones del sistema dado. 

Un sistema de funciones ortogenales (q, ) se llama completo en el 
intervalo (e, b), $ cualquier función continua se puede aproximar en media, 
con cualquier grado de exactitud, imediante una combinación lineal de 
las Íhniciones (6). En otras palabras, para todo € 2> 0, existe una combina- 
ción lmoal e fieianes 


A A TE 
tal que 
h 


| Im Sp tata e. 
» 


Para cl sistema completo de binciunos (q, ), tiene hixar la relación 
Lo 


y 
' Pux) de= y Nan. 


. 
e -1 
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acotados no Lriviales para niugún 4 >= nm (1 + 1). Efectivamente 
si existiese una solución y (x) para A =3en(n + 41), ésta sería 
ortogonal a todas los P, (x). De aquí se deduce, en virtud de la 
propiedad cerrada del sistema de pulinomios ortogonales (P,, (1)), 
que y (2) =0. Con esto queda demostrado que hemos hallado 
todas las soluciones acotadas no triviales de la ecuación de' 
Legen dre. 


3. Norma de los polinomios de Legendre. Galculernos la norma 
| 2, || de los polinomios P, (2): 


j 
lP.11= ($ Pi (2) az)”. 


Apliquemos dos voces la fórmula de recurrencia (11): primera* 
monte, expresemos de ésta (sustituyeudo previamente n +4 
por a) P, mediante Pa, Y Pn-2, y después, =P, mediaute Pr +1 
y P.- Toniendo en cuenta la ortogonalidad de los polinomios 
Pus Pray y Pn-2. so obtiene: 


Lo 
1Pn IF= - 3 P, (2) ((2n == 1) Pa (x) e (a e 1) Paz (2)) de = 


cia 2n — 1 


2P,) Py de = Pr, 1 
le ) »n—1 20 FP 40 n sI! 


donde fn son los coeficientes de Fourier de la función f(z) 
h 
(m= + ' fin _a;) . 
Nn . sS 
a 
da propredad cerrada es una consecuencio de la plenitud. Sea dudo cjerto 
sistema de (unciones ortogonales (q, (21). Supongamos quo existe una 
función cuntínua / (2) + 0, ortogonal a toas las q, (2). Entoncos, en virtud 
de la plenitud dol sistema de “funciones (gy, ), debo tener lugar la igualdad 


b 20 
| 12) a: Y) Malñ=0. 
a rio] 
puesto que es f, = 0, por hipótesis. De aquí se deduce que f = 0, lo cua) 
contradice a la hipótesis hecha, us decir, ol sistema ¡e (x)) es cerrado. 
La plenitud y, con olla, la propiodad cerrada del sistema de polino- 
míos ortogonales (P,, (1)) es un corolario del teorema de Weierstrass sobre 
la posibilidad de aproximar uniformemente una función continua mediante 
polinomios: para cualquier función continua ] (zx), dada en el intervalo (a, b) 
y para todo e >Ó0, existe un polinomio Q, (1), tal que 
1f (2) —Q (1 1<e. (4) 
En ofecto, representando el polinomio Q, (zx) en forma de combinación 
lineal de los polinomios ortogonales (P,, ) y utilizando la desigualdad 
Ú 


(4), de obtieno la condición do plenitud del sistema de polinomios orto- 
gonalos. 
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My! Fla. 102 
mn? —_— 


a 
4 


La aplicación sucesiva de esta fórmula nos da que || 2, |? = 

1 E . 
OPE. Po|P. Sustituyendo aquí | Po lf = 11] = 2, se 
halla el cuadrado de lao noria: 


2 2 ea 
¡ler y UP» l= V> z (17) 


De cste modo, 


po : 
Frmor Pato de! A (18) 
2n + 1 


6. Ceros de los polinomios de Legendre. Mediante la fórmula 
do Rodrigo (6), se puede demostrar el teorema: 

El polinomio de Legendre P,, (7) tiene n ceros, distribuidos en 
el intervalo —1<x<di, y su derivada k-ésima, k En, tiene 
n — k ceros dentro del intervalo (—1, 1) y no se anula en sus ex- 
tremos. 

Són efecto, la función w = (2? — 4)” se anula cn loz extremos 
del intervalo (—1. 4). Su derivada «0 (x) Se anula en x= 1 
y x= —1 y, por el teorema sobre el cero de la derivada, tiene 
por lo menos un cero dentro dol intervalo (—4, 1). La derivada 
segunda to” (x) tiene, por lo menos, dos ceros dentro del intervalo 
y se anula en sus extremos (tig. 102). Continuando estos razo- 
namiecntos, ee concluye que Ja derivada n-ósima u''” (x) tiene, 
al menos, n ceros en el intervalo (—1, 1), o, más precisamente, 
exactamente n ceros, por ser un polinomio de n-ésimo grado. 
La pvimera parte del teorema queda demostrada. La derivada 
2; (2). por el mismo teorema, debe tener, por lo menos, n — 1 
ceros dentro de (—4, 1); pero ésta es un polinomio de (n — 3)- 
ésimo grado, por lo cual tiene exactamente » — 4 ceros dentro 
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q 
dur 


del intervalo. Continuando, se concluye que P. (x) tiene 


rn — k ceros dentro del intervalo (—1, 4). 


7. Acotación de los polinomios de Legendre. Demostremos que 
los polinomios de Legendro están uniformemente acotados para 
tudos los valoros —1 << 1 del negumento: 


PP, (1 < 1. 


Para esto, nos será necesaria la representación integral 
1% a 
P, de pago $ [z + ¿V1 — ¿sen pl” de. (19) 
TÚ 


Deduzcamos la fórmula (19). Tomernos en (5), como contorno C,, 
una circunferoncia de radio R = Y 1— 2 (Pz | < 1) con centro 


en el punto 3 =— «. Jintonces, tendremos: z =x + (1 — alete, 
m-(-1 


de =i Y 1 — dei dp, (2 — ay rt (1 — 2?) * etimo1)o, 224 - 

=2 1 + (1 — 2) tio 4 2r y 1— dew = Y 1 — 23039 x 
x [22 + VI— E (e:90—e-0)] = 2) 12de"* la 1- ¿Y —.e? sen q. 
Sustituyendo cstas expresiones en (5), se ubliene (19). Si —1 < 


<zxv < 1, entonces será | + : 1 — een p1<1 y de (19) ee 
obtiene inmediatamente la acotación de P, (2). 


$ 2. FUNCIONES ADJUNTAS DE LEGENDRE 


1. Funciones adjuntas. Consideremos el siguiente problema: 
hallar los valores propios y las funciones propias de la ecuación 


a A DA 
Za Pr +(a 5) y=0, i<zx<l, (1) 


con la condición de acotación 
ly (+1) ] < oo. (2) 


La ecuación (1) es un caso particular de la (8), estudiada en 
la Introducción, para h (x) = 1 — 22, q (2) = m(1 — x?),p = 1, 
a= —1, b=41,. Coma el coeficiente kh (1) = 1 — 22 se anula. 
en ambos extremos del segmento —1 <<<, la condición 
natural de acotación se plantea para z = —1 y zx = 1. En virtud 
del lema 2 de la Introducción, la solución y (xr) del problema (1) 
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debe lener, para x = +1, ceros de orden v, donde v = > De 
aquí se deduce que la solución del problema (1) es natural bus- 
carla cn la forma 
y(i)=(1—-2)?v(2), — v(+1) 0. (3) 
Sustituyendo (3) en la ecuación (1), se halla: 
(1— jo — 2 (m “- 1) 04 + lA —m(m-+4)lv=0. (4) 


o JN 4 e a. dz 
[sta misma ecuación se obltieno para la derivada o de la solu- 


ción de la ecuación de Legendre (15) del $ 4, si se la deriva m 
veces. La solución acotada no trivial 2 = P, (7) de la ecnación 
de Legendre existe sólo para A = n (rn + 1), donde n es un nú- 
mero entero positivo. De aquí se deduce que 


cia= LL, ir =nfn+1), (5) 
UL 
es solución de la ecuación (2), y Ja función 
im), =d"P, 
Pro (e) =(1 — 10) 2 y 


es la función propia del problema (1) que corresponde al valor 
propio 


(6) 


ka =n(n+1) n=4,2,... (7) 


PR” (<) so llama función adjunta do Legendre de m-ésimo orden. 
Es evidente que 2% (1) — Po. (0), PL” (2) £0 solamente para 
m < mn. 


2. Norma de las funciones adjuntas. De acuerdo con el teorema 
general de la pág. 709, las funciones adjuntas PP” forman un 
sistema ortogonal. Calculemos la norma || 2P4”']| de estas funcio- 
nes. De paso será demostrada su ortogonalidad. Multipliquemos 
la primora ecuación (4) por (1 — x*)" y tengamos en cuenta (5). 
J)espués do sustítuir m-+pd1 por m, se oblicne: 


d E _ Lia avip, 
Laa Pro] mim—a10—x> ¿O 
Introduzcamos la notación 
. ! a” p, arp 
LaS POP dr | 1 ELA 
,h > l ( ) h ( ) Je z) dr” dy” 
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La integración por partes nos sd 


- 5 tp, me ¿2 
n h= qm! dy” 23" 


La, dl d"P, 
ma “lada 2”) | 
“1 de dx dr 


El primer término del segundo miembro se anula, y el término 
integral, en virtud de (8) y (7), se transforma coman e 


Li, = Un (a +4) —m(m— 4) La = (nm) (a —m-+ 4) Lion. 
De esta fórmula de recurrencia se deduce que 
DEia=(MU0Y+ma+m—d)...(n+ da. n=, = 
m)! | ! 
E E IE e E 


ni  (n—m (an — ml 


Lazexpresión para L5,. se da por la fórmula (18) del $ 1, puesto 
que Pi" =P,. Como rosultado, se obticne: 


() para kn, 
1 
M pen (x) par (2) de | 21 E para k=mn, (9) 


€s decir, las funciones adjuntas son ortogonales enbre si y el 
cuadrado de la norma de ££” os igual a 


pp p= ME (10) 
2n + 1 (n — ml 

3. Carácter cerrado del sistema de funciones adjuntas. Demos- 
tremos que el sistema de funciones adjuntas (2í7” (x)) abarco 
á todas las soluciones acotadas de ta ecuación (1). 

En efecto, para A = n (a + 4) la solución linoalmente inde- 
pendiente de PF” (x) se haco infinita para  = +1. La solución 
Pr para A 3 n (n + 1). debe ser ortogonal a todos los 

(m x 

o demostrar que no existen soluciones acotadas de la 
ecuación (1), diferentes de PX (2), cs suficiente establecer que 
el sistema do funciones adjuntas (P;”” (x)) es cerrado, es decir, 
que no existe ninguna función continua, que no sea idénticamente 
igual a cero y que sea ortogonal a todas las funciones del sistema. 
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Lena. Toda función /(x), continua en el segmento [—7, 1] 
y que se anule en sus extremos (para z= 7? y r = —1), puede ser 
aproximada uniformemente con cualquier grado de exactitud por 
una combinación lineal de funciones adjuntas de cualquier ordon »». 
Obsérvese, ante todo, que las derivadas de los polinomios de 


Legendre P,, (1) son polinomios de grado r — m. Por cuanto 


dx" 

cualquier polinomio en se ¡mnede representar como uno combinación 

lineal de estos polinomios. en virtud del icorema de Weierstrass 

cualquier función f (x), continua en cl segmento [—1, 1), se puede - 

aproximar uniformemente, con cualquier grado de exractilid, 
Ti 


P, (2): 


mediante nna combinación lineal de dar 


ño 


pa m 
Ha- Ia Pl |<e e 1m>N 
n =—.nm A 


in 
Multiplicando esta desigualdad por (1 — 232), se vbtienc que 


Ihta)— Dearmiai<e si m>N(), 
donde 
(d=1M(04U—A?, (14) 


es decir, cualquier función f (2), que se represente en la forma (11), 
siendo 7 (2) una función continua en el segmento [—1, 1), puede 
ser aproximada uniformemente. con cúalquier grado de exacti- 
tud, por una combinación linoal de funciones adjuntas. 

Diremos que la función f, (x) pertenece a ln clase A,, si ésta 
es continua en el segmento [—4, 1) e idénticamente nula en 
pequeños entornos de los puntos z = —1 y xx — 1: 


h(=0 para |1— 6|<|zr|<lÍ. 
Puesto que para cada función f, (7), de la clase 1f,, la función 
f, (x) 
1 — A? 


es continua en [—4, 1), con esto queda demostrado el lema para 
las funciones de la clase ¿,. 

Consideremos cierta función f (2). continua en ol segmento 
I—1, 1], que se anule en sus extremos. Es evidonte que esta 
función se puede aproximar uniformemente mediante una función 


Ha) = 
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fi (e) de la clase Af, com una exactitud de +: 


e 
(Aa) — 4 0H 1<G 
Aproximando f, («) por una combimación lineal de funciones 


, : e 
adjuntas, con una cxactitud de 3 + 


1) BI<z. Eid= Y APD, 


n=m 
se obliene la desigualdad 
If) —-2(N]|<e 

gue demuestra el lema. 

Utilizando este Jema, es lácil «demostrar la plenitud del 
sistona de funciones adjuntas y, con esto, su carácter cerrado. 

Rocuérdese que un sistema de funciones (y, (2)) se llama 
completo en ciorto segmento la, bh], si cualquier función F (2), 
continua en la, tb], se puede aproximar en media, con cualquier 
grado de exactitud, mediante una combinación de estas funciones: 


to 


14) 
$ |F (7) — aa (0j dee, si 1mo>N(). 


n= 


Es evidente que cualquier función, continua en el seginento |—4., 11, 
se puede aproximar cn media, con cualquier grado de exactitud, 
medianle la función pz), continua en [—1, 1] y que se anule 
para zx = +1: 


f [Fía) —f(MPdr<e. 


Tomando una combinación lineal de funciones adjuntas que 
se aproximen uniformemenle a la función f(x), 
|[f[(2)— 2 (7) |<e”", 
y aplicando la desigualdad 
(a + bd) < 2 (a? + 07), 
se obticne: 
s 1 1 
JPA <2 Y [F9—1(MPd42 f [1(0)— 2,P dr <e 


(si 2e* + 4 (e%) < e), 
lo cual demuestra da plenitud y, con ella, la propiedad cerra- 
da del sistema de funciones adjuntas. 
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$ 3. POLINOMIOS ARMONICOS Y PUNCIONES 
ESFERICAS 


1. Polinomios armónicos. Se llama polinomio armónico a un 
polivomio homogéneo que satisfaga a la ecuación de Laplace 


Áu = Uyx + Uyy + Uzz = 0. (1) 
No es dificil comprobar que los primeros dos polinoraios armó- 
nicos homogéneus tienen la forma 
Ur (í, y, 2) = Ax + By + Cz, 
uo (1, y, 2) = Ar? 4- By? — (A + B) 2? 4- Czy + 
+ Daz + Eyz, 
donde 4, B,C, D, £ son coeficientes arbitrarios. 


Delerminemos el núniero de polinomios homogéncos arnó- 


nicos lincalmonte independientes de grado r: 
y PA y 
UU, = Aj, q rt yz . (2) 
Praqreries=a 


(n + 1) (n 4.2) 
2 
cueficientes. En efecto, el segundo miembro de la igualdad (2) 

se puedo representar en la forma 
Ano, ya: a (%s 0, n— iZ + o, 1, 1-14) ca +. c.o+ 
+ nx, 0, PEA —| Arme, 4, ¡2 y +...+%,n-3, y) 2+ 
—1 0 
+A oa YH Ar 0 YH. + Ro null) 7. 
Jin z* se tiene un coueficiento, en 271, dos, .... en z su tienen 


n coeficientes, y on 2? el número de éstos cs igunl u (a + 1), de 
forma que el número tolal de coeficientes es jenal a 


(an +1) (m +42) 


Una [unción homogénca entera de grado n tiene 


19 2+...+2n+(2+ 10= a (3) 
La ecuación (1) impone a los coeficientes pa relaciones 


2 

lineales homogéneas, puesto que Áx, es una función homogénea 
de grado n — 2. De esta manera, el polinomio debe benor no 
(1-4) (n4-2)  (n—1) » 
NAAA 


menos de = 2n + 1 cooficientes inde- 


(a—1) » 


pendientes. Si las — relaciones indicadas fuesen lincal- 
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mente dependientes, el número de coeficienles independientes 
sería mayor que 2n + 1. 

Demostremos que sólo 2n -+ 4 coeficientes son linexlmen te 
independientes. Los coeficientes a,, y + de un polinomio homo- 
génco se pueden representar en la forma 


1 ou, 
piglr! da” dy az” 
Si e, es un polinomio armónico, entonces E, y y para r > 2, 
so pnuedon cxpresar mediante loz coeficientes Ap. q, y Y Lp. q to 


cuyo número es exactamente jgual a 2n + 1. 
Efectivamente, 


ss 4 gr. [Hu] 
1477 ptatrióx” dy 07 *l 92 


Ap, q.r= 


an 4 gr 3 | 
-— piqlri dx? dy? 9777? | di? 7 


> Ba +2, q.r—2 + Bao ,.. q+2, r-—2» 


IJaciendo lo mismo con dos coeficientes Ap+o, q, reo Y An, qe, ro» 
expresaremos. al fin de cuentas, Lp q, . medianto cocficienles 
del lLipo 2, yn (RP + q7= 7%) y Rp. +q41=m). El nú- 
mero de curliciontes del tipo %, q, y € igual a (n + 1), y el de 
An q 0 AR. De este modo, el número total de cocficientes lineal- 
monta independientes y, en consecuencia. de polinomios armóni- 
cos independientes de grado r-ésimo, es exactamente igual 
a 2n + 41. 

Los polinomios armónicos homogéneos Se llaman funciones 
esferoidales. 


2. Funelones esféricas. La forma más simple de iutroducir 
las funciones esféricas, en la resolución (le la ecnación de La- 
place, para una región esferoidal, es el método de separación 
de Ins variables. 

Buscaremos la solución de la ccunción de Laplace en las va- 
riables (r. 0, q): 


1 0( 0 10 du 1 Pa 
EN CN PR E O O A 
a 2 (a 2) y 2 (seno 20 + aq? 

(1) 


haciondo 
w (r, 0, q) = R(r) Y (0, q). 
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Para la determinación de R (r) se obtiene la ecuación de Euler 
rR”" + 2rR* —AR =0, (4) 
y para la determinación de Y (0, q), la ecuación 


1 09 OY 1 Y z 
As «Y ar 2( » 02) —— AY —=0 5 
EE senO 00 e 00 TP nto op* as (5) 


con la condición complementaria de acotación de la función 
en toda la esfera. 

En particular, la (finción Y (0, q) debe satisfacer a las con- 
diciones 


Y (0. p + 211) = Y (0, q), ) (5) 
¡Y (0, p)|<oo, |Y (x, p)|< oo. 
Las soluciones acoltadas de la ocuación (5), qne poscen derivadas 
segundas continuas, se llaman funciones esféricas. 

La solución del problema para Y (0, q) se busca también por 
el método de separación de las variables, haciendo 


Y (0, q) = 0 (0) O (4). 
ha función OY (q) satisface a la ecuación 
PD” 4 und =0 
y a la condición de periodicidad 
O (4 + 21) = O (4). 


El problema para (“D («) tieno solución sólo para un  = m? 
entero y las soluciones linealmente independientes son las Íun- 
ciones cos mp y sen mo. lia función € (0) se determina de la 


ecuación 
sen 0 d0 dO sen” 0 


y de las condiciones de acotación para 0 =0 y 0 = 5. 
Introduciendo Ja variable 


t = «cos 0 


y donotando X (1) letsroro = X (cos 0) = O (0), se obliene, para 
X ((), la ecuación de las [lunciones adjuntas 


Lla ax - *) e 
FT [a é) 2 (a LE x=0 (—1<1<1). (6) 
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Fig. 103 


La ecuación (6). como ya vimos en cl $ 2, admile soluciones 
ncoladas solamente para A = n (n Y4- 1): 


; (1ra) ,(m) 
Xx (4) lo=cus e = Pr () [cocos e = Pr (cos 0) = 0 (0), 
donde m < n. 
i5scribamos el sistema de funciones esféricas de n-ésimo 
orden obtenido. Convendremos en escribir el Índice superior nega- 


tivo a Jas funciones que contienen cos 4q y el posilivo, a las que 
contienen sen Ap. Entonces, tendromos: 


m=0 Y P(0,q)=?, tcos8), 
m=1 Y 0, q) == P,"c090) cos q, 
YO, q) =2P (cos) xen q, , 7) 
m=k Y CP (0, = tes (cos0) cos ke, | | 
YP (0, q) = PÍ' (0050) sen kq  ) 
k=4.,2,..., 2). 
El número de funcionos esféricas distintas de -ésimo orden Y" 


cs igual a 2n + 1. La combinación lineal de estas 2n +! 1 ftun- 
ciones esféricas (7) 


hee (0, p) e > (Anm COS mq + Bm Sen me) pim (cos o), (7*) 
ni 
o bien 
n 
y EN (A, p) = PR Ciara (O, 4), 
m n 


donde 
A Anam para m=<0O, 
"rTAB nm parta m7 > 0, 


es también una función esférica, y se llama armónico exfórico. 
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Las funciones Yi? = P, (cos 0) no dopenden de «q y se lla- 
man zonales, Como 2, (t) tiene, en virtud del lema del $ 4, p. 6, 
exactamente n ceros dentro del intervalo (—1,-+1), la esfera se 
divido en (a + 1) zonas de latitud, dentro de las cuales la función 
zonal conserva su signo constante. 

Estudiemos el comportamiento de las funciones 


d' sen kq 
+2) __ h , 
YEP S gon ol GR Pr o], 2 | Los ho 


en la esfera. Como sen 0 se anula en los polos, sen kq ó cos ko 
ye 


se anula en 2k meridianos y Sa Pa (t), en virtud del mismo 


lema, en (n — k) paralelos, toda la esfera se divide en parcelas, 
en las cuales Y(+** mantiene su Signo constante (fig. 103). Las 
funciones Yi+» (para k > 0) se denominan teserales. 

Volvamos ahora a la determinación de la función R. Buscare- 
mos a AR (r) en la forma 


R=r. 


Sustituyendo la forma buscada de la solución en la ecuación (4), 
se Oblicne la ecuación característica para la doterminación de o: 


clo+1)—na(n+1)=0, 
de donde se hallan dos valores de ou: 
O=r y 0= — (rn + 1). 


Por consiguiente, las soluciones particulares de la cenación de 
Laplace son las funciones 


rrY o" (0. 4), (7) 
pta ERUO (0, Pp, (7) 


la primera de las cuales corresponde, evidentemente, n la solu- 
ción de los problemas interiores, y la segunda, a la de los exte- 
riores (véase el $ 4. p. 1). 

Demostremos que las soluciones halladas de la ecuación de La- 
place son polinomios homogéneos de n-ésaimo grado. Jil término 
general, por ejemplo, en la fórmula (7), se puede escribir cono 
sigue: 

v=r”sen*Bcos kpcos””*"?2p, 


n — k . e 
q * La función y se puede repre- 
sentar cumo el producto de tres polinomios: 


donde q varía desde O hasta 


y == us .*Ua-* a, 
490-1043 
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donde 
u, = 7 sen*0 cos kq = Re |r sendei9]! = Re [(z + iy*], 
U, = pr k—29 posta* “90 LE gr A 


uy == (1 4 y 42). 


De aquí queda claro que la función "Y (0, q) es un polinomio 

homogéneo u«rmónico de grado k+4n—k-— 2q +2 =m. 
Evidentemente. las funciones esféricas son los valores de las 

funcionos esferoidales (7) y (77) en la esfera de radio uritario. 


3. Ortogonalidad del sistema de funciones esféricas. Demos- 
tremos que las funciones esféricas yne corresponden a distintos 
valores do 2 son ortogonales en la superficie 2 de la esfera, Supon- 
gamos que Y, e Ya salisfacon a las ceonacionos 


An Yi + MY ¡=0; An Ya pd Y2=0, (5) 


il 0 0 lO dg 
A O A 
e + ao o 


donde 


No es difícil comprobar que tieno Ingar la fórmula 


5 Y Ao, Y, dQ — ma IS (paez: Y. 1 4 2.07 50) 
0 0 * seta dy Op 
(d9 = sen Y dl dy), 


que se obliene fácilmente integrando por partes. 
En la superficie de la esfera, se verifica que 


(8) 


du Í mM 
rad u = —— + — — +4 ¡ 
d 00 O dq j 


div 4 = — [2 sones Ay + — 94 e, 


de manera que 
Ao, e = div grad u 
y la fórmula (8) se puede escribir como sigue: 


$$ Y¿AY, 42 =— ff grad Y, -grad Y,- 0. 
pal £ 
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Cambiando de lugar en la fórmula (8) las funciones Y, e Y'y y res- 
tando la fórmula obtenida de la (8), tendremos: 
J= 15 (Y2B0. ¿Y y — Y 1Ao, Y 2) 02 =0. (9) 

S.as fórmulas (8) y (9) son Jas fóriamlas de Grecn para el operador 
de Jus funciones esféricas. 

De la fórmula (9) se deduce fácilmente la ortogonalidad de 
las iunciones Y, e Y. En efecto, aplicando la ecuación (5), de 
Ja fórmula (9) se obliene que 


J=0—A) jj Y1Y,20=0, 


de donde, para 4, 442. será 


$ Y, Y2d2 =0, 
o bion 
2n n 
$ $ Y, (0, 4) Y2(0, «p) sen0 ¿9 dy = 0. 
o 0 


Queda así domostrada la ortogonalidad de las funciones esféricas 
que corresponden a diferentes A. 

Más arriba fue obtenido, para 4 = n(n 4: 4), el sistema 
2n + 1 de funciones esféricas de r-ésimo orden. Demostremos que 
estas funciones esféricas son urtogonales dos a dos en la esfera. 

Scan VW e YA2 dos Tunciones esféricas. Integrando su pro- 
ducto y aplicando la fórmula (9) del $ 2, se obtiene: 


27 


$5 ryan = | YY, q) Y 0, y)send dd dp — 
2 0 


2 x 
— í cos k,p cos kap du j PR (cos0) PR (6050) sen O de = 
0 


0 


2 +1 
== ) eos kyp cos kg dy | Poe) PUN di= 
1 


0 
po para ki £hoa, 


2 (rn 
=— fo = Í 
| paa e (8) 


25 > para k,= ho =0, 


l 2n Et 


es decir, das funciones esféricas, delerminadas por Ja fórmula (7) 
49* 
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forman un sistema ortogonal en la región0d<06<TH,0<P< 21 
y tienen el cuadrado de la norma igual a 


27 : 

yw? YW (6, p send de de E AS AA A 
rr firPe, e a 
donde €y = 2, £x =— 1 para k > 0, 

Suponiendo que es posible desarrollar una función arbitraria 

f (0, q) en serie por funciones esféricas (la posibilidad de este 
desarrollo, para una función de segunda derivada continua, será 
fundamentada con detalle más abajo, en el p. 5), que admita 
integración término a término, se obticac: 


10, = Y Y (Apmcos mp + Bm sen mo) PC” (0050), 
n-—.) m==(Q 


donde Arm Y Bnn son los cocficientes de Fourier, que se deter- 
minan por las fórmulas 

21 1 

$ Si (9, p) PY” (cos6) cos mp send d8 dy 


vn. 0 
A == ——— —_ == , 


¡dt y 


2n Y 
$ 1700, q) PE” (cos0) sen aq. sen0 de de 
0 


AU 


La 


¡ (9) 


Bs m —= 1 


ás la 

] p LS 
y ym? 211€ m ¡(1 + m)! .n=4 2 para m=0, 
2n 41 (n — ml 1 para m>0. 


La solución general de la ccuación de Laplace se puede re- 
presentar en la forma 


u(r,9, p) = 4 (£) Y, (0, q) 


09 
y =.y 


para el problema de*“contorno interior, o bien 


un 9= 3 (4) Y,0,9 


+ 
para el exterior, donde 


Ya (0,9)= 2 fanmcos mo «+ Bum sen m9) PS" (c0a0) 


es un armónico esférico. 
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4. Plenitud del sistema de funciones esféricas. Demostre- 
mos que el sistema do funciones esféricas, determinadas por la 
fórmula (7), es completo. Mostremos, primeramente, que cual- 
quier función f/ (9, q), con derivadas segundas continuas, se 
puede aproximar uniformemente por cierio polinomio de fun- 
ciones esféricas. 

Tomemos el dexarrollo de esta función en serie de Fourier: 


1(0, p) = 23 [Am (8) cos mo + Bm (0) sen me]. 


Utilizando la acotación de la derivada segunda, es fácil apreciar 
los coeficientes Am y Bm de este desarrollo: 


M El 
Am <=: [Bm <= 


donde 


De aquí se deduce que, para el resto de la serie de Fourier, tiene 
lugar la apreciación uniforme 
Y 


|1— 2, LAm (0) cos mq + B, (0) sen mq]] = 


=|Rni<2M Y =<e, (10) 


m==mo M 


donde e” > 0 es un número cualquiera, fijo de antemano. 

En base al p. 3 del $ 2, los coeficientes de Fourior A,, (0) 
y Bm (0), los cuales son funciones continuas de O, que se anulan 
para 0 igual a 0 y x, se puedon aproximar uniformemente por 
AS lineales de las funciones adjuntas de m-ésimo 
ordon. 


1d 


A. (0 o e PX? (cosO EA 

| Am (0) — Rh A TEARTE 

|B,, (0) — a BLbi (080) | <=. (11) 
Mo + 1 


Entonce<, de las desigualdades (10) y (14) se seguirá que 


17 (0. q) — $ 9% [a, Pj (cos0) cos mq + 
+ dp (cos 0) sen mgq]|< 28", (12) 
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lo cual demucsltra la posibilidad de aproximar unilormemente 
cualquicr función f (0, q), derivable dos veces, por un polinomio 
de funciones esféricas. De aquí se deduce que también cualquier 
función continua se puede aproximar uniformemente por un 
polinomio de funciones esféricas, lo cual demuestra, precisamen- 
te, la plenitud del sistema de funciones determinadas por la 
fórmula (7). De la plenitud de este sistema se deduce su ca- 
rácter cerrado. 

De esta forma, queda demostrado que la ecuación «de las 
funciones esféricas no tiene soluciones acotados para 4 e n (n 4- 1) 
y que cualquier función esférica de n-ésimo orden (para A = 
= n (n 4- 1)) se puede representar mediante la fórmula (7*). 


5. Desarrollo en funciones esféricas. Las funciones esféricas 
son funciones propias de la ecuación 


il 0 ( Ju. ) 1 Cu ] 
— 4 send — T—— — +itu=0, o hien An qu+4A4u=0 
sen Y 09 00 + onto op” ER e iS 


(13) 
en la superficie Y) de la esfera (0 < q < 2, U<0 <a). con 
las condiciones complementarias de nentación. 

Para fundamentar el dosarrollo de una función arbitraria 
f (0, qp) con derivadas segundas continuas en serie en las funcio- 


nes esféricas, pasemos a la ccuación inlegrral correspondiente. 
Con este fin, escribamos la función de la fucute de Ja ccuación 


1 09 du 1 vs 
A = 2 (sono ). —_— —— = O, 14 
pee sen O 00 00 d sent8 oq* os 


que salisfaga a la condición de acotación de la solución 0 = (), x. 
Como fue indicado más arriba, tiene lugar 


Ao, ye = (div grad 1), y (15) 


en la superficie de la esfera. La ecuación (14) se puede considerar 
como la ecuación de la distribución estacionaria de temperatura, 
o de la corriente eléctrica estacionaria, cn la superficie de la 
esfera. 

Desde este punto de vista, está claro que no se puede escri- 
bir la solución de la ecuación homogénea 


Ao, qu =0 (16) 


con singularidad solamente en un punto, puesto que para quo 
pueda existir la temperatura estacionaria, es necesario que la 
suma de las fuenles y de los sumideros sea igual a cero. 
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Introduzcamos la función generalizada de la fuente, que en 
nuestro caso debe ser solución de la ecuación 


Ao, gh = ( (s = 2) , (17) 
4 

regular on todas partes, « excepción del polo Y = 0, donde debe 

tener una singularidad logarítmica. El segundo miembro de la 

ecuación (17) indica la densidad de las fuentos negativas (sumi- 

deros) de calor, que están distribuidas uniformemente por la 

superficie de la esfera de forma que sea 


33 q do=1. (18) 


Suponiendo que Ja función buscada de la fuente u es función sólo 
de la variable 0, se obtiene, para ésta, una ecuación diferencial 
ordinaria; resolviéndola, se halla: 


u=—yInsend +c1n us. (19) 
Exigiendo que u lenga singularidad sólo para Y = 0, se obtiene: 
c=-—Y 


y 


9 ; 
u= — 29 1 s0n 5 — qn 2. 
Como tt, = const es solución de la ccuación homogénea, la fuo- 
ción de Ja fuente G está determinada salvo una constante nrbi- 
traria. Por osto, se puede escribir: 


1 0 
KA AA € D— . 
G 5 A sen >) 
Si la fuente se halla en cierto punto Mo, la función de la fuente 
tiene la forma 


(20) 


G(M, Mo = _A,, sen AECI (21) 
21 2 


donde Yum, 95 la distancia angular entre los puntos Mo (Uo, Yo) 
y M(, q)”. 
Resolvamos ahora la ecuución no homogénea 


1 ( du) 1 nn 
A = —-—| seno — —— — = — F(B. q). 22 
DOS 0 e E (8, p). (22) 


1) El ángulo y se determino de Ja fórmala 
cos y = cos 8 cos 0, -1- sen 0 sen Oy cos (q — qpot. 
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Esta ecuación puede lener solución regular en todo punto de 2 
sólo bajo la condición 


$$ Fdo —=0, (23) 


la cual expresa que la suma de las fuentes y de los sumidoros 
debe ser nula. Esta se puede obtener fácilmente de las fórmulas 
de Green para el operador Ae, a, ostablecidas en el p. 3. 
Demostremmos que toda solución de la ecuación (22), que satis-- 
fagn a la condición (23), se puede representar en la forma 


u(M) = 13 G(M, PF (Pdo, +A, 


donde A cs cierta constante, y G(M, 7), la función de la fuente, 
determinada por la fórmula (21). Sea M cierto punto fijo de la 
esfera, en ol cual se sitúa el polo norte (0 == 0), y M*M,, el punto 
diametralmente opuesto. Los puntos AM y Mi, son puntos sin- 
gulares de la ccuación (22). Por esto, tracemos en 2, en estos 


puntos, circulos pequeños KA y K*%: y consideremos la integral 


== $) (u AG—G Au) do. 


1 =x3-k¿ —kP A 


Sustituyondo cn el segundo riembro las expresiones para Au 
y AG, se obticne: 


211 I—TE , - : : 
I=| $ [u 2 (seno22) 62 (sono-22)] a0ap + 


e 00 74) 00 
e dl MN PG ze) 
id ) 2016 4 “4 di 


Teniendo en cuenta que entre corchetes se hallan las derivadas 
exactas de las expresiones 

0G | 9G  ,, Qu 

y u- EE 


lu E 
Sn PE Ss 
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Continuando, si se tiene en cuenta que 


0G 10 8 1 0 
— = ———1nsen— = ——ctg—, 


08 211 008 2 “a 2 


tendremos: 

4 $ 0 Q g Je 
— E ao end L a e d iS 
5 e rad p 


Ll o a o 
Jr n n sen 2 ) 20 Y A ¡+ 2 


De aquí se aprecia que 
lím/¡=u(M) y límS¿=0. 
2>0 2-0 


Por lo banto, 
u(M) =$ G(M, P) F(P)d0p +4, (24) 
Í 


donde 


Í 
Á= — 5 udo +sy tina constante. 
ám “x 


La solución de nuestro problema está determinada salvo una 
constante aditiva. La solución para la cual se cumple fÍ u do = 0, 


y 


se determina por la fórmula 
u(M) =$ | G(M, P) E(P) dop. 


Aplicando (24) a la ecuación do las funciones esféricas Ag, y u = 
= —Au, se concluye (que 

las funciones esféricas, determinadas por la fórmula (7), for- 
man cl conjunto de todas las funciones propias linealmente inde- 
pendientes de la ecuación integral 


u(M=1A 53 G(M, Pju(P) do, 


con núcleo simétrico (7 (MH, 4”), definido por la fórmula (21). 
Á esta ecuación se le puede aplicar la tooría general de las 
ecuaciones intograles de núcleo simétrico. De ayuí se deduce 
que una función arbitraria f(0, q) con derivadas segundas, se 
puede desarrollar cn una seric que converge imiforme y absolu- 
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tamente en lus funciones esféricas: 


J(0, p) > PA E (O, p) == 


= Y) Y (Anmcos mq + B qm sen mo) PP” (cos). (25) 


n=0 ma 


donde 
Y, (0,q)= Y (Armcos mp + B pm seu mo) PO (cost); (26) 
m=0 
Ánm Y Bn son los coeficientes de Fourier. 


$ 4. CIERTOS EJEMPLOS DE APLICACION 
DE LAS FUNCIONES ESFERICAS 


Consideremos variog problemas típicos de la física matemá- 
tica, que exigen la aplicación de las funciones esféricas. 

Recnérdeso que la solución general do la ecuación de Laplace 
en el sistema de coordenadas esféricas (r, Q, q) tiene la forma 


oo B 19434 
u(r,0, p)= )) (a nr” + Es) Y. (9, p), 
r 


nu. 


donde Y,, (0, q) es un armónico esférico, es decir, una combina- 
ción lineal de todas las 2n 4- 1 funciones esféricas. Si la solución 
se busca en la región r<a (problema interior), entonces cs 
Bn = 0; para el problema en la región r > a (problema exterior) 
debe hacerse An = 0; por último, en el caso de la región a < r < 
< b, que no contenga Dir = (nir = oo, en la solución figuran, 


en general, sumandos con r” y con mr + 


41. Problema de Dirichlet para la esfera. Sea dada una esfera 
de radio a. Ubiquemos en el centro de ésta el origen del sistema 
de coordenadas esféricas (r, 0, q) y consideremos los dos proble- 
mas de Dirichlet: 

Au = 0 para r< 4, U lr=a = / (0, 4) (problema interior), (1) 


Au = 0 para r > a, U lrma = / (0, q) (problema exterior), (1%) 


donde /[ =f(0, q) es una función duda en las superficie de la 
esfera. Desarrollemos f (0, q) en serie en las funciones esfé- 


$ 4. EJEMPLOS DE APLICACION DE LAS FUNCIONES ESFERICAS 779 


ticas: 


F(0, 4) =— Le Y» (9, P), 


Y, (9, q) = ne (Anncos mp + Bnm sen my) Pr” (cos0), 


donde Arm Y Bam so calculan por las fórmulas (9) dol $ 3. 
Buscaremos la solución del problema interior en la forma 


rn — 
u (r, 0, q) = Ze (1) Y, (0,4) para r<a. 


Aplicando la condición de frontora para r = «a y teniendo en 
cuenta el desarrollo para f (8, «). se halla: 


Y, (0. 4) = Y, (0, q). 
Análogamente se halla la solución del problermn exterior (2): 


co a n41 
u(r,0,p= > (2) Y, (0, Y) para ra. 
n=0 P 

2. Esfera conductora en el campo de una carga puntual. Halle- 
mos el campo electrostático de una carga puntual e en el punto /, 
en presencia de una esfera conductora ideal de radio a. Supondre- 
mos que la esfera está conectada a tierra, es decir, que su poten- 
cial es igual a cero. ilbiguemos el origen del sistema de coor- 
donadas esféricas (r, 0, y) en el centro O de la esfera, y Lracemos 
el eje polar (06 = 0) por el punto P; OP = ro > a. 

El campo electrostático es £ = — grad u. El potencial 
u =u(M) (M_ = M (r, 0, q)) satisface a la ecuación de Laplace 
en todas las partes fuera de la esfera, aexcepción del punto M =P, 
en el cual tiene una singularidad del tipo €/Rap = Un, siendo 
uy el potencial de la carga e en el espacio infinito (cu ausencia 
de la esfera). Jin la superficie de cesta última, el potencial es 
4 lrmo = 0. Es natural buscar la solución del problema en la 
forma 


e 
) a an 
u(M) = 7 Sel. R=Ryp=Vri +71 — 2rr,co8B, 


donde v es la solución del problema exterior de Dirichlel 


Av=0 para r>a,) 
e (2) 


v lá = FR A 
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Fig. 104 


En nuestro caso, la función f de (1) tiene la forma f (0) = — a Y 


Apliguemos el desarrollo de 5 en serie, para r <Sfro (véssc e 
$ 1, p. 1): 

e y (2)2 (cosó) para r<r (3) 

R Fo n= Po ás y 
La solución del problema exterior de Dirichlet (2) se busca en 
la forma 

n+1 
Vv= y 2) Y, (B. q). 
De (2) y (3) se halla que Y, = —ea” r- "+10 P, (cos 0). De esta 
forma, el potencial u = u (r, 0) ha sido hallado: 
201 Y 2. 


1 
u =u lr, =P 8 Y pei Pa 0080) 


3. Polarización de una esfera en un campo homogéneo. Supon- 
gamos que en un campo clectrostático, en un medio homogéneo 
e isótropo de constante dieléctrica e,, se ha ubicado una esfera 
de radio a, formada por un dieléctrico de constante e2 (fig. 104). 
Buscaremos el potencial del campo creado en forma de la suma 


u=]( Uy =U4y + Y, fuera de la esfera, 
— [| uz=U + dentro de ésta, 


siendo up el potencial del campo sin perturbar (en ausencia de la 
esfera dieléctrica), y v, la perturbación producida por la esfera 
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colocada en el campo. El potencial u satisface a la ccuación 
Adu =0 
con las condiciones complementarias 
Uy =uz en 8, 


o A en S, 
ón dn 


donde S es la frontera de lu esfera. us y uz son los valores de la 
función u fuera y dentro de la esfera. De aquí se deduce que el 
potencial yv se determinará por las condiciones 


Av = 0, 
by =vw en $, (4) 
9v, 0D», e 
de E A A o 4 
5 an 4 ys dn (4) 
puesto que para la función uy, se verifica: 
Átto == O, 


(o) = (Up) on 8, 


(2) = (2) en S. 
On 7/1 On 72 


En el segundo miembro de la igualdad (4') se halla una función 
conocida de € y q, la cual desarrollaremos en funciones esféricas: 


ón, . dE 
A == : Es (8, s 
Ón L o) 
Flaciendo 
ab a n+4 E on r » y 

25) Fem a 34)" 

y utilizando las condiciones de frontera (4) y (4'), so obticne: 
Ya == e 

y 


OS A E ES 
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de donde 
yo (€1 — ty) a 
y == Y e > 
úl e, (1 + 1) + egn (5) 


Consideremos shoca un caso particular. La esfera se halla en 
un campo exterior paralelo homogéneo £j, dirigido a lo largo 
del eje z. 1l potencial de uste campo es igual a 


ty = —FEygz= —fÍfsor cos U, 
de mudo que 
7 
pot Y = — E,cos0 = Y, (0). 
dn |s Or lr=0 


La fórmula (5) nos da: 
Y, =0 para nl, 


Vial coso ÉL E8A 
2€, + £o 


Para el potencial del campo perturbado, se tione:- 


3 
t= —Ex E ES RT Je (2) fuera de la esfera  (r>>a), 


2e, + lo N F 
Je 
4 = —Eg—"— dentro de la esfera (r< a). 
2e, +2 


de donde se deduce que 


Óz 2e, + €» A 
=== 
Oz 2e, + 8» 


es decir, el campo deniro de la esfera es paralelo y homogéneo. 

Si €2 > €1, las superficies equipotenciales, que siguen siendo 
planos perpendiculares a la dirección del campo. se distribuirán 
en forma más rara que en el campo sin perturbar. Las líneas 
de fuerzas, que son las trayectorias ortogonales de las superficies 
equipotencialos, se introducirán en la esfera de mayor constante 
dieléctrica. En el caso en que 8, > e2, el cuadro será inverso. 

Por oste mismo método, se puede obtenor la solución del pro- 
blema sobre la polarización de una esfera en presencia de una 


$ 4 EJEMPLOS DE APLICACION De LAS FUNCIONES ESFERICAS — 783 


fuente puntual, si se aplica el desarrollo de a en funciones esfé- 


ricas (véase el $ 1). | 

Es de hacer nolar que problomas análogos se encuentran en 
el estudio de campos magnéticos y térmicos, así como también 
de campos de corriente eléctrica estacionaria, si hay una conexión 
esférica. cuyas características físicas son distintas de las del 
medio. Para el problema térmico, en la condición de frontera (3) 
figurarán, en lugar de e, y £2, los coeficientes de conductividad 
lérmica ki y k2; para el problema magnético, las permeabilidades 
magnéticas M4 y pa, y para el último probloma, las conductibili- 
dades As y Ao. 


4. Oscilaciones propias de una esfera. Estudiemos el problema 
sobre las oscilaciones propias de una esfera de radio ro con con- 
diciones de fronlera nulas de primera especie. Esto problema se 
rednce a Ja determinación de los valores propios y las funciones 
propias de la ecuación 


Av 4- Av =0, (0) 


con la condición de frontera en la superficie de la esfera 
v=0, (6) 


Situando el origen de un sistema de coordenadas esféricas en cl 
centro de la esfera, eseribamos lu ecuación (5) on la lorma 


1i0(/., 0 E 
FA a o dd ds 


donde 


1 0 (se OL ) 1 e 
A U= e nó — 0 
e sen 0 00 les) A sen*9 dy? 


Buscareinos Ja solución por el método «de separación de las va- 
riables, haciendo 


v(r, 0, q) = R (r) Y (O, 9). (6%) 
Después de sustituir esta expresión en la ecuación (5), se abtieno: 

ee 

dr A +40 4 Sent 9, (7) 
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de donde se deduce que 


Ao. «Y +uY=0, (8) 
ía e) ( p ) 
r AS dr) * ro j di 


Resolviendo la ecuación (8) con las condiciones naturales de 
acotación en los polos de la esfera: 


| Y lo=0, n < oo (10) 
y la condición de periodicidad con respecto a q: Y (0, p + 21) = 
= Y (0, q), se obtienen los valores propios 

p=(n (n -+ 1), (11) 


a cada uno de los cuales le corresponden 2n 4- 1 funcionos esfé- 
TICas: 


YEM8, q) = PP (cos0) cos Jq. 
YO. q = PY (cos0) senjq (¡=1, 2, ..., n). 


Consideremos «hora la ecuación (9). l'enicndo en cuenta la igual- 
dad (11), las condiciones de frontera para r = ro y la condición 
natural de acotación para r — 0, se obtiene, para la función 
R.(r), el siguiente problema de valores propios: 


Y (0, q) =P, (cos0), 
(12) 


1 d( ¿dr _nín+ ») _ j 
A 2(- J + A did Se 
R (ro) = 0, (13) 
|[R (0) |< oo. (14) 

Mediante el cambio 
Rim=YN (15) 


Ve" 


esta ecuación se reduce a la de Bessel de orden (a + 5): 


1 2 
ct (1 +3) 
r 


cuya solución general tiene la forma (véase el Complemento II, 
1 Parte, $ 1) 


y (1) = AJ nr kyA r)+ BN aan (yd r). (17) 
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De la condición de acotación (14), se deduce que 
B =0. 
La condición de frontera (13) nos da: 


AJn+i:2 (YA ro)=0 


Como se busca la solución no trivial de la ecuación, debe ser 
A +0 y, por consiguiente, 


Fitz (y ro)=0. 


Denolando medianto v', vi”, ..., vin las raíces de la ecuación 
trascendente 


Y +12 (v) == 0, (18) 
so hallan los valores propios: 
vn 2 
Ara, n= (25) . (19) 
To 


A cada valor propio Am, , le corresponden 2n -+ 4 funciones 
propins Introduzcamos la nolación 


xn (2) = ve Fn+r/2 (2). (20) 


Entonces, las funciones propias de la ecuación (3), con la con- 
dición de frontera (6), se pueden representar cn Ja forma 


y 
Un m.¿(5,9, =p, (LE E r) ri, Y) 
0 


(1 = 0. y in A, A E a 0, Mi as 2). 
| (21) 
Consideremos aliora el primer problema interior de contorno 

para la ccuación ica 
ct ko =0 (22) 

con lá condición de fronlera 
1 -= f(0, q) (23) 

eo la superficie de da esfera de radio ro. 


De la exposición precedente, queda claro que la solución de 
este problema se representa on la forma 


v(r, 0,1 = S. Y has oa] FO, y), (24) 
n= n Fo 


CS JE 
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donde /, , son los coeficientes del desarrollo «de la función f (0, q) 
por las funciones esféricas (YM (8, «p)) 


100= 3 Y AYTO 0, (25) 


Si k? coincide con uno de los valores propios, 


yo) 2 
| m-) 3 


Fo 


el probleina de contorno (22) — (23) ticno solución no para loda 
función f (8, q). La fórmula (24) inuestra que la condición nece- 
saria y suficiente para que nuestro problema de contorno tenga 
solución es, en este caso, la anulación de los coeficientes fa): 


Íno) = 0, 
o bien 
a 2n 


) $ F(0, q) YiZX0, q) sen8 d8 dp =0. 
0 


Si estas condiciones se cumplen, Ja solución se determina por 
la fórmula (24), en la cual los sumandos que corresponden a 
rn = ny no se escriben. Sin embargo, aquí la solución no se deter- 
mina unívocamente, puesto que sicinpre se le puede agregar 
cualquier combinación lineal de funciones propias, que corres- 
punden a kk? = Amono: 


5. Problema exterior de contorno para la esfera. Estudiemos 
el primer problema exterior de contorno para la esfera (véase 
el cap. VII, $ 3 

Av+IHvDo=0 (4 > 0), 


Dl ro ro a f (0, p), 
1 
»=0(1) para r—-00, 


lim des + iko) =0 (condición de irradiación). 


-P—00 


Como fue demostrado en el $ 3 del capítulo VII, este proble- 
ma tiene solución única. Desarrollemos la función buscada y la 
F(0, q) en series en las funciones esféricas: 


v(r,0, pp = 52 R, (r) y DO, ep), 


(0,P= 2 /MYD0, 0. 
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Los coeficientes del desarrollo R, (r) satisfarán, evidentemente, 
a la ecuación 


RA +2, + 6 0D) R,=0, 
? 
a la condición de frontera 


BR, (ro) E Ífn 
y a las condiciones de irradiación cuando r-— oo 


Rai =0(2), 


lím r(Rí +1kR,)=0. 


y» 00 


La solución general de esta ecuación tiene la forma (véase el 
p. 4 y el Complemento 11, ] Parte, $ 3) 


BR, (0) = Ar (er) + Bab RP (kn), 


Sn (P) = ve Hurto), 


E (p) = ap Pr (Pm)  (p=kr. 


Tomando en cuenta las fórmulas asintóticas para las funcio- 
nes de Hankel H“> (p) y H'2) (p) (vénse la 1 Parte, $ 3): 


A (0) = yz. ca ON 


np 


A VACA Ci 
HO (p) vi. a 


(los puntos suspensivos cal términos de orden inayor de 
infinidad con respecto a =—, se obticnen, para las funciones ¿(0 
y £(2, las siguientes fórmulas asintóticas: 


donde 


-1 (ar - E - ] 


A 
r 
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De aquí se ve que sólo la función ¿(*) satisface a la condición 
de irradiación. 
Por esto, tendremos que 


A, =0,. 
Utilizando la coudición de frontera para r = rg, se halla: 
ns 
Bru= == —. 
l 5% (ro) 
De cste modo, se obtieno la función y (r, 0, q) en la forma 


Z 5 fut kr) 


,0, Y 6, y), 
0. 1= 2 2. LD ro (0, y) 
donde 
nm 27 
! N 1(0, y) Y:P(O, y) send de dy 
pue ¡Y P E á 
Q 


a 235 ; 
prep=/f [Y OP sono de dy = EL. y ] 
, 241 (m—p 


es el cuadrado de la norma de la fuución esférica YO, q). 


TIT PARTE 


POLINOMIOS DE CHEBISHOV— HERMITE 
Y CHEBISHOV—LAGUERRE 


S 4 POLINOMIOS DE CNHEBISHOVY—HERMITE 


1. Fórmula diferencial. Dofinamos los polinomios de Chebi- 
shov-Hermite H, (x), por analogía con los de Legendre, mediante 
la función generatriz Y (p, x), haciondo 


Y (p, 1) =P — y 4 Sa p (1) 
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De aquí se deduce, en virtud del teorema de Cauchy, que 


0” V (p, 2) an «Y(Gzx) 
» (2) op” p=0 2mi 4 Cr 
2 n) ¿ep* e. 
=e —_— dG, 2 
2ni E qn il 


donde C es un contorno cerrado en el plano de la variable comple- 
ja (, que encierra al punto £ «= O. Introduciendo la nueva varia- 
ble de integración z=w<— í. se transforma (2) como sigue: 


Han (2) = (— 13" e” ni f e”? 


———— (22 
Dai A (z a ay 


¿ft qe? 
ar LL te), 3 
0 21 E reee (5) 


donde C, es un contorno que abarca al punto z = x. Én virtud 
del teorema de Cauchy, la expresión cutre llavos es igual a 


dr (e-=*) a , y ; . 
O Como resultado, de (3) se obtiene la fórmula diferencial 
dr" 
Esta [órmula demuestra que A, (2) es un polinomio de grado n, 
siendo, además, | | 

Ha, (=x) — (-4)" H,, (2). (5) 


De (4) se halla que Fo (2) = 4, H, (x) = 27, Ha (a) = 42? == 2, 
ote. 


MH, (a) =(—1e (0. (4) 


2. Fórmulas de recurrencia. Derivando la función generatriz 
cun respecto a p y .e, se halla: 
Y, — 2Y 0 Yo— 2(2— pp Y — 0, (6) 
Sustituyamos la serie (3) para Y (p, x) en cada identidad 
de (6). Agrupando los términos de p” e igualándolos a cero, se 
obtienen «los fórmulas de recurrencia: 
A, (1) => 2nHT , (7). (7) 
Hn+a (2) — 22H. (2) +- 2H 1 (1) = 0. (8) 
La fórinula (8) permite determinar sucesivamente //,, para todo 1, 
sabiendo que Ho(x)=' 1, HH, (r) = 27. Así, por ejemplo, 
Sa = 21H, — Ho = 182 — 2, MH, = 231f) — 4H, = 8 — 
—i2r, etc. 
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3. Ecuación de Chebishov — Hermite. Flallemos la ecuación 
a la cual satisface H, (x). Para esto, utilicemos las fórmulas de 
recurrencia (7) y (8). Primeramonte, eliminemos de (8) 27H, -,, 
aplicando (7): Hay, — 22H, — H; = 0. Derivemos esta ecua- 
ción con respecto a x: H,,, — 2xH;, — 2H, + Ha =0 y colo- 
quemos aquí Hany = 2 (n 4 1) H",, de (7). Como resultado, 
se obtiene: 


Hi, — 21H, + 2nH, =0, o bien io 


— y 2 
> )+ 2ne"*H, =0. 
(9) 
De aquí se aprecia que el polinomio de Chcbishov-Hermite es 
una función propia, que corresponde al valor propio 1 = 2n 
del siguiente problema (problema de Sturm-Liouville): 
hallar los valores de A, para los cuales la ecuación de Chebi- 
shov — Hermite 


le" yy sE 1 “y — O, A <= r< 00, (10) 
tenga soluciones no triviales, que crezcan, cuando x-—- 00, en 


forma no más rápida que una potencia finita de z. 
Se podría buscar la solución de esie problema en forma de 


la serie de potencias y = Y a,x”. Sustituyendo esta seric cn 
n o (1 


la ecuación (10), se obtiene, para los coeficientes, la fórmula 
de recurrencia 
2n —A 
da+2 == ————————_ Ap» (11) 
(n + 2) (n + 1) 

De la fórinula (11) se ve que, para A == 2n, todos los coeficientes 
4 SON Aa = U para k>n y la serie so rompo. Sólo para 4 = 2u 
se puede cumplir la condición en el infinito. Los polinomios 
obtenidos están determinados salvo un factor constante. Esxco- 
giendo a, = 2”, se obtienen los polinomios HH, (x). 


4. Norma de los polinomios 1£,, (x%). Demostremos (sin aplicar 
la teoria general) que los polinomios de Chebishov — Ilermite 
forman un sistema ortogonal, con densidad e-*”?, en la recta 
infinita, y calculemos su norma (con densidad p (x) = e-=*): 


¡An 1 =V2"n ya. (12) 


Tomemos la ecuación 


Lmn= | Hn( Hna? da= (97 $ Ho (2) a (e) ds 
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Supongamos, para fijar ideas, que m < n. Integrando por partes 
y aplicando la fórmula (7), así como también el hecho de que en el 
infinilo se anula el producto del polinomio por e-*?, se obtiene: 


n—i 


Lmn =(— 1)" 2m Ana (7) dr= 
=(— 17" 27m! $ a (e*) az, 
puesto que Hy =1 De aquí se aprecia que 
Emp =(— 1)” ” 2 m1! a (7%) _ O para m<mn. 


Si m = n, entonces será 


Lan=2n1 | € “dr=2'n Ya [1H , 16. 


Queda así demostrado que 


ce 2 0 men 

E IN: _ , e 
O la, mo 

lin virtud del teorema de Weierstrass, los polinomios de 
Chebishov — Hermite forman un sistema cerrado y, en conse- 
<uencia, hemos hallado todas las soluciones del problema (10), 
es decir, A 3% 2n no puede ser valor propio. 


3. Funciones de Chebishov — Hermite. En las aplicaciones 
(véase la pág. 799), se ntilizan frecuentemente las funciones de 
Chebishov — Hermite 


| a H, (í) 
Hl)=h,(2)e 2, hila= ==, 
[147 (0 


que forman un sistema ortogonal y normalizado, con densidad 
p (1) — 1, en el intervalo infinito —o < 7 <oo: 


Ñ 0, m <Rn. 
Y a (mn (2) de (| 1, rn 


Estas funciones se anulen cuando x—> +00 y satisfacen «u la 
ecuación 


YAOA—AáA=00 para A=2t + 
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$ 2. POLINOMIOS DE CHEBISIOV —LAGUERRE 


3. Fórmula diferencial. Los polinomios de Chebishov — Lague- 
rre £, (%) serán definidos mediante la función generatriz 


Jo AL 
Y (p, 2) =—e 17», (1) 
li—p 
Desarrollándola tn serie de potencias: 
S ñ pl 7 
Y (p, z) = PS Ln (1) po, Fon (1) NO (2) 
no rn] do" lo=0 


y aplicando el teorema de Cauchy, se halla: 


! E Y (2. 1) 5) 
Als RUE En de 


donde € es un contorno que encierra ad punto £ = 0, Introduz- 


pa 
camos la nueva vuriable do integración 2, haciendo  = 1 — E 
rdz , 
di = —=T entonces, será 
; 4 ¿nprz ! 
Lu (a) =e — j —_— da, (3) 
2ni 4, (2 — 1) 


donde €, es un contorno que conliene al punto z = zx. La fórmu- 
la (3) nos da: 


— late >). (4) 


De aquí se concinye que £,, (1) es un ad E de n-esimo 
grado. En particular, se tiene que £, (51) = 1, L, (1) = 1 — 2. 


2. Fórmulas de recurrencia. Dorivando Y (p, rx) con respecto 
ap y ax, se obtienen las dos identidades 

(1 —pP Y —(l—p— o Y =0, (5) 

(1 — p Y, + pT =0,. (6) 


Sustituyendo la serie (2) en (5) y (6) e igualando a cero Jos coe- 
ficientes de pp ***, se obtienen las fórmulas de recurrencia 


(241) En+y — En +1 DL, + n£,-¡=0, (7) 
E Le E A] (8) 
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La fórmula (7) establece Ja relación entre los polinomios £L, +4, 
£L,. Lys y permite determinar sucesivamente todos los £,; por: 
ejemplo: 

La(2)=5 (80) L, —L=3P—22 41 
Deduzcamos otra fórmula de recurrencia: 


tE + (413) £, —(n +1) Ln +1 == 0. (9) 


Para esto, sustituyamos » por n 4-1 en (7) y derivemos con 
respecto a z: 


(1 +2) Lira — (243%) Enri Lara + (4-1) Ln = 


aplicando dos veces la fórmula (8), se eliminan aquí Lt. y 
Er como resultado, se obtiene (9). 


3. Ecuación de Chebishov — lJaguerrc. lHallemos la ecuación: 
cuya solución es £, (7). Derivando (9) con respecto an a, se ob- 
Liene: Eh + (n+2— 2) Ln — £, — (n -P 1) bons = (0  des- 
pués de lo cual se eliniina £”, ¿1 mediante (8). Se obtiene así 
la ecuación para £.,,: 


IE, —0L,+nL,=0, 


o bien E (+. «Hl=) +Hne "EL, =0, (10) 
dx de 


la cual se lama ecuación do Chebishov — Laguerre. 

Queda así demostrado que £n (7) es la fmución propia que 
corresponde al valor propio 4 = 2 del problen»a: 

hallar los valores de 2, para los cuales la cevación 


(re “yy +1 "y=0 U<<oo, (11) 
tiene solución no trivial en la región 0Ó<x" < oo, acotada en 
x =Ú y que crece, cuando rr -——> 00, en forma no más rápida que 
una polencia finita de .c. 

Obsérvese que la ccuación (10) para £,, (2) puede ser obtenida 
si se deriva n 4- 2 veces la función 3 == aten? y se aplica la fór- 
mula «diferencial (4). 

4. Ortogonalidad y norma de los polinomios de Chebishoy — 
Laguerre. Demostremos la artogonalidad y la normalización, con 
densidad e-7*%, de los polinumios /., (<). partiendo de Ja fórmula 
(4). Tumemos la integral 

”n 


Ln = y Dm (a) L,, (1) e” 2 de == A (Z Ei (o ) UN in" 2) dx. 
0 rel $ ely" 
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Seca m< n. Integrando m voces por partes y teniendo en cuenta 

que, por la proscncia de un factor de la forma x*e-* (k > 0), 

todos los términos sin integrales se anulan, se obtiene: 

A RAUL an” 
) de” que” 


mn =1(= 1)" — (re *) dz. (12) 


n! 


Sim < hn, integrando una voz más se halla que Jn = 0, puesto 
ml 


e q Em== 0. En el caso en que m = n, se tiene: 
d“L, 
=a =(-1" 
dz 


< 


a Ea Perra PEDO 4 L, |é (13 


ni ni 


Así, pues, los polinomios de Chebishov — Jaguerro forman un 
sistema de funciones ortonormal, con densidad e-* 


$ Lal) La (mM e”* dem | Edil (14) 
Ú 


Í. m=n. 


5. Polinomios generalizados de Chebishov — Laguerre. Un el 
«estudio del movimiento de un electrón en el campo de fuerzas 
de Coulomb, así como también en otros problemas de la física 
moderna. se encuentran, copjuntamente con los polinomios 
£, (zx), los polinomios generalizados de Chebishov — J.aguerre 
Lr (1). La teoría de estos polinomios se puede construir en forma 


smáloga a los puntos 4—4, partiendo de la función generalriz 


20 
y desarrollándola en serie de potencius de p: 
to —_ 


Y (p, )= al Ente Li =-— 


ni -— (p. x) In=a- 


Repitiendo los razonamientos efectuados para s = O en el y. 1, 


30 halla: 
4 y: (a x) E gr +oy=z 
Er 2 = — y 1 
( ) 2ni $ qr+ eS e _ e (2 gr 
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De aquí se sigue que 


25 (2) = E qx “er e (ar +7”) (16) 
: n! dx" 
es decir, que £s (x) es efectivamente un polinomio de n-ésimo 
grado. En particular, será L: (a) =4, Eo =1 + s—u. 
Introduciendo la función z = x"*” e7* y derivándola (a + 2) 


spect hall la funció Pz) 
veces con rospec oaJZJx, ee alla, para a unción u = de » a 


ecuación zu” + (zx +41 —a8)u' + (a + 1) u = 0. Calculemos las 


derivadas de Ls? (x) = =T x7*e* yu y tengamos en cuenta, además, 
la ecuación para u. Entonces, se obtiene la ecuación 
(Ly — (2 —s— V(E)Y +n£=0, (17) 


a la cual satisfacen los polinomios generalizados £* (x). Queda 
así demostrado que los polinomios generalizados de Chebishov — 
Laguerre son funciones propias, que corresponden na los valores 
propios 


=p EL, 


del siguiente problema: 
hallar los valores de A, para Jos cuales la ecuación 


y +6+1=ay + (2 SS )u=0, 


o biun: 
(Ae yy sE pesa == 144) y = Ú (18) 


tenga, en la región (0 < x < oo, solución no trivial, acotada para 
«e = 0 y que crezca, cuando rr — oo, no más rápidamente que una 
potencia finita de x. 

Partiendo de la fórmula diferencial (16) y razonando en forma 
análoga a como lo hicimos en el p. 4, no es difícil demostrar (que 
los polinomios £% forman un sistema de funciones ortogonal, 
con densidad e-“z*: 


on | ye dl En (s> q. 1), 
$ L (0) 13 (0) e 3 dx | Hr ei 
0 . 
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A los polinomios de Chebishov — Laguerre £2 (1) les corres- 


ponden las funciones ortogonales y normalizadas, con densidad 
p (1) E Í. 


Yi (2) =x% 26 (0, 
donde 
Hen ll= 1, 


las cuales son soluciones de la ecuación 
1. E s ] 
ap Y +14 -—=—-——]Jy=0, (10 
4 Ax 
con las siguientes condiciones de fronlera: acotación en el punto 


z— Uy anulación cuando x > oo, que corresponden a los valores 
propios 


s +1 
há =R + =— . 
De la fórmula (18) se aprecia que £í (2) = £L, (2) pura A, 
1 ed 
igual a n + 5 (si se cambia 4 por A+ S tm la ecuación (183), 


ésta comcidirá, para s* == 0, con la de Chobishov — Laguerre (10)). 

Para concluir, hagamos notar que, en virtud del teorema de 
Weierstrass, los sistemas ortogonales de polinomios (f£,, (.x)) 
y (£5 (1)) son cerrados. Por esto. bemos hallado todas Jas fun- 
ciones propias de los problemas (10) y (15). 


S 3. PROBLEMAS SIMPLES PARA TA ECUACION 
DE SCHRODINGER 1 


1. Ecuación de Schródinger. En la mecánica cuántica, el com- 
portamiento de una partícula que se halla eu un campo de fnerzas 
potencinles se describe por la ecuación do Schródinger 


p 2 
in Em — > Ay + Ur, y, 2, 07, 1) 


1% Los problemas analizados aquí para la ecuación de Sehrodingor, 
constituyen ejemplos de aplicación de Jos polinomios de Chebishovy — Hermite 
y Chobishoy —laguorre. La exposición (qUe sigue a continuación no prelendi 
tratar la totalidad de Los problemas relacionados con dicha ecuación Un cl 
programa universitario, la mecánica cuántica se estudia después del curso 
de Física matemática 
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donde Ak = 1,05: 107? erg «seg es la constante de Planck, ¿ = Y —1,; 
y es la masa de la partícula, U, su energía potencial en el cam- 
po de fuerzas; y = Y (zx, y. z, £), la función ondulatoria. 

Si las fuerzas no dependen dej tiempo, U = U (zx, y, 2), son 
posibles estados estacionarios con un estado dado de Ja energía, 
es decir, existen soluciones del tipo 

¡E 
p=P ir y ae?" (2) 
sicudo 2 la energía total de la partícula. Sustiluyendo esta expre- 
sión en la ecuación (1), se obtiene la segunda ecuación do Schró- 
diugor 


2 
ay + E— UY =0, (3) 


en la cual £ hace las veces de valor propio, que debe ser determi- 
nado. Fin lo sucesivo, escribiremos y. en Jugar de q: 


aq + SE (E — U) p =0. (4) 


En el caso de ausencia del campo de fnorzas, Y -- 0, la ecua- 
ción (4) toma la forma 
242 
q? 
No es dificil apreciar la simíJitud de esta ecuación con la ecur- 
ción ondulatoria de la fisica clásica 


Ay + k3p -- 0, (6) 
211 


. (0 , . . 
donde k =- PA a el námero ondulatorio y A, la longitud 


de onda. Sin embargo, esla similitud es puramente superficial 
y formal, en virtud de la diferencia del significudo físico de las 
funciones que figuran en las ecuacionos (5) y (6). 

En la ecnación de Schrodinger tiene un significado Jísico 
dlirecto no la propia función q, sino [ap [?, la cual se interpreta 
desde un punto de vista estadístico: la exprevión | [? de dy dz 
significa la posibilidad de que Ja partícula se halle dentro del 
volumen elemental de dy ez, en el punto (e, y, 2) del espacio. 

En correspondencia con cesto, la normalización de las funcio- 
nos propias. que aplicábamos antes con frecuencia con fines de 
sencillez matemática, adquiere ahora un significado fundamental. 
La condición de normalización 


NS Ip bé dz dy dz 1 (7) 
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significa que la partícula se halla en cierto lugar del espucio y, 
por esto, la posibilidad de hallarla cn algún punto de ésle es 
igual a la unidad (suceso cierto). 

JIsstudiomos ciertos problemas simples para la ecuación de 
Schródinger. 


2. Oscilador armónico. La ecuación de Schródinger para el 
oscilador armónico adquiere la forma 


4 Py 
dl 7 TE = 0, 
E DD p 
ma . , 
donde Y =—2 2%, y 0, es la frecuencia propia (cíclica) del 


oscilador. Nuestro problema consistirá en la determinación de los 
estados oslacionarios, es decir, el espectro de los valores propios 
de la energía E y las funciones propias correspondientes 1p, a 
partir de la ecuación 


+ — 1982) y — E 
a y FJ y=0 (8) 


con la condición complementaria de normalización 


$ y» !*dr= t. (9) 


Introduciendo las notaciones 


O AN (10) 


se obtiene para la función y = + (E), dospués de transformaciones 
evidentes, la ecuación 


Py 
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con la condición complementaria de normalización 


¡imra=Z. (12) 
AN E 


Las soluciones de esto problema serán, en virtud del p. 5 dek 
$ 4, las funciones 


st, 
4 e 2H, (í) 
Ya (E) == Va CT Ya 


que corresponden a los valores propios 
An = en + 1. 


Volviendo a las notaciunes originales, se halla: 


(4) = PE, Y 1 13 
A is 
E, =%00(1 +3) (m=0,1,2,...). (14) 


En la mecánica clásica, la energía del oscilador 


2 2 
>» Py uo 2 
E=h y 4% 
21 A 2 


donde p. es el impulso de la partícula, puede tomar una serie- 
continua de valores. Desde el punto de vista de la mecánica cuán- 
tica, la energía del oscilador, como lo demuestra la fórmula (14), 
puede tomar sólo una serie discrela de valores E,. En este caso, 
se dice que la energía se cuantifica. El número rn, que determina 
el número del nivel cuántico, es llamado número cuántico prin- 
cipal. En el estado cuántico más bajo, para n = O, la cnergía 
del oseidador es diferente de cero e igual a 


> 


1 
Z,= o ho. 


3. Rotador. Hallemos los valores propios de la energía de un- 
rotador de eje libre, cs decir, de una partícola que gira a uno 
misma distancia alrededor de un centro inmóvil, 
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La cnergía potencial E del roltador conserva un mismo valor 
en todas las posiciones de la partícula, y se la puede tomar igual 
a cero, U = 0, 

En el sistema esférico de coordenadas (r, 0, q) con origen 
«qn el centro inmóvil, la ccnación de Sehródingor para el rotador, 


Ay + me Ey =0, 
l 


-se puede escribir en la forma 


1_2 2) A A 
le 00 to da iii y) 


Aquí se utiliza la condición 


dp —U. 
dr 
Introduciendo. en lugar de la masa y, el momento de inercia 
T = y, 
so obliene: 
i 0 ( e) A 
— | send — Mp = 
sen9 de 00 00? dp? A 
o bien 
Ae, e + Ap ==0. (16) 
«dono 
E (17) 
h* 


De esta manera, se obtiene el problema de contorno sobre 
los valores propios de la ecuación 


Ae, PH Ap =0, (16) 
con la condición nátural de frontera de acotación en los puntos 
g8=0 y U = 1 y la condición de normalización 


2n ? 


GS y [send de dq = 1. (15) 
0 


tn 
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/ 
Las soluciones de este problema, como se sabe, son las funciones 
esféricas normalizadas 


ta. y E 22m QrEne el == a Y FDO, 9) 


2 para m=0 
(en=4 1 para Sl (19) 


m) __ pim) cos inq 7 
Y; (9, p) = P; (cosé) on mo (m=0, 1, o... D, 
que corresponden a los valores propios 
d=d¿(14 4). (20) 


Sustituyendo A por su valor según la fórmula (17), se obtiene la 
fórmula para los valores do cuaniización de la encrgía del rotador: 


2 
Em=1U+ 037» I=0.L Don (21) 


4. Movimiento de un electrón cn un campo de Coulomb. Uno 
de los problemas más sencillos de la mecánica atómica es el 
problema sobre el movimiento de un electrón en el campo de 
Coulomb del núcleo, que tiene un gran interés práctico, por 
cuanto su solución da no Solamente la teoría del espectro del 
hidrógeno, sino también la leoría aproximada de los espectros 
de los átomos con un electrón de valencia (átomos similares al 
del hidrógeno), por ejemplo, del átomo de sodio. 

En el átomo del hidrógeno, el electrón se halla on el campo 
electrostático del núcleo (protón), de forma que la energía poten- 
cial] U (x, y, 2) es igual a 

e 


Da (22) 


r 


donde r es la distancia del electrón al núcleo, —e, la carga del 
electrón y +e, la del núcleo. 
La ecuación de Schródinger tiene, en este caso, la forma 


ay + HL A Ll (e sE E) p=0. (23) 
Nuestro problema consisto en hallar los valoros de E, para los 
cuales la ecuación (23) admita solución continua en todo el espacio 
y que satisfaga a la condición de normalización 

SS ro ce y, dl drdyd:=1. (24) 


Wa $1—1063 
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Introduzcamos un sistema de coordenadas esféricas con origen 
en el núcleo, el cual se supone inmóvil: 


Sera) rbarinerijemo 


y busquemos la solución en la forma 


p(r, 0, ) =x (0) Y” (0, q). (26) 


Tomando en cuenta la ecuación diferencial para las funciones 
esféricas Yi" (8, q): 


Ao, «Y (0, $) + 1004 1) y7P 060, q) =0, 
se obtiene: 


ix 2 dx E ( : 5) UE! 
—|E+=]|-—_—_— |x =0. 27 
aa Poy? 0 
Introduzcamos, como unidad de longitud, la magnitud 
p? 
a=—, 
pe 
y como unidad de energía, la magnitud 
2 
e e 
io SÓ 
Haciendo 
p=l, el (<0, (28) 
a E, 


escribamos la ecuación (27) en la forma 


ee 20% 4 (20 +2 a (29) 


Mediante el cambio 


= 7 (30) 


la ecuación (29) se reduce a la forma 


p p 
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donde 
s = 21 + 1. 


Introduciendo, como variable independiente, la magnitud 


z=pV-8e, (32) 


se obtiene, en lugar de (31), la ecuación 


d ; e 
dsd (24 )u+=0, (33) 
o bien 
2( u)_(2 E) A—0 , 
AN RO y+y ] (335 
donde 
E AS (38) 
Y — 2e 


la cual coincide con la (19), que estudiamos en el $ 2, 
Los valores propios que hallamos entonces, eran iguales a 


rm EZ, 


y las funciones propias (determinadas salvo un factor constante) 
se expresaban mediante Jos polinomios generalizados de Chebi- 


shov — Laguerre L£y,: 


a 
Yn, (1) =x*%e ? L,, (2), (35) 
donde £,, (x) se doterminan por la fórmula (16) del $ 2. 
Tomando en cuenta que 
Ss = 21 =/- ¡e 
se obtiene: 
AkA=np+l+14d=n (n=141,2,...). (36) 
J31 entero n se llama número cuántico principal, »,, número 
cuántico radial, y 2, número cuántico azimutal. 


Sustituyendo A por su expresión de acuerdo con las fúrmulas 
(34) y (28), se obtienen los valores de cuantización de la energía: 


$ 
; pe 
a (37) 


Estos dependen solamente del número cuántico principal n. 
51» 
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Hagamos E igual a la energía del cuanto ho = hv, E = — hv, 
donde v = 7] es la frecuencia. EEntojces, tendremos: 
4 
Le R 
v == — 38 
ana a ad 
4 4 
donde Ri == BE=e es la llamada constante de Rydbheorg. 


22 ¿nh? 

Hallemos Jas frecuencias de las líneas espectrales. La frecuen- 
cia v,,, que se observa en Ja línca espectral, corresponde al paso 
del estado con energía E, al estado con energía £,,. 

La frecuencia van, del cuanto, que se emíte en este paso cuán- 
tico, es igual a 


1 1 
Van, == £ (£ — 2) A (39) 
ni n 
Haciendo nr, -= 1 y dando a n los valores n = 2, 3,... ., se obtiene 


una sucesión do líneas, que forman li llamada serie “de Lyman 


1 
na =r(1-). 
V á e 


Continuando, los valores ni =2, n=3,4,... dan la serie 


de Balmer 
1 1 
02 7). 


los valores 1, =3, R=4, D, ..., la soric de Paschen 


1 1 
A 


Pasermos ahora a determinar las funciones propias del átomo 
de hidrógeno. Para esto, en virtud de la fórmula (26), es sufi- 
ciente hallar las funciones radiales y (p) 

Aplicando las fórmulas (35), (32). “o, (34), (36), se puede 


escribir: 
29 Y --£. 2 
ni (P) = An (2) e >» 12th (2). (40) 


donde 4, es el factor de normalización, que se determina de la 
condición 


Sexo) do =1. (41) 
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Calculando A,, se obtiene la siguiente expresión para las funcio 
nes redjiales normalizadas: 


Xni (9) = (2 IS y ai a En De (2e a e) e n HERE, (2e) . (42) 


En virtud de las fórmulas (26) y (19), las funciones propias 
normalizadas son de la forma 


Pmnt= y Eta Y" (0, 6) xn (0), 


determinándose Xni (p) por la fórmula (42). 

El número m (m =0, +1, +2, ..., +1) se llama número 
cuántico magnético. 

Como nr, no cs negativo (rn, = (0), 1, 2, .. .), para un n dado, 
en virtud de la fórmula 


n=n +¿i+1, 


cl número cuántico ¿no puede ser mayor que n — 1 (1 = 0, 1, 2, 

., r— 1). Por esto, para un valor determinado del número 
cuántico principal n, el número l puede tomar nr valores: 7 = O, 
l,.... n—1, ya cada valor 1 le corresponden 21 + 41 valores 
de m. De aquí se deduce que a un valor dado do la energía E,, 
cs decir, a un valor dado de nr, le corresponden 


n—/i 


JOAO 143454 + (On —1)=n 
=( 


funciones propias diferentes. De csta manera, cada nivel de ener- 
gía tiene una degeneración de multiplicidad n?. 

El espectro discreto hallado de valores propiogy negalivos de 
la energía E,,, está formado por un conjunto infinito de números, 
cuyo punto de acurnulación es cero. 

La segunda particularidad del problema estudiado para la 
ecuación de Schródinger es la presencia de un espectro continuo 
de valores propios positivos (cualquier número positivo £ es 
valor propio de la ecuación (23)). En este caso, el electrón ya no 
está ligado al núcleo, pero, de todas las formas, se encuentra en el 
cam yo de éste (átomo ijonizado de hidrógeno). No nos detendremos 
en demostrar la existencia de un espectro continuo, recomendando 
al lector la bibliografía especializada ?). 


ls Veaso, por ejemplo, V. A. Fok, Principios de la Merinuica Cuántica, 
1432, KK. Courant y D Hilbert, Métodos de la Física Matemitica, €. 1, ed. 
Gostejizdat, 1951, cap. V. 
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IV PARTE 


FORMULAS, TABLAS Y GRAFICAS 


A continuación, se exponen las tablas de ciertas funciones 
especiales, que hemos encontrado en la resolución de los proble- 
mas de contorno de la física matemática. Las tablas van acom- 
pañadas por una lista de las propiedades más sencillas de las 
funciones especiales. 


Í. PROPIEDADES FUNDAMENTALES DE LAS 
FUNCIONES ESPECIALES 


1. Integral de los errores 
1. Integral de los errores: 


2 $ ar 
Dd — A do. 
eS 
2. Desarrollo para pequeñas 2: 
2 z z ) 
Dd == —— o Pq “—”  r.. . 
(2) Jal m3atars 


3. Fórmula asintótica para grandes 2: 


1 —( 1 34  4-5-6 ) 
Did =1 => ——Al1 == — + — ——_——+...)]. 
sl Ya z ey ey 
2. Funciones cilíndricas 
Series Fórmulas asintóticas 
4. Funciones de Bessel 
e 1 
m2) -...lu. 
v (1) )) T(v+1) (2) e 
2 ( TV z) 
== — CO A 
ES NE 2 4 + 


2. Funciones de Neumann 


No (x) = - Jo (x) (m5 + c) + |No(2) 


2(2Y 2 n 
Del Viml—ie 
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(C = 0,577215664901532 es la 
constante de Euler) 


Mia a N, (7) = 
TT 
2 ; 
+210(1m3+0)+.... =— Y 2cos(2-2)+..., 
N, (1) = N» (1) x 
1 (2 2 ARM 
== => —]|-- pa | ... — a mos um er, 
1(2) (n + Xx Y 2 son: > 5) +... 
(n > 1). 


3. Funciones do Hankel 


nv A 


BrMO=JD+ in, AV (7) y2. EE] 
IZ 

PI 00 ls Y LE TD 
IT 


4. Funciones de argumento imaginario 


1 (1=(— 3, (i2)= na Y +... 
ay 1 
=(3) Ten 
= L qW tim = K Y Ea 
Ky (1) = 7% (112) = o (1) Ñ o7* +... 
2 
= (105 +0)100) +(5) +... 
K (3 =-— TH (i)=h +... K, (1) ez Véa 
Knt)=P e? "HP = Kale Y Ec*+... 


_( — 1) (2) 
2 E A 
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5. Fórmulas de recurrencia: 


a [YZ,(0)]=4Z,- (0, de [20] —__ Zur) 
dx del y x* 


a 2 
Lu, (x) E La ha (x) ss > Luz), 


donde Z, (zx) es cualquier función cilíndrica de argumento real. 
Casos particulares: 


e 
Jo (1) = — J, (2), 411 de=1 — Jo(z), 
d ] ( 
Ps [=J, (1)] = 24, (0), $ ado (a) dr= xH, (x). 
Para las funciones de argumento imaginario, se tiene: 


AD ta= 1, Kal) KE 4,10), 


La (Dt Ii (0=2 210, E (+ Kv (2) =—2 E Kv (o). 


lo(2)=M (2), — Ko()=— Ki, (2). 


6. El delerminante de Wronsky para las funciones cilíindri- 
cas es 


TN) NM 0 aL, 
NL 
HO (UY (2) HP (9H 9=— Él, 
nz 
IDE (0 —K, (01, ==. 


7. Fórmulas integrales: 


Ito=25 e” een 9H ino qe — 
er (— iy" í gl*cos9+ino qa — (— iy" esos cosmo dy 
0 ds 


2 <n nr 


go 2) (7) = a 1 
T 


f et: seo 9+ vo de, 
C; 
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donde log contornos de iniegración C, y Cz¿ están representados 
en la fig. 96, 


Kv (a) = 5 Serbia, 


8. Funciones do ordon semientero 


JS ¡¡2 (2) = Y E sen t, 
TI 
F_, ¡q (7) = V —-COs í, 
no 
2 (senz 
Ja (1) = a —COST], 
max zx 
J_3 (2) = vi ( E eN 2) ' 
z 


(== (PS, 1 a). 


¿EE 


>. Polinomios de Legendre 
1. I'unción eeograta: 


E A y POP. (Dm, 0O<p<i, =1i<r<1. 
Vi4+pt—20r "=0 
2. Fórmula de recurrencia: 
(n + 1) Para (2) — x (2a 4 1) P, (2) + nPra (1) = 
%. Fórmula de Rodrigo: 


== d” 
P,(z z* — 1). 
Ú )= 2%! dx — [(e ) ] 
4. Micnación de los a de Legondre: 


Za 2] +nt41)y=0. 


9. Fórmula integral: 
21 
Po (24 ¿V1 —xco03p )” de, —=1<xSX1t. 
0 
6. Cuadrado de la norma: 


+1 
Pa lP= $ Pi (3d= 


nm +t 


810 
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P.Ao=1, Po=xw Psla)= 5 (32? — 1), 


Py(z => (5 — 3x2), P, (2) = 5 (351* — 302? + 3). 


4. Funciones adjuntas 


. Ecuación do las funciones adjuntas: 


¿loans Ejem 


(m) 0 mp2 4” e 
Pr (2) = (1 — a) aqqñ Pa (2). 


e 2 (n+m!i 
MPA = $ (P, (my — 2 + 1 (2 — m)! 


5. Polinomious de Chebishovy — Fermite 


. Función goneratriz: 


e “= NA: (a) ; 
n=0 nl 


Fórmulas de recurrencia: 


Hr, (2) == 2H y 4 (2), Mn 41 (2) — 22H y (1) + 21H y; (2) == 0. 


3. Fórmula diferencial: 


T 


2. 


H ,, (2) = (— 1)" er e 
dx” 


1117. 1f= $ HR (e “dr=2"n! yx. 


6. Polinomios de Chebishov — Laguerre 
Función generalriz: 
xt 


A 


e ix 
1i— 
Fórmula diferencial: 


=r y Ln (x) £”. 
n=0 


Ln (x) = = e* a le *z”). 


l|ZL,. (11? = 1. 
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M. TABLAS 
Tabla 1 
z 
Integral de los errores O (z) = e ! etida 0%2%2,8 
V il 
a is ' E |. o 

0,00 0,0000 [| 0,44 0,4662 0,88 0,7807 1,32 0,9381 
0,01 0,0113 0,45 0,4755 0,89 0,7918 1.33 0.9400 
0,02 0,0226 0,46 0,4847 0,90 0,7069 1 34 0 9419 
0,03 0,0338 | 0,47 0,4937 0,91 0,8019 ' pios 
0,04 0,0451 | 0,48 0,5027 0,92 0,8088 1,35 0,9438 
0,05 0,0564 | 0,49 0,517 0,93 0,8116 1,38 0,9456. 
0,06 0,0876 0,50 0,5205 0,94 0,8163 1.37 0,9473 
0,07 0,0789 [| 0,51 0,5292 0,95 0,8209 1.38 0.9490 
0,08 0,0901 0,52 4,5379 0,96 0,8254 , e 
0,09 0,1013 0,533 0,5405 0,97 0,8299 1,39 0,9507 
0,10 0,1125 0,54 (0,5549 0,98 0,8342 1,40 0,9523 
0,11 0,1236 0,55 0,5633 0,99 0,3385 1,41 0,9539 
0,12 0,1348 0,586 0,5716 | 1,00 0,8427 1.42 0.9554 
0,13 0,1459 | 0,57 0,5798 1,01 0,8488 E peo 
0,14 0,1569 | 0,58 0,5879 1,02 0,8508 1,43 — 0,0569 
0,15 0,1680 [ 0,59 0,5059 1,03 0,8548 1,44 0,9583 
0,18 0,1790 0,60 0,6039 1,04 0,8586 1,45 0,9597 
0,17 0,1900 | 0,61 0,6117 1.05 0,8024 1.46 0.9611 
0,18 0,2009 0,62 0,6194 1,05 0,8661 ; : 
0,19 0,2118 | 0,83 0.6270 1,07 0,8608 1,47 0,9624 
0,20 0,2227 0,64 0.6346 1,08 0,8733 1,48 0,9637 
0,21 0,2335 0,65 0.6420 1,09 0,5768 1.49 0.9649 
0,22 0,2443 | 0,686 0,64% 1,10 0,8%02 1 50 0.9061 
0,23 0,2550 | 0,867 0,6566 1,11 0,8835 Ji , 
0,24 0,2657 0,68 0,6633 1,12 0,8888 1,51 0,9673 
(0,25 0,2763 | 0,69 0,6768 1,1  0,8%0 1,6 0,0763 
0,28 0,2869 [| 0,70 0.6778 1,14 0,8931 1,7 0,9838 
0.27 0,2974 0,71  U,6847 1,15 0,8961 18 0.9891 
0,28 0,3079 | 0,72 0,6914 1,16 0,8991 : q 
(0,29 0,3183 0,73 0,6981 1,17 0,9020 1,9 0,928 
0,30 0.3288 [| 0,74 0,7047 1,18 0,9048 2,0 0,9953 
0,31 0,3389 P 0,75 0,7132 1,19 0,9076 2.1 0,9070 
0,32 0,3401 0,70 0,7175 1,20 0,9103 2.2 0.9981 
0.33 0,3593 | 0,77 0,7238 1,21 0,9150 . ' 
0,34 0,3694 0,78 0,7300 1,22 0,9155 2,3 0,9989 

5 0,3794 0,79 0,7361 1,23 0,9181 2,4 0,9993 
(0.36 0,3893 | 0,80 0,7421 1,24 0,9205 2.5 0.9998 
0,37 0,3992 0.81 0,7480 1,25 (0,9229 26 0.0098 
0,38  p,4090 0,82 0,7538 1,26 0,9252 pe ” 
0,39 0,4187 0.83 0,7505 1,27 0,9275 2,7 0,9999 
0,40 0,4284 0,84 0,7651 1,28 0,9297 2,8 0,9999 
0,41 0,4380 | 0,85 0,7707 1,29 0,9319 
0,42 0,4475 | 0,86 0,7761 1,30 0,0340 
0,43 0,4569 [ 0,87 0,7814 1,31 0,9301 


52» 
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Valor. s de las funciones de Besscl de ordon nulo 
y de primer orden desde —0 hasta we = 12,00 


Tabla 2 


x Sa ls) Y1 tad ( Xx Jyit) Ji ix» | x Jo (x) 1 (x) 
0,00 41,000 4-0,000 | 4,00 —1),397 --0,066 3,00 +90,172 -+0,235 
01,10 -+0,997 +6,050 | 4,10 —0,389 —0, 103 8,10 +-0,148 +0.248 
0,20 4-0,99%) -+0,099 [ 4,20 --0.377 --0.139 3,209 +0,122 +0,258 
0,30 -+0,977 4-0,1483 3 4,30 -0,351 —0,172 | 8,30 +0,090 4-1, 200 
0,4N 40,980 40,198 ] 4,40 —0,342  --0,203 8,40 +0,069 -+0,271 
0,50 0,95 -+0,242 4,50 —1f, 321 —0,231 8,59 +0,042 4-0, 27,3 
0,69 4-0,912 +43, 288 | 4,60 —0. 296 —(01, 257 8.60 +0,015 +0,273 
0,70 -*-0,881 +0,329 | 4,706 —O0 259 0, .279 [| 8,70 —0,013 Di 
0.80 0,8408 40,389 || 4,80 —0,249 —(1. 208 $,9 —0,039 +0.205 
0,0) 20,818 4-0,405 | 4,99 —9,219 —0.315 | 8,90 —0,065 +0, 256 
1.00 $90,785 -10,440 (5,00 -0,178 —0.:528 | 9,00 —0,090 ¿0,245 
1,10 20,720 +0.471 5,10 —9, 194 —0), :4337 9,10 —0 114 20,232 
1,20 40,671 4-0,498 1 5,20 —01,110 —0,343 9,20 —N0,137 +0,217 
1230 0,620 -1-04,522 1 3,39 —0,076 —0,345 || 9,30 —0,158 4-0, 200 
1,40 +N, 567 +01542 15,40 —09,041 --D,345 | 940 —0,177 4-0,182 
1,59 -20,512 -+0,558 | 5,50 —(0, 017 —0.3A1 | 9,50 -—1),194 +0.161 
(.60 40455 4-0,570 || 5,60 -1-0),027 —0,334 $ 9,860 —0,219 +0, 141) 
1,70 90,308 +0,378 || 5,70 -+0,060 —N, 324 9,70 —0,222 +0,117 
1,80 +11,340 +0,592 [5,80 40.093 —0,311 9,8) —0,332 +0,6a3 
1,90 +11,282 +0,531 [ 5,9) +0,122 —0,295 $ 9,9 —0,240 +0,U658 
2,00 +0,224 +0,577 Í 6,00 20,151 —0,277 %40,00 —0,246 +0,043 
2,10 -+0,107 -+0,588 || 5,10 0,177 —0,256 [10,10 —0,249 +0,018 
2,20 +0,11(0 4-0,556 8,22 +0 202 —0.,233 10,20 —0,250 —4),007 
2:30 10,050 40.540 | 6.30 +0.224 —4.208 [10,30 —0,248 —0031 
2.40 0,002 0,520 8, 40 461,243 —0,182 ||110,40 —0,243 —0.:055 
2,50 0,048 +0,497 || 6,50 -+0,260 —0.154 [10,50 —0,237 —9,U79 
2.60 —0,097 +0,471 ' 609 +1, 274 --1,125 ||10,60 —0,228 —0, 101 
2,70 —0, 142 +0. 442 6.70 4-0,235 -——0,193 "10,70 —0,218 —0, 122 
2,80 —0,185 +0,410 [| 0,80 4-9,293 —U,IM5 [110,84 —0,203 —0, 142 
2.90 —0,22 +4-0,375 | 6,90 +0,298 —0,035 [110,9 —0,188 —0,160 

3 3,00 —0,260 -+0.339 1 7,00 40,300 —0,005 P|11,00 —0,171 —0,177 
340 —0,292 +0,301 ¿7,10 +0,2%9 -+0,025 $11,10 —0,153 —0,191 

4 3,20 —0,32) +0,261 || 7,20 oa 30,054 ]11,20 —0,133 —0,204 
3,9) —0,344 ,224 || 7,30 +0,288 +0,083 1 14,30 —0,112 —0,214 

| 3,40 —0,364 4-0,179 [| 7,40 +0,279 +0,110 ¡11,40 —0,090 —0,222 

1 3,50 —0,380 -+0,137 | 7,50 +0.268 +0,135 | 11,50 —0,068 —0 228 

1 3,80 —0,392 40,095 || 7,860 0,252 +0, 159 [11,60 —0,045 —-1), 232 
3,70 —0,399 +0,054 | 7,70 +0,235 +10,181 | 11,70 —0,021 —0,233 
3,80 —0,403 +0,013 [| 7,80 +0,215 4-0,201 [11,80 O —-0, 232 
3,90 —0,402 —0,0 7,99 +0,194 +0,219 | 11,90 40,025 —0,229 

12,00 —0,048 —0,223 
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Tabla 3 
Raíces sucesivas de la ecuación Jog(u,)=0 y valores correspondientes 


[Ys (1, 3) 


18,0714 
24,2115 
24, 3525 
27, 4035 
30,6346 


1 
2 
3 
5 
5 


x Ko (11) Ki (x) x Ku (.) H1 (x) 
0,1 2,4271 9, 8538 3,1 0,0310 0,0356 
0,2 4,1527 4,7760 3,2 O, 0276 0, 03416 
0,3 1,3725 3.0564 3,3 0,0246 1,0281 
0,4 1,1145 2.1844 3,4 0,0220 0,0250 
0,5 0,9244 1,0564 3,5 0,0196 0,0222 
v,6 0,7775 1,3023 3.0 0,0175 U.01098 
0.7 0, 8605 1,0003 3,7 0,0150 0,0176 
0U,8 0,5653 0,8618 3,8 0,0140 4v.0157 
0,9 0,4367 0,7105 3,9 0,0125 0,0140 
1,0 0,4210 (0.0019 4,0 D,0112 0, 0125 
1.1 0,1650 0,5008 4,1 Ú, 198 0,0111 
1,2 0,3185 (1,4346 4.2 0,0489 (1, UCIY 
1,3 0,2732 (0,3725 4,3 0,0080 (1,003) 
1,4 Y, 2437 0,3208 4,4 0,0071 0,0079 
1,5 0,2138 0,2774 4,5 0, 01004 0,0071 
1,6 0, 1830 (1, 2506 4,0 0,0057 0,0003 
1,7 0,1055 0, 219% 4,1 N,0051 UY, 005 
3,8 0, 1459 (1,1826 4,3 0, 0046 (1, 0054 
1,9 0,1288 0,1507 4,9 0,0041 0,0045 
2,0 0,1139 (1, 1399 5,0 (0,0037 (0,0040 
2,1 0,5008 0,1227 3,1 0,0043 0,0036 
2,2 0,0893 0,1079 5,2 0.0030 9.0032 
20d 0,0791 0,0930 N.3 4,0027 0,0029 
2,4 0,0702 0,0837 5,4 4,0024 0,0026 
2,5 0,0623 0,0734 5,5 4,0021 (1,0623 
2,6 0,055 0,0653; 5,6 0,0019 0,0021 
2,7 0,0492 0,0577 S,1 0,0017 4,0019 
2,8 0,0438 0,0511 5,3 0,0015 0,0017 
2,9 0,0596 0,0453 |! 5,9 0, (0014 1,0015 
3,0 0,0347 0,0442 | 6,0 0,0012 0,0013 
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III. GRAFICAS DF. LAS FUNCIONES ESPECIALES 


y ; (<) 


Fig. 106 


Gráficas de Jas funciones de Neuman Ng (x%) 
y Vi (7) 
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Fig. 107 


Gráficas de las funciones cilíndricas de argumento 
imaginario /y (0, Ty (4), Ko (2), Xy (1) 


Gráficas de los polinomios de Legendru 
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IV. DIFERENTES SISTEMAS ORTOGONALES 
DE COORDENADAS 


Sen zx, y, 2 las coordenadas cartesianas de cierto punto, 
y If, Z2, T,, SUS coordenadas ortogonales curvilíneas. El ecvracdrado 
del elemento de longitud se exprosa por la fórmula 


di = de? + dy? + d*= hidai + hidal + hi des, 


dx NY ( Oy )' ( dz ) ; 
h p——— -— PP—— A = e 
¡ VÍ ==) + + > (i=1, 2, 3) 


dx; 


donde 


son los cocficientes métricos, o coeficientes de Lamé. Un sistema 
de coordenadas ortogonales se curacteriza completamenle por 
los tres coeficiontes métricos A;, ho. %a. 

FEscribamos la expresión general para los operadores grad, 
div, rot, A, en un sistema ortogonal de coordenadas curvilíneas: 


2, 4 du 
rad u — —Íy, 
d = A, dx; ¿ 


1 0 O O 
; pa Pes di Á (1 AÁ — (R.h,A 
div A = haRad [2 (WhaA 1) + a 2) + Jn ¡Az >| ó 


dh, (7 htyt 2 hai 3 
1 12) 4) 17) 


rot ÁA = ——| — — a 
h, í Oz; 0x3 Ox, 
RA, hiAz RhiAj 
A E 
Ryhahz L0x, Nh, 02, Ox¿X hz dz Ox3N Ra Oxa 
donde ¿,, te. ¿son los vectores unitarios do base, A = (Ay, Az, Ay) 
es un vector arbitrario y u, un escalar. 
1. Coordenadas rectangulares: 
T=2%%2=Y7%3=2%hk=1 hi1, hi =1. 


du Ou du d ÍA GA dA 
A —— —— k, divA =-— — E A 
grad u a + dy ÍI+ > PE + Oy + 5 
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A te 

rot4d= e. CA o (EA... 
Ox 0y 02 Oy 0z 
A, Ay Az 


Au = Uxz + Uy + Uzz, 


siendo ¿, f y k.los vectoros directores unitarios de los ejes x, y, 2. 
2. Las coordenadas cilíndricas: 


Ty =7T, La = QQ, Z¿=> 2 
están relacionadas con las rectangulares por las ecuaciones 
L=FPCOSQ, Y =]r8nq, 2=2,. 


Las superficies coordenadas son: r = const, cilindros; q = 
« Const, planos; z = const, planos. 
Los coeficientes métricos son iguales a 


hi= 41, har, hi=1, 
de fornia que 


du 1 0u du 
rad u = — tt, + =—¿ ae 
E Or A dp a+ 0z y 
ias aja tt 
r dr r dp Oz 
1 JAs 02) (2 =>) 
e E e 
10 1 9A 
cae A 424% 4, 
+| 4043-22), 


| 2) 1%. ón 
Au = — — r — o A 
rorX or +A q + az 
3. Las coordenadas esféricas 
TZ ="P 222 =0, x =Q 
están ligadas a las rectangulares por las fórmulas 


=rsen09cosp, y==rsen8senqp, z=rcas6. 
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Las superficies coordenadas son: esferas concéntricas, r= 
= const; planos, q = const; conos, Ó == const. 
Los coeficientes métricos sun iguales a 


hh =4, he =r, hy = rsen 0, 
de modo que 
0u 1 0 


du 1 
dá ór dá r 00 rsen9 0p E 
10 110, 1í ¿A 
div A =-;— (A ——— — (sen 0A pi 
EA de nado nl 0p : 
1 | 9 24 | 1 | 1 04, 
rotA = — (sendAs) — — | 4, + — pánico E 
rsenó TÍ ») op did r Lsen0 dp 


E ca | + (2 (rA) — ce] ds 


1 2 0%) 1 | 0) 1 5 
Au=== |?) 4 — — [send e _ a 
e + nod 0 ur dq* 


4. Las ¿coordenadas elípticas 
3 =A, ==, Ya =2 
se definon mediante las fórmulas de transformación 
=p, y=e VB —D(1—p), 2=x, 


donde c es un factor de escala. 
Los coeficientes métricos son iguales a 


hi=c 


Las superficies coordenadas sun: A = const, cilindros de 
sección elíptica, con focos en los puntos == +c, y =0; p = 
= const, una familia de cilindros hiperbólicos cofocales; z = 
= const, planos. 


5. Coordenadas parabólicas, 
Si, r, 8 son las coordenadas polaros de un punto en el plano, 
las coordenadas parabólicas pueden ser introducidas mediante 
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las fórmulas 
x= 4 = Y 2r sen > . la= p=Y2rcos> , Li=2. 
Las superficies coordenadas A == const y p = const son cilin- 


dros parabólicos que se cortan, de generatrices paralclas al eje z. 
El nexo con las coordenadas cartesianas lo dan las fórmulas 


1 
=y (4 —4), y=Ap, 2=2. 


Los coeficientes métricos son h, = h¿ = VB -E pÉ, h, = 1. 
6. Coordenadas elipsoidados. 
Se introducen mediante lag ecuaciones (a > b > e): 


za + y + a 1(1>-—<) (ecuación de un 
2 2 as e 
E E elipsoide), 
2 2 
e + El sf Ea = 1 (— dt> po> — b*) (ecuación de un 
¿+p Dp c+pu4 hiporboloide de 


una hoja), 


q y E 

+ —KÑ— +3 =1fl(—-b>wv>-—a* (ecuación de un 

E E hiperboloido de 
dos hojas). 


A cada punto (z, y, 2) le corresponde sólo un sistema de valo- 
ces A, p, v. Los parámetros 2, =A, 12 = p, 7 = v se )laman, 
precisamente, coordenadas elipsoidales. Las coordenadas zx, y, 2 
se expresan en forma explícita mediante A, pu, v: 


(A+ a) (u 4 a?) (y + a) 
(0—a (a) ' 


A yo: 1%) (a + 0 (v + 05 
pe (EA * 


e (+0) (a +) (v +24) 
¿== V (a — E) (0? — e?) 
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Los coeficientes de Lamé son iguales a 


h E Y DI O Y 
E ru 7 2 TS 


donde 
R(s)=Vis +07 (s+ 1044) (s=2, p, v). 


El operador de Laplace se puede represcotar en la forma 


4 ., 0 du 
— Y —.1 7 a 
[a vw) FA) 2 (A) 0) P 


A: 
AA — va — y 


- a RN raurm2(rmyo | 
+ (y 2926097 (260 a art (as 


La solución particular de la ecuación «de J.aplace, que depende 
sólo de 4, U = U (A), se expresa” por la fórmula 


di - 
=4 (A 
ds | RO) ES 


donde A y 13 son constantes arbitrarias. 


7. Coordenadas elipsoidales degeneradas. 
a) Las coordenadas elipsoidales degeneradas (a, Bf, q) pura 
un elipsoide oblongo de revolución, se definen por las fórmulas 


zx =esen p cos p, y = cesen a sen f sen q, z = echa cos Pf, 
donde c eg un factor de escala, ÉÚZa X<ow.ÓXB<1H, 1 < 
<q < sn. Las superficies coordenadas son: elipsoides ublongos 
de revolución, a = const; hiperboloides de dos hojas de revolu- 


ción, f = const; planos, p = const. 
El cuadrado del elemento de longilud se da por la expresión 


dse = e? (sh? a + sen? fB) (da? + dB?) -+ e? sh? a sen? B dq?. 
de donde so obtienen, para los coeficientes métricos, los valores 


hh=hk=cVsh*'a +sen*f, hi-- hy=cshasen P. 
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la ecuación de Laplace liene la forma 


4 1-9 14) 
a ab) [EA (sn), 2 (son 55)+ 


+( es 5) 4|- 


sha ' sen*B 


b) El sistema de cuvordenadas elipsoidales degeneradas (a, f, q) 
para un elispoide achatado de rotación se determina mediante 


las igualdades 
r =cchasen $ cos q, y == echa sen $ sen q, 2 =c ch a cos p, 
0Za<o, DEP SET, -"1ZP<Ú A. 


Las superlicios coordenadas son: elipsoides achalados de re- 
volución, a == const; hiperboloides de una hoja de revolución, 
$ = const; planos que pasan por el ejo z. q = const. 

El cuadrado del elemento lineal y el operador de Laplace 
nn el sistema considerado de coordenadas tienen la forma 


ds = e (ch? a — sen” B) (da? =- dB?) + e? ch? a son? B dq”, 
4 | 1 0 ( 2) t 90 ( 2) 
A A, E 2 El 
e*(ch?a — sen” B) Leh a da da ar pb óB a op e 
4 4 ) Pu | 
Als (É a «bal oy 1" 
8. Coordenadas toroidales. 


El sistema de coordenadas torvidales (a, B, p) se dofine me- 
liante las fórmulas 


Au 


cshacos p _ eshasenp o c sen f 
cha —cosf cha —cosf” cha —cosf ' 


donde c es un factor de escala, OZa<o, —a<P<xu 
—T <Q < rm. 
Las superficies coordenadas son toros, Q6 == const: 


2 PC 
(p A | = ) (o =VZ + y?); 


sh a 
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esferas, $ = const: 


aer) 


planos, p = const. 
La expresión para el cuadrado del elemento lineal tiene la 
forma 


e 


¿[da? + dg? + sh?a del]; 


(ch a — cos f) 
los coeficienles métricos son iguales a 


TRA C a csha 
a á cha —cosf ' “cha —cosf ' 


y el operador de Laplace se da por la siguienle expresión. 


Ú ( sh a 2) Ó ( sha da) 
00M Xcha —cosf du d$ Ich a — cos f 0B 
1 Fu 


(cha —cosf)sha dp? 


Resulta cómodo introducir, en lugar de u, la nueva función v, 


mediante la relación 
=V2cha—2cosf-v, 


en este caso, la ecuación Au = 0 se reduce a la ecuación 
Uan + om + Dacia Yo E 000 =0. 


9. Coordenadas bipolares, 
a) Coordenadas bipolares en el plano. Las variables 


1 =0, =P, 2 =3 
se llaman coordenadas bipolares, si tienen lugar las igualdades 
asha asen P . 
e == ——— y. Y = y 21=2 
cha —cosf cha —cospf 


Los coeficientes métricos gon iguales a hy = hz = am ' 


ha = 1. 
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b) Las coordenadas hiesféricas 2, = %, t2 = P, 2% =Q Se 
definen por las fórmulas 


_ CSBNACOSE csona seno, csh$ 
chf —cosa' chf —cosa ' chf —cosa' 


donde ce es un factor constante, OZa<f, —o<f<oo, 
—AXZPS< NM. 
Estas fórmulas se puedon representar en forma compacta: 


24 dp=eotg LEE (p=V2 + y). 


Las superficies coordenadas son: superficies husiformes de: 
revolución, a = const: 


2 
incida da 
sen a 


esferas, f = const: 
2 
S z=—cact 2 = (E) 
+ g $) hp 
planos, p = const. 


La expresión para el cnadrado del elemento lineal, en coor- 
denadas bipolares espaciales, tiene la forma 


E — 
de = n= [da? + dB? + sena de], 
de donde se deduce que 
¡A c A: 
chf —cosa cnaf —cosa 


y la ecuación de Laplace adquiere la forma 
2 sen a a EA | sen )+ 
0 ch fB —cosa dun OB Nch f — cos a 0$ 
4 Pu 


sena (chf$ —cos a) dp? Ss 


En la resolución de la ccuación de Laplace, es conveniente 
el cambio 


u= V2chf — 2cosa v. 
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Entonces, para la (unción v se ubtione la ecuación 
1 1 
Una + Upp + Va Clg a — 7 € -+ —— Ugo = 0. 
4 son" o 


10. Coordenadas esferoidales. 
a) Coordenadas esfervidales oblongas: 


O E E A 
a=chu, y=c V(N — 1) (4 — 3) cos q, 2= cVoO?=4) (1—pj) son p, 
Ac fl, —1<pn<f, 04 <2x, 


A Ac h3= eV — 14). 


b) Coordenadas osfervidales achatadas: 


z= cin seno, y=cy(42—1) (1 —p3), z= cAp cos q. 


Las superficies A = const son esteroides achatados; las p = const, 
biperboloides de una hoja. Los cocficientes métricos son 


Alq «A ul 
hi=e V 73 A la=0]/ n =P , hi=cAp. 


11. Coordenadas paraboloidales. Lus variubles 


Ty =A, Za =P. ,=Q, 


detorminadas por las relaciones 
T=ÁpcC0Sp, Y=Apsenq, 2= > (4 — 3, 


se llaman coordenadas paraboloidales. Los coeficientes mélricos 
son iguales a k; =h2¿ = VÍA TE pt h,= An. 

Las superficies e eienadas: A = const, pp = const son para- 
boloides de revolución, con eje de simetría Oz. 


